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چکیده
کسری مشتق شامل کسری رزنو معادله حل برای دورگه روش یک مقاله، این در
به لگاریتمی برنشتاین توابع معادله، این حل برای می شود. ارایه کاپوتو‑هادامارد
مزیت شده اند. طراحی مشتق نوع این کردن کار برای مناسب پایه ای توابع  عنوان
می باشد. آن ها هادامارد کسری مشتق و انتگرال محاسبه سادگی توابع این اصلی
به طور برنشتاین، یکه متعامد چندجمله ای های همراه به لگاریتمی برنشتاین توابع
توابع از دقیق تر، طور به  می شوند. گرفته به کار مذکور معادله حل برای هم زمان
متعامد چندجمله ای های از و زمانی بعد در جواب تقریب برای لگاریتمی برنشتاین
یک این، بر علاوه می شود. استفاده مکانی بعد در جواب تقریب برای برنشتاین یکه
استخراج لگاریتمی برنشتاین توابع هادامارد کسری انتگرال محاسبه برای ماتریس
تقریب از استفاده با مساله کسری عبارت بسط با پیشنهادی، روش  در است. شده
معمولی مشتقات و هادامارد کسری انتگرال عملگر ماتریس های کارگیری به دورگه،
دستگاهی حل به بررسی مورد مساله حل هم محلی، روش کارگیری به هم چنین و
کارایی پایان، در می باشد. حل قابل راحتی به که می شود تبدیل جبری معادلات از
مثال دو این از آمده بدست نتایج می شود. ارزیابی مثال دو حل با روش  این
مسایل نوع این حل برای نظر مورد روش  بالای دقت و توانایی دهنده نشان عددی

می باشد.
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مقدمه .۱

مسایل مدل سازی در وسیعی به طور خود، گسترده قابلیت های و انعطاف پذیری دلیل به کسری انتگرال های و مشتقات
نسبت آن ها بیشتر آزادی درجه مشتق)، و (انتگرال کسری عملگرهای این ویژگی های مهم ترین از یکی دارند. کاربرد پیچیده
موجب ویژگی ها این می کند. فراهم را غیرخطی و پیچیده سیستم های از دقیق تری تحلیل امکان که است معمولی تعریف به
کاربردهای اخیر مطالعات نمونه، به عنوان است. شده مهندسی و علوم در آن ها کاربردهای زمینه در متعددی تحقیقات گسترش
آنزیمی واکنش های ،[۱۵] زیکا۲ ویروس انتقال ،[۱۱] ۱ مکسول نانوسیال ،[۱۷] اپیدمی مدل های در را کسری مشتقات

کرده اند. گزارش غیره و [۱۶] برگشت پذیر
تابع هادامارد، انتگرال در دارند. ویژه ای جایگاه ۳ هادامارد عملگرهای کسری، عملگرهای از گسترده ای طیف میان در
بر علاوه می شود. منفرد کسری انتگرال به منجر باشد، یک از کمتر انتگرال مرتبه که زمانی و است لگاریتمی صورت به هسته

پژوهشگران .[۱۲ ،۶] است. هادامارد کسری انتگرال کمک به
(
t

d
dt

)m

عملگر تعمیم ، ۴ کاپوتو‑هادامارد کسری مشتق این،

به است. کسری مشتقات سایر با مقایسه در بهتری تنظیم پذیری ویژگی های دارای کسری مشتق نوع این که داده اند نشان
معادلات برای تحلیلی جواب یافتن .[۵] است مناسب کند بسیار فرایندهای مدل سازی برای به ویژه مشتق این مثال، عنوان

است. غیرممکن گاهی و دشوار غالبا مشتق نوع این با کسری
.[۱۸] می کند توصیف را دیوار یک و موج یک یا یکدیگر با موج دو تعاملات که است غیرخطی مساله یک ۵ رزنو معادله
مورد Ⅼ−Ⅽ مدارهای توسط خطوط انتقال مدل سازی و گسسته متراکم سیستم دینامیک توصیف برای هم چنین معادله این
محققان مختلف، مسایل مدل سازی در غیرخطی معادله این اهمیت دلیل به اخیر سال های در .[۱۹] می گیرد قرار استفاده
چلیشکوف۶ توابع روش ،[۴] گالرکین محدود المان روش   به می توان مثال عنوان به پرداخته اند. آن بررسی و حل به بسیاری
تفاضل روش و [۱] محدود اجزای ترکیبی روش ،[۲۰] شعاعی پایه ای توابع روش  ،[۳] ناپیوسته گالرکین روش ،[۸] لگاریتمی

کرد. اشاره [۲۱] متناهی
تا داشت آن بر را ما کاپوتو‑هادامارد، کسری مشتق مفید ویژگی های با همراه رزنو، کسری معادله متعدد کاربردهای
حل برای این، بر علاوه کنیم. معرفی مقاله این در کاپوتو‑هادامارد کسری مشتق از استفاده با را معادله این از دیگر کلاسی

است زیر مساله روی بر ما اصلی تمرکز ادامه، در می دهیم. ارایه را موثر عددی روش یک معادله، این

CH
a Dα

t u(x, t) − ∂
۴u(x, t)
∂x۴ +

∂u(x, t)
∂x

+ u(x, t)
∂u(x, t)
∂x

= f (x, t), (۱ .۱)

اولیه شرط می باشد. ۰ < α ≤ ۱ و (x, t) ∈ [۰, X] × [a, b] آن در که

u(x, a) = u۰(x), x ∈ [۰, X], (۲ .۱)

1Maxwell
2Zika
3Hadamard
4Caputo-Hadamard
5Rosenau
6Chelyshkov
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مرزی شرایط و
u(۰, t) = u۱(t), t ∈ [a, b],
u(X, t) = u۲(t), u(X, t) = u۲(t), t ∈ [a, b],
uxx(۰, t) = u۳(t), uxx(X, t) = u۴(t) t ∈ [a, b].

(۳ .۱)

می کنند. همراهی را معادله این
مهم ویژگی دو دارای زیرا می شوند استفاده کسری مسایل اکثر برای عددی روش های طراحی برای معمولا چندجمله ای ها
با آمده دست به نتایج خاص، شرایط تحت ثانیاً، است. محاسبه قابل راحتی به آنها کسری مشتق های اینکه اول هستند:
انتگرال یا مشتق دارای که کسری مساله های در هستند. طیفی دقت دارای آنها بر مبتنی عددی الگوریتم های از استفاده
سادگی به مربوطه عملگر ماتریس های محاسبه زیرا می باشد مناسب لگاریتمی پایه ای توابع از استفاده می باشند، لگاریتمی
نام غیره و [۲۲] ۷ ژاکوبی ،[۸] چلیشکف لگاریتمی پایه ای توابع می توان لگاریتمی پایه ای توابع از باشد. می امکان پذیر
پایه توابع از جدیدی خانواده هادامارد، انتگرال از استفاده و کاپوتو‑هادامارد کسری مشتق وجود بخاطر مقاله، این در برد.
خاصیت دارای توابع این کنیم. معرفی مذکور معادله عددی حل برای را ،۸ لگاریتمی برنشتاین توابع عنوان تحت لگاریتمی،
کنند. ایفا موثری نقش نتایج دقت افزایش و محاسبات تسهیل در می توانند توابع این همچنین، می باشند. طیفی دقت و تعامد
دارای که دارند کاربرد مسایلی برای فقط واقع در نماییم. استفاده نمی توانیم کسری مساله هر برای توابع این وجوداز این با

باشند. لگاریتمی انتگرال یا مشتق
یکه متعامد چندجمله ای های وسیله به کاپوتو‑هادامارد مشتق با رزنو کسری دیفرانسیل معادله عددی حل به مقاله، این در
این حسب بر بررسی مورد کسری معادله جواب تقریب با حقیقت در می شود. پرداخته لگاریتمی برنشتاین توابع و برنشتاین
مساله لگاریتمی، توابع کسری انتگرال ماتریس و چندجمله ای ها این معمولی مشتقات ماتریس های به کارگیری و پایه ای توابع

می آید. بدست آن جواب راحتی به که می شود تبدیل جبری معادلات از دستگاهی به مطالعه مورد
بخش در می شود. ارایه هادامارد کسری حسابان از مقدماتی ۲ بخش در است: شرح این به مقاله این کلی چارچوب
بالاتر و دوم اول، های مرتبه معمولی مشتقات عملگر ماتریس های سپس و تعریف برنشتاین یکه متعامد چندجمله ای های ۳
ماتریس سپس و می شود پرداخته لگاریتمی برنشتاین توابع بررسی به ۴ بخش می گردد. محاسبه برنشتاین چندجمله ای های
مشتق از استفاده با رزنو زمانی کسری معادله حل برای موردنظر عددی روش می آید. بدست آن ها کسری انتگرال عملگر
دقت می شود. پیشنهاد ۶ بخش در نظر مورد کسری مساله همگرایی آنالیز شود. می ارائه ۵ بخش در کاپوتو‑هادامارد کسری
خاتمه ۸ بخش در گیری نتیجه با مقاله نهایت در شود. می بررسی ۷ بخش در عددی مثال دو ذکر با پیشنهادی روش کارایی و

یابد. می

هادامارد کسری حسابان .۲

می پردازیم. است نیاز مورد مقاله این در که کسری حسابان مقدمات از برخی به بخش این در

چنان δ > ۰ یک ε > ۰ هر برای هرگاه گویند پیوسته مطلق طور به [a, b] ⊂ R بازه روی را f تابع ([۱۴]) .۱ .۲ تعریف
n∑

k=۱

(bk − ak) < δ اگر [ak, bk] ⊂ [a, b] اشتراک بدون دو به دو بازه های زیر از متناهی مجموعه هر برای که شود یافت

7Jacobi
8Logarithmic Bernstein
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با را [a, b] بازه روی پیوسته مطلق طور به توابع فضای باشد. برقرار
n∑

k=۱

| f (bk) − f (ak)| < ε نامساوی آن گاه باشد،

می دهند. نمایش AC([a, b])

طور به توابع فضای AC([a, b]) و R حقیقی اعداد مجموعه روی متناهی بازه یک [a, b] کنید فرض ([۱۳]) .۲ .۲ تعریف
می شود تعریف زیر صورت به ACm

δ ([a, b]) فضای m ∈ Z+ هر برای باشد. [a, b] بازه روی پیوسته مطلق

ACm
δ ([a, b]) =

{
f : [a, b]→ R

∣∣∣∣ (δm−۱
x f

)
∈ AC([a, b])

}
,

می باشد. δx = x
d
dx

آن در که

مرتبه از هادامارد کسری انتگرال  عملگر صورت این در باشد. f ∈ AC ([a, b]) کنید فرض ([۱۳ ،۱۲]) .۳ .۲ تعریف
می شود تعریف زیر صورت به α > ۰

H
a Iαx f (x) =

۱
Γ(α)

∫ x

a

(
ln

( x
t

))α−۱
f (t)

dt
t
, ۰ < a ≤ x ≤ b. (۱ .۲)

است برقرار زیر رابطه آن گاه باشند، نامنفی و حقیقی اعدادی a و β ،α اگر ([۱۳ ،۱۲]) .۴ .۲ خاصیت

H
a Iαx

(
ln

( x
a

))β−۱
=
Γ(β)
Γ(β + α)

(
ln

( x
a

))β+α−۱
. (۲ .۲)

f ∈ ACm
δ ([a, b]) و حقیقی اعدادی m − ۱ < α ≤ m ∈ Z+ و ۰ < a < b < ∞ کنید فرض ([۹]) .۵ .۲ تعریف

می شود تعریف زیر صورت به کاپوتو فرم در هاداماراد کسری مشتق  عملگر صورت این در باشد.

CH
a Dα

x f (x) =


۱

Γ(m − α)

∫ x

a

(
ln

( x
t

))m−α−۱ (
δm

t f
)

(t)
dt
t
, m − ۱ < α < m,(

δm
x f

)
(x), α = m.

(۳ .۲)

رابطه آن گاه باشند، حقیقی اعدادی ۰ < a < b < ∞ و β > ۰ ،m − ۱ < α < m ∈ Z+ اگر ([۲ ،۹]) .۶ .۲ خاصیت
است برقرار زیر

CH
a Dα

x

(
ln

( x
a

))β−۱
=
Γ(β)
Γ(β − α)

(
ln

( x
a

))β−α−۱
. (۴ .۲)

صورت این در باشد. f ∈ ACm
δ ([a, b]) و حقیقی عددی m − ۱ < α < m ∈ Z+ کنید فرض ([۲ ،۹]) .۷ .۲ قضیه

داریم

H
a Iαx

(
CH
a Dα

x f (x)
)
= f (x) −

m−۱∑
k=۰

(δk
x f )(a)
k!

(
ln

( x
a

))k
, ۰ < a < b. (۵ .۲)
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برنشتاین یکه متعامد چندجمله ای های .۳

چندجمله ای ها این شدند. ۱۹۱۲معرفی سال در برنشتاین۹ سرگئی ناتانوویچ توسط بار اولین برنشتاین چندجمله ای های
گرفته اند. قرار استفاده مورد بسیار توابع تقریب در ضرایب، محاسبه در سادگی دلیل به

[۱۰] می شوند تعریف زیر صورت به [۰, X] بازه روی m درجه از برنشتاین چندجمله ای های

Bm,i(x) =
(
m
i

)
xi (X − x)m−i

Xm

=

m−i∑
k=۰

(−۱)k

(
m
i

)(
m − i

k

) ( x
X

)i+k
, i = ۰, ۱, . . . ,m, (۱ .۳)

.
(

m
i

)
=

m!
i! (m − i)!

آن در که

[۷] می شوند تعریف زیر صورت به [۰, X] بازه روی m درجه از برنشتاین یکه متعامد چندجمله ای های

ψm,i(x) =
i∑

k=۰

m−i∑
r=۰

cikr xi−k+r, i = ۰, ۱, . . . ,m, (۲ .۳)

آن در که

cikr =
(−۱)k

Xi−k+r

√
۲(m − i) + ۱

X

(
۲m − k + ۱

i − k

)(
i
k

)(
m − i

r

)
.

زد تقریب زیر صورت به برنشتاین یکه متعامد چندجمله ای های حسب بر می توان را u(x) ∈ L۲([۰, X]) تابع هر

u(x) ≃
m∑

i=۰

uiψm,i(x) ≜ ÛTΨm(x). (۳ .۳)

طوری که به
Û = [u۰, u۱, . . . , um]T ,

مولفه های با

ui =

∫ X

۰
u(x)ψm,i(x)dx, i = ۰, ۱, . . . ,m,

و

Ψm(x) =
[
ψm,۰(x), ψm,۱(x), . . . , ψm,m(x)

]T . (۴ .۳)

به Ψm(x) بردار از اول مرتبه مشتق صورت این در باشد. (۴ .۳) رابطه در شده تعریف بردار Ψm(x) کنید فرض .۱ .۳ قضیه
می شود محاسبه زیر صورت

d
dx
Ψm(x) = D(۱)Ψm(x), (۵ .۳)

9Sergei Natanovich Bernstein



۲۱۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

می شوند محاسبه زیر صورت به آن درایه های که می باشد (m + ۱) مرتبه از مربعی ماتریس یک D(۱) =
[
d(۱)

i j

]
آن در که

d(۱)
i j =

i∑
k=۰

m−i∑
r=σki

j∑
k̂=۰

m− j∑
r̂=۰

cikrc jk̂r̂

(
i − k + r

i − k + r + j − k̂ + r̂

)
Xi−k+r+ j−k̂+r̂, (۶ .۳)

و i, j = ۰, ۱, . . . ,m برای

σki =

۱, k = i,
۰, k , i.

می آوریم بدست ،(۲ .۳) رابطه به توجه با اثبات.

d
dx
ψm,i(x) =

i∑
k=۰

m−i∑
r=σki

cikr (i − k + r) xi−k+r−۱, i = ۰, ۱, . . . ,m. (۷ .۳)

داریم ،(۴ .۳) رابطه در شده تعریف Ψm(x) بردار و ،(۷ .۳) رابطه از بنابراین،

d
dx
Ψm(x) =

[
d
dx
ψm,۰(x),

d
dx
ψm,۱(x), . . . ,

d
dx
ψm,m(x)

]T

. (۸ .۳)

داد بسط زیر صورت به یکه متعامد برنشتاین چندجمله ای های حسب بر می توان را بالا رابطه در آمده به دست بردار مولفه های

d
dx
ψm,i(x) =

m∑
j=۰

d(۱)
i j ψm, j(x),

آن در که

d(۱)
i j =

∫ X

۰

(
d
dx
ψm,i(x)

)
ψm, j(x)dx.

می آوریم بدست بالا، رابطه در (۷ .۳) و (۲ .۳) روابط جایگذاری با

d(۱)
i j =

i∑
k=۰

m−i∑
r=σki

j∑
k̂=۰

m− j∑
r̂=۰

cikrc jk̂r̂ (i − k + r)
∫ X

۰
xi−k+r−۱x j−k̂+r̂dx

=

i∑
k=۰

m−i∑
r=σki

j∑
k̂=۰

m− j∑
r̂=۰

cikrc jk̂r̂

(
i − k + r

i − k + r + j − k̂ + r̂

)
Xi−k+r+ j−k̂+r̂.



۲۲۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

داریم بنابراین

d
dx
Ψm(x) ≃


d(۱)

۰۱ d(۱)
۰۲ · · · d(۱)

۰m

d(۱)
۱۰ d(۱)

۱۱ · · · d(۱)
۱m

...
...

. . .
...

d(۱)
m۰ d(۱)

m۱ · · · d(۱)
mm

 ≜ D(۱)Ψm(x). (۹ .۳)

می شود. کامل اثبات ترتیب این به

داریم ،Ψm(x) بردار rام مرتبه مشتق برای کلی طور به .۲ .۳ نتیجه

dr

dxrΨm(x) = D(r)Ψm(x), (۱۰ .۳)

می باشد. D(۱) توان r‑امین ،D(r) آن در که

لگاریتمی برنشتاین توابع .۴

لگاریتمی برنشتاین توابع تعریف برای (۲ .۳) رابطه در شده بیان برنشتاین یکه متعامد چندجمله ای های از بخش این در
کنید تعریف را زیر نگاشت باشند. حقیقی اعدادی ۰ < a < b کنید فرض منظور این برای می کنیم. استفاده

s(t) = κ ln
( t
a

)
, κ =

(
ln

(
b
a

))−۱

, t ∈ [a, b]. (۱ .۴)

[a, b] بازه بر لگاریتمی برنشتاین تابع (n+ ۱) شامل مجموعه  یک می دهد. انتقال [۰, ۱] بازه به را [a, b] بازه نگاشت این
کرد تعریف زیر صورت به می توان را

ϕn,i(t) =
i∑

k=۰

n−i∑
r=۰

ĉikr

(
κ ln

( t
a

))i−k+r
, i = ۰, ۱, . . . , n, (۲ .۴)

آن در که

ĉikr = (−۱)k
√

۲(n − i) + ۱
(
۲n − k + ۱

i − k

)(
i
k

)(
n − i

r

)
.

g ∈ L۲
w([a, b]) تابع هر بنابراین هستند. یکه متعامد [a, b] بازه روی w(t) =

κ

t
وزن تابع به نسبت لگاریتمی برنشتاین توابع

زد تقریب زیر صورت به لگاریتمی برنشتاین توابع حسب بر می توان را

g(t) ≃
n∑

i=۰

giϕn,i(t) ≜ ĜTΦn(t). (۳ .۴)

طوری که به
Ĝ =

[
g۰, g۱, . . . , gn

]T ,



۲۳۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

آن در که

gi =

∫ b

a
g(t)ϕn,i(t)κ

dt
t
, i = ۰, ۱, . . . , n,

و

Φn(t) =
[
ϕn,۰(t) ϕn,۱(t) . . . ϕn,n(t)

]T
. (۴ .۴)

دورگه تقریب .۱ .۴
در معمولا روش این می شود. استفاده پایه ای توابع از کلاس یک از بیشتر آن در که می شود گفته تقریبی به دورگه تقریب
یا گران محاسباتی نظر از است ممکن دقیق راه حل های که جایی می شود، استفاده ماشین یادگیری و بهینه سازی عددی، تحلیل

باشند. اجرا غیرقابل
h ∈ L۲

w ([۰, X] × [a, b]) تابع هر می توان لگاریتمی برنشتاین توابع و برنشتاین یکه متعامد چند جمله ای های از استفاده با
زد تقریب یکه متعامد پایه ای توابع این حسب بر زیر صورت به را

h(x, t) ≃
m∑

i=۰

n∑
j=۰

hi jψm,i(x)ϕn,i(t) ≜ ΨT
m(x)HΦn(t),

است زیر مولفه های با بعدی (m + ۱) × (n + ۱) ماتریسی H = [hi j] آن در که

hi j =

∫ b

a

∫ X

۰
h(x, t)ψm,i(x)ϕn, j(t)κdx

dt
t
, i = ۰, ۱, . . . ,m, j = ۰, ۱, . . . , n.

کسری انتگرال عملگر ماتریس .۲ .۴
استفاده که کنیم می یادآوری می شود. داده توضیح هادامارد، کسری انتگرال عملگر ماتریس محاسبه روش بخش، این در
کند کمک کسری مسائل حل در سرعت و دقت کارایی، بهبود به می تواند کسری انتگرال و مشتق عملگرهای ماتریس های از

آورد. فراهم پیچیده سیستم های مدل سازی و تحلیل برای قدرتمندی ابزارهای و

،Φn(t) بردار از α مرتبه هادامارد کسری انتگرال صورت این در باشد. معین حقیقی عدد یک α > ۰ کنید فرض .۱ .۴ قضیه
می باشد بیان قابل زیر صورت به (۴ .۴) رابطه در شده تعریف

H
a Iαt Φn(t) ≃ P(α)

n Φn(t), (۵ .۴)

مولفه های با بعدی (n + ۱) × (n + ۱) ماتریسی P(α)
n =

[
p(α)

i j

]
آن در که

p(α)
i j = κ

−α
i∑

k=۰

n−i∑
r=۰

j∑
k̂=۰

n− j∑
r̂=۰

ĉikrĉ jk̂r̂Γ(i − k + r + ۱)(
i + j + r + r̂ + α − k − k̂ + ۱

)
Γ(i − k + r + α + ۱)

,

می گویند. α مرتبه از هادامارد کسری انتگرال عملگر ماتریس را P(α)
n ماتریس است. ۰ ≤ i, j ≤ n برای



۲۴۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

می آوریم به دست ،۴ .۲ خاصیت و (۲ .۴) رابطه به توجه با اثبات.

H
a Iαt ϕn,i(t) =

i∑
k=۰

n−i∑
r=۰

ĉikrκ
i−k+rH

a Iαt
(
ln

( t
a

))i−k+r

=

i∑
k=۰

n−i∑
r=۰

ĉikrκ
i−k+r Γ(i − k + r + ۱)
Γ(i − k + r + α + ۱)

(
ln

( t
a

))i−k+r+α
. (۶ .۴)

زد تقریب زیر صورت به لگاریتمی برنشتاین توابع حسب بر می توان را بالا رابطه در شده بیان
(
ln

( t
a

))i−k+r+α
عبارت

(
ln

( t
a

))i−k+r+α
≃

n∑
j=۰

p(α)
i j ϕn, j(t), (۷ .۴)

آن در که

p(α)
i j =

∫ b

a

(
ln

( t
a

))i−k+r+α
ϕn, j(t)κ

dt
t

=

∫ b

a

(
ln

( t
a

))i−k+r+α
 j∑

k̂=۰

n− j∑
r̂=۰

ĉ jk̂r̂

(
κ ln

( t
a

)) j−k̂+r̂
 κdt

t

=

j∑
k̂=۰

n− j∑
r̂=۰

ĉ jk̂r̂κ
j−k̂+r̂+۱

∫ b

a

(
ln

( t
a

))i+ j+r+r̂+α−k−k̂ dt
t

=

(
ln

(
b
a

))i+r+α−k j∑
k̂=۰

n− j∑
r̂=۰

ĉ jk̂r̂

i + j + r + r̂ + α − k − k̂ + ۱
. (۸ .۴)



۲۵۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

داریم ،(۶ .۴) رابطه در (۸ .۴) و (۷ .۴) روابط جایگذاری با

H
a Iαt ϕn,i(t) ≃

{ i∑
k=۰

n−i∑
r=۰

ĉikrκ
i−k+r Γ(i − k + r + ۱)
Γ(i − k + r + α + ۱)

(
ln

(
b
a

))i+r+α−k

n∑
j=۰

 j∑
k̂=۰

n− j∑
r̂=۰

ĉ jk̂r̂

i + j + r + r̂ + α − k − k̂ + ۱

 ϕn, j(t)
}

=

n∑
j=۰

i∑
k=۰

n−i∑
r=۰

j∑
k̂=۰

n− j∑
r̂=۰

κ−αĉikrĉ jk̂r̂Γ(i − k + r + ۱)(
i + j + r + r̂ + α − k − k̂ + ۱

)
Γ(i − k + r + α + ۱)

ϕn, j(t)

≜
n∑

j=۰

p(α)
i j ϕn, j(t), i = ۰, ۱, . . . , n.

داریم بنابراین

H
a Iαt Φn(t) ≃


p(α)

۰۰ p(α)
۰۱ · · · p(α)

۰n

p(α)
۱۰ p(α)

۱۱ · · · p(α)
۱n

...
...

. . .
...

p(α)
n۰ p(α)

n۱ · · · p(α)
nn

Φn(t) ≜ P(α)
n Φn(t).

می شود. کامل اثبات ترتیب این به

شده پیشنهاد عددی روش .۵

حل برای عددی روش یک لگاریتمی برنشتاین توابع و برنشتاین یکه متعامد چندجمله ای های از استفاده با بخش، این  در
در شده بیان CH

a Dα
t u(x, t) کسری عبارت منظور این برای می دهیم. پیشنهاد (۱ .۱)−(۳ .۱) روابط در شده تعریف مساله

می زنیم تقریب زیر صورت به را (۱ .۱) رابطه

CH
a Dα

t u(x, t) ≃
m∑

i=۰

n∑
j=۰

ui jψm,i(x)ϕn, j(t) ≜ ΨT
m(x)UΦn(t), (۱ .۵)

آن در که

U =


u۰۰ u۰۱ · · · u۰n

u۱۰ u۱۱ · · · u۱n
...

...
. . .

...
um۰ um۱ · · · umn

 ,
بردار Φn(t) و (۴ .۳) رابطه در شده تعریف برنشتاین یکه متعامد چندجمله ای های بردار Ψm(x) مجهول، ضرایب ماتریس
۷ .۲ قضیه های از استفاده و (۱ .۵) رابطه از انتگرال گیری با می باشد. (۴ .۴) رابطه در شده تعریف لگاریتمی برنشتاین توابع



۲۶۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

می شود حاصل زیر رابطه ،۱ .۴ و

u(x, t) ≃ u(x, a) + ΨT
m(x)UP(α)

n Φn(t). (۲ .۵)

زیر تقریب بنابراین است. (x, t) حسب بر تابعی که کرد فرض می توان می باشد، x حسب بر معلوم تابعی u(x, a) چون حال
می گیریم نظر در را

u(x, a) ≃
m∑

i=۰

n∑
j=۰

vi jψm,i(x)ϕn, j(t) ≜ ΨT
m(x)VΦn(t), (۳ .۵)

آن در که

vi j =

∫ b

a

∫ X

۰
u۰(x)ψm,i(x)ϕn, j(t)κdx

dt
t
, i = ۰, ۱, . . . ,m, j = ۰, ۱, . . . , n.

می آوریم بدست ،(۲ .۵) رابطه در (۳ .۵) رابطه جایگذاری با

u(x, t) ≃ ΨT
m(x)VΦn(t) + ΨT

m(x)UP(α)
n Φn(t) ≜ ΨT

m(x)ÛΦn(t), (۴ .۵)

می شوند حاصل زیر روابط ،۱ .۳ قضیه از استفاده و (۴ .۵) رابطه از مشتق گیری با

∂u(x, t)
∂x

≃ ΨT
m(x)

(
D(۱)

)T
ÛΦn(t),

∂۲u(x, t)
∂x۲ ≃ ΨT

m(x)
(
D(۲)

)T
ÛΦn(t), (۵ .۵)

∂۴u(x, t)
∂x۴ ≃ ΨT

m(x)
(
D(۴)

)T
ÛΦn(t).

می زنیم تقریب زیر صورت به را (۳ .۱) رابطه در شده بیان مرزی شرایط اکنون
u۱(t) ≃ ∑n

j=۰ ū۱ jϕn, j(t) ≜ UT
۱Φn(t),

u۲(t) ≃ ∑n
j=۰ ū۲ jϕn, j(t) ≜ UT

۲Φn(t),
u۳(t) ≃ ∑n

j=۰ ū۳ jϕn, j(t) ≜ UT
۳Φn(t),

u۴(t) ≃ ∑n
j=۰ ū۴ jϕn, j(t) ≜ UT

۴Φn(t),

(۶ .۵)

آن در که
Ui = [ūi۰, ūi۱, . . . , ūin]T ,

و

ūi j =

∫ b

a
ui(t)ϕn, j(t)κ

dt
t
, i = ۱, ۲, ۳, ۴, j = ۰, ۱, . . . , n.



۲۷۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

داریم ،(۵ .۵) و (۴ .۵) روابط در شده بیان تقریب های و (۳ .۱) رابطه در شده بیان مرزی شرایط از این، بر علاوه

ΨT
m(۰)ÛΦn(t) − UT

۱Φn(t) =
[
ΨT

m(۰)Û − UT
۱

]
Φn(t) ≜ ŨT

۱Φn(t),
ΨT

m(X)ÛΦn(t) − UT
۲Φn(t) =

[
ΨT

m(X)Û − UT
۲

]
Φn(t) ≜ ŨT

۲Φn(t),

ΨT
m(۰)

(
D(۲)

)T
ÛΦn(t) − UT

۳Φn(t) =
[
ΨT

m(۰)
(
D(۲)

)T
Û − UT

۳

]
Φn(t) ≜ ŨT

۳Φn(t),

ΨT
m(X)

(
D(۲)

)T
ÛΦn(t) − UT

۴Φn(t) =
[
ΨT

m(X)
(
D(۲)

)T
Û − UT

۴

]
Φn(t) ≜ ŨT

۴Φn(t).

(۷ .۵)

.i = ۱, ۲, ۳, ۴ برای Ũi =
[̃
ui,۰, ũi,۱, . . . , ũi,n

]T آن در که
می کنیم تعریف زیر صورت به را باقی مانده تابع ،(۱ .۱) رابطه در (۵ .۵) و (۴ .۵) ،(۱ .۵) روابط جایگذاری با

R(x, t) ≜ ΨT
m(x)UΦn(t) − ΨT

m(x)(D(۴))T ÛΦn(t) + ΨT
m(x)(D(۱))T ÛΦn(t)

+ ΨT
m(x)ÛΦn(t)

[
ΨT

m(x)(D(۱))T ÛΦn(t)
]
− f (x, t) ≃ ۰. (۸ .۵)

می کنیم استفاده زبر فرمول های از ترتیب به [a, b] و [۰, X] به [۰, ۱] بازه انتقال برای

xi =
X
۲

(
۱ − cos

(
(۲i + ۱)π
۲(m + ۱)

))
, t j =

۱
۲

(
b + a − (b − a) cos

(
(۲ j + ۱)π
۲(n + ۱)

))
, (۹ .۵)

نقاط همراه به (۸ .۵) و (۷ .۵) در شده بیان رابطه های گرفتن نظر در با می گیریم. نظر در محلی هم نقاط عنوان به را وآن ها
می شود حاصل (m + ۱) × (n + ۱) مرتبه از زیر جبری معادلات دستگاه ،(۹ .۵) در شده بیان محلی ,R(xiهم t j) = ۰, i = ۲, ۳, . . . ,m − ۲, j = ۰, ۱, . . . , n,

ũi j = ۰, i = ۱, ۲, ۳, ۴, j = ۰, ۱, . . . , n.

جواب ،(۴ .۵) رابطه در آن کردن جایگذاری و U مجهول ضرایب ماتریس درایه های شدن مشخص و فوق دستگاه حل با
شده استفاده ۱۸ میپل افزار نرم در ” f solve” دستور از بالا سیستم حل برای که است ذکر قابل می آید. بدست مساله تقریبی

است.

همگرایی آنالیز .۶

متغیر تغییر گرفتن نظر در با ابتدا دارد. اختصاص قبلی بخش در شده بیان روش همگرایی آنالیز بررسی به بخش این
می آوریم دست به ،۷ .۲ در شده بیان قضیه و CH

a Dα
t u(x, t) = v(x, t)

u(x, t) = H
a Iβt v(x, t) + u۰(x) ≜ η(x, t). (۱ .۶)

کرد بازنویسی زیر صورت به می توان (۱ .۱) کاپوتو‑هادامارد کسری مساله بنابراین،

v(x, t) − ∂
۴η(x, t)
∂x۴ +

∂η(x, t)
∂x

+ η(x, t)
∂η(x, t)
∂x

= f (x, t). (۲ .۶)



۲۸۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

تیلور۱۰ سری از استفاده با می توان را [a, b] بازه روی شده تعریف ϑ مشتق پذیر کافی اندازه به تابع هر ([۸]) .۱ .۶ لم
داد بسط زیر صورت به لگاریتمی

ϑ(t) ≃
∞∑

k=۰

λk ln
( t
a

)k
, (۳ .۶)

.δk
tϑ(t) =

(
t

d
dt

)k

ϑ(t) و λk =
۱
k!
δk

tϑ(t)
∣∣∣∣
t=a

آن در که

زیر ۱۱ شیتز لیپ شرط با پیوسته تابع یک F : [۰, X] × [a, b] × R۲ → R که است این بر فرض ادامه، در .۱ فرضیه
F∣∣∣می  باشد (x, t, η(x, t), ηx(x, t)) − F

(
x, t, η̂(x, t), η̂x(x, t)

)∣∣∣
≤ F

(∣∣∣η(x, t) − η̂(x, t)
∣∣∣ + ∣∣∣ηx(x, t) − η̂x(x, t)

∣∣∣) , (۴ .۶)

می باشد. مثبت ثابت یک F آن در که ،η, η̂, ηx, η̂x ∈ R و x, t ∈ [۰, X] × [a, b] هر برای
می کنیم تعریف را زیر نرم f : [۰, X] × [a, b]→ R متغیره دو تابع برای ([۸]) .۲ .۶ نکته

||| f |||۲ =
(∫ b

a

∫ X

۰
f ۲(x, t)dx

dt
t

)۱
۲
. (۵ .۶)

کنید فرض .۳ .۶ قضیه

X = spam
{
ψm,۰(x), ψm,۱(x), . . . , ψm,m(x)

}
,

و
T = spam

{
ϕn,۰(t), ϕn,۱(t), . . . , ϕn,n(t)

}
.

X×T فضای در v(x, t) از تقریب بهترین v∗(x, t) و ،m̄ = min(m, n) آن در که v(x, t) ∈ Cm̄+۱ ([۰, X] × [a, b]) اگر
داریم را زیر خطای کران بنابراین، باشد.

∥v(x, t) − v∗(x, t)∥۲ ≤
NM۱

(m̄ + ۱)!
, (۶ .۶)

داریم بنابراین، باشد. X فضای در u۰(x) از تقریب بهترین u∗۰(x) و u۰(x) ∈ Cm+۱ ([۰, X]) مورد در و

∥η(x, t) − η∗(x, t)∥۲ ≤
NM۱

Γ(m̄ + β + ۲)
+

N۱M۳

(m + ۱)!
, (۷ .۶)

10Taylor
11Lipschitz



۲۹۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

با

M۱ =

√√√√√√√
κ

(X + ln
(

b
α

))۲m̄+۴

−
(
ln

(
b
α

))۲m̄+۴

− X۲m̄+۴


(۲m̄ + ۳)(۲m̄ + ۴)

,

M۲ =

√√√√√√√κ

(X + ln
(

b
α

))۲m̄+۲β+۴

−
(
ln

(
b
α

))۲m̄+۲β+۴

− X۲m̄+۲β+۴


(۲m̄ + ۲β + ۳)(۲m̄ + ۲β + ۴)

,

M۳ =

√
X۲m+۳

۲m + ۳
,

با N = maxr=۰,۱,...,m̄+۱
∣∣∣v(r)(x, t)

∣∣∣ و می باشد η(x, t) از تقریب بهترین عنوان به η∗(x, t) آن در که

v(r)(x, t) =
∂r۱

∂xr۱

(
δr۲

t v(x, t)
)
,

.r۱ + r۲ = r طوریکه به

داریم ،v(x, t) ∈ Cm̄+۱ ([۰, X] × [a, b]) اینکه دلیل به اثبات.

∃N > ۰ : ∀(x, t) ∈ [۰, X] × [a, b],
∣∣∣v(r)(x, t)

∣∣∣ ≤ N, r = ۰, ۱, . . . , m̄ + ۱. (۸ .۶)

بسط زیر صورت به v(x, t) توانیم می ۱ .۶ لم در شده بیان لگاریتمی تیلور سری بسط و معمولی تیلور سری بسط از استفاده با
دهیم

v(x, t) =
m̄∑

r=۰

۱
r!

(
x
∂

∂x
+ ln

( t
a

)
δt

)r

v(x, t)
∣∣∣(x,t)=(۰,a)

+
۱

(m̄ + ۱)!

(
x
∂

∂x
+ ln

( t
a

)
δt

)m̄+۱

v(x, t)
∣∣∣(x,t)=(x̂,̂t) ,

(۹ .۶)

کنید فرض .̂t ∈ [a, b] و x̂ ∈ [۰, X] طوریکه به

v̂(x, t) =
m̄∑

r=۰

۱
r!

(
x
∂

∂x
+ ln

( t
a

)
δt

)r

v(x, t)
∣∣∣(x,t)=(۰,a) . (۱۰ .۶)

می کند صدق زیر شرط در که دارد وجود v∗(x, t) ∈ X × T تابع یک پس

v(x, t) − v∗(x, t) = v(x, t) − v̂(x, t) =
۱

(m̄ + ۱)!

(
x
∂

∂x
+ ln

( t
a

)
δt

)m̄+۱

v(x̂, t̂). (۱۱ .۶)



۳۰۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

داریم )همچنین،
x
∂

∂x
+ ln

( t
a

)
δt

)m̄+۱

v(x̂, t̂) = a۰
m̄+۱xm̄+۱ ∂

m̄+۱

∂xm̄+۱ v(x̂, t̂) + a۱
m̄+۱xm̄ ln

( t
a

)
∂m̄

∂xm̄

(
δtv(x̂, t̂)

)
+ a۲

m̄+۱xm̄−۱ ln
( t
a

)۲ ∂m̄−۱

∂xm̄−۱

(
δ۲

t v(x̂, t̂)
)

+ . . . + am̄+۱
m̄+۱ ln

( t
a

)m̄+۱
δm̄+۱

t v(x̂, t̂) ≤ N
(
x + ln

( t
a

))m̄+۱
.

(۱۲ .۶)

می آوریم دست به را زیر رابطه دو ،(۱۲ .۶) و (۱۱ .۶) رابطه های از بنابراین

v(x, t) − v∗(x, t) ≤ N
(m̄ + ۱)!

(
x + ln

( t
a

))m̄+۱
, (۱۳ .۶)

و

∥v(x, t) − v∗(x, t)∥۲ ≤
N

(m̄ + ۱)!

√√√√√√√
κ

(X + ln
(
b
a

))۲m̄+۴

−
(
ln

(
b
a

))۲m̄+۴

− X۲m̄+۴


(۲m̄ + ۳)(۲m̄ + ۴)︸                                                        ︷︷                                                        ︸

M۱

=
NM۱

(m̄ + ۱)!
.

(۱۴ .۶)

می آوریم به دست (۱۳ .۶) رابطه و ۴ .۲ خاصیت از استفاده با نهایتا،

H
a Iβt v(x, t) − H

a Iβt v∗(x, t) ≤ N
Γ(m̄ + β + ۲)

(
x + ln

( t
a

))m̄+β+۱
. (۱۵ .۶)

می آوریم دست به ،u۰(x) ∈ Cm+۱ ([۰, X]) اینکه اساس بر

∃N۱ > ۰ : ∀x ∈ [۰, X],
∣∣∣u(k)

۰ (x)
∣∣∣ ≤ N۱, k = ۰, ۱, . . . ,m + ۱. (۱۶ .۶)

دهیم بسط زیر صورت به u۰(x) می توانیم معمولی، تیلور بسط از استفاده با

u۰(x) =
m∑

k=۰

۱
k!

(
x

d
dx

)k

u۰(x) |x=۰ +
۱

(m + ۱)!

(
x

d
dx

)m+۱

u۰(x) |x=x̂ , (۱۷ .۶)

کنید فرض .̂x ∈ [۰, X] طوری که به

û۰(x) =
m∑

k=۰

۱
k!

(
x

d
dx

)k

u۰(x) |x=۰ . (۱۸ .۶)



۳۱۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

می آوریم به دست ،(۱۸ .۶)−(۱۷ .۶) رابطه های از بنابراین،

u۰(x) − u∗۰(x) = u۰(x) − û۰(x) =
۱

(m + ۱)!

(
x

d
dx

)m+۱

u۰(x̂) ≤ N۱

(m + ۱)!
xm+۱, (۱۹ .۶)

می آوریم دست به (۱۹ .۶) و (۱۳ .۶) رابطه های کمک با می باشد. u۰(x) از تقریب بهترین u∗۰(x) آن در که

∥η(x, t) − η∗(x, t)∥۲ =
∥∥∥η(x, t) − η̂(x, t)

∥∥∥
۲

≤
∥∥∥H

a Iβt v(x, t) − H
a Iβt v̂(x, t)

∥∥∥
۲ +

∥∥∥u۰(x) − û۰(x)
∥∥∥

۲

=
N

Γ(m̄ + β + ۲)

∫ b

a

∫ X

۰

((
x + ln(

t
a

)
)m̄+β+۱)۲

w(t)dx dt


۱
۲

+
N۱

(m + ۱)!

(∫ X

۰

(
xm+۱

)۲
dx

)۱
۲

=
N

Γ(m̄ + β + ۲)

√√√√√√√κ

(X + ln
(
b
a

))۲m̄+۲β+۴

− ln
(
b
a

)۲m̄+۲β+۴

− X۲m̄+۲β+۴


(۲m̄ + ۲β + ۳)(۲m̄ + ۲β + ۴)︸                                                                 ︷︷                                                                 ︸

M۲

+
N۱

(m + ۱)!

√
X۲m+۳

(۲m + ۳)︸        ︷︷        ︸
M۳

=
NM۲

Γ(m̄ + β + ۲)
+

N۱M۳

(m + ۱)!
,

می کند. کامل را اثبات که

داریم بالا، قضیه از .۴ .۶ ,η(x∂∥∥∥∥∥نتیجه t)
∂x

− ∂η
∗(x, t)
∂x

∥∥∥∥∥
۲
≤ N M۴

Γ(m̄ + β + ۱)
+

N۱M۵

m!
,∥∥∥∥∥∥∂۴η(x, t)

∂x۴ − ∂
۴η∗(x, t)
∂x۴

∥∥∥∥∥∥
۲
≤ N M۶

Γ(m̄ + β − ۲)
+

N۱M۷

(m − ۳)!
,

(۲۰ .۶)



۳۲۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

آن در که

M۴ =

√√√√√√√κ

(X + ln
(
b
a

))۲m̄+۲β+۲

− ln
(
b
a

)۲m̄+۲β+۲

− X۲m̄+۲β+۲


(۲m̄ + ۲β + ۱)(۲m̄ + ۲β + ۲)

,

M۵ =

√
X۲m+۱

(۲m + ۱)
,

M۶ =

√√√√√√√κ

(X + ln
(
b
a

))۲m̄+۲β−۴

− ln
(
b
a

)۲m̄+۲β−۴

− X۲m̄+۲β−۴


(۲m̄ + ۲β − ۵)(۲m̄ + ۲β − ۴)

,

M۷ =

√
X۲m−۵

(۲m − ۵)
,

می کنیم. نظر صرف  اثبات نوشتن از بنابراین، است. فوق قضیه اثبات به شبیه اثبات اثبات.

می گیریم نظر در زیر صورت به (۲ .۶) در شده بیان مساله ادامه، در .۵ .۶ نکته

v(x, t) − ∂
۴η(x, t)
∂x۴ +

∂η(x, t)
∂x

+ η(x, t)
∂η(x, t)
∂x

− f (x, t)︸                       ︷︷                       ︸
F(x,t,η(x,t),ηx(x,t))

≃ ۰, (۲۱ .۶)

کند. می پردازش را ۱ فرض در شده داده شرایط F (., ., ., .) تابع درآن که

روش توسط آمده دست به تقریبی جواب v̂(x, t) و باشد (۲۱ .۶) مساله از دقیقی جواب v(x, t) کنید فرض .۶ .۶ قضیه
داریم بنابراین باشد. پیشنهادی

∥ER(x, t)∥۲ ≤ NM۸ +
N۱M۹

(m̄ − ۳)!
, (۲۲ .۶)

و می باشد باقی مانده تابع ER(x, t) آن در که

M۸ =
M۱

(m̄ + ۱)!
+

M۶

Γ(m̄ + β − ۲)
+

(۱ + F )M۴

Γ(m̄ + β + ۱)
+

FM۲

Γ(m̄ + β + ۲)
,

M۹ = M۷ +
(۱ + F )M۵

m̄(m̄ − ۱)(m̄ − ۲)
+

F M۳

(m̄ + ۱)m̄(m̄ − ۱)(m̄ − ۲)
.

می آوریم به دست (۲۱ .۶) مساله داخل v̂(x, t) جایگذاری با اثبات.

v̂(x, t) − ∂
۴η̂(x, t)
∂x۴ +

∂̂η(x, t)
∂x

+ F
(
x, t, η̂(x, t), η̂x(x, t)

)
+ ER(x, t) ≃ ۰. (۲۳ .۶)



۳۳۳۸ −۱۶ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها / حسینی نیا حیدری، حیدری،

می شود حاصل زیر عبارت ،(۲۳ .۶) و (۲۱ .۶) رابطه های از

∥ER(x, t)∥۲ ≤
∥∥∥v(x, t) − v̂(x, t)

∥∥∥
۲ +

∥∥∥ηxxxx(x, t) − η̂xxxx(x, t)
∥∥∥

۲

+
∥∥∥ηx(x, t) − η̂x(x, t)

∥∥∥
۲ +

∥∥∥F (x, t, η(x, t), ηx(x, t)) − F
(
x, t, η̂(x, t), η̂x(x, t)

)∥∥∥
۲ .

(۲۴ .۶)

می آوریم دست به ،۴ .۶ نتیجه و (۲۳ .۶) رابطه ،۳ .۶ قضیه ،۱ فرض از استفاده با نهایت، در

∥ER(x, t)∥۲ ≤
N M۱

(m̄ + ۱)!
+

NM۶

Γ(m̄ + β − ۲)
+

N۱ M۷

(m̄ − ۳)!
+

NM۴

Γ(m̄ + β + ۱)
+

N۱ M۵

m̄!

+ F
(

NM۲

Γ(m̄ + β + ۲)
+

N۱ M۳

(m̄ + ۱)!
+

NM۴

Γ(m̄ + β + ۱)
+

N۱ M۵

m̄!

)
= N

(
M۱

(m̄ + ۱)!
+

M۶

Γ(m̄ + β − ۲)
+

(۱ + F )M۴

Γ(m̄ + β + ۱)
+

FM۲

Γ(m̄ + β + ۲)

)
︸                                                                         ︷︷                                                                         ︸

M۸

+
N۱

(m − ۳)!

(
M۷ +

(۱ + F )M۵

m̄(m̄ − ۱)(m̄ − ۲)
+

F M۳

(m̄ + ۱)m̄(m̄ − ۱)(m̄ − ۲)

)
︸                                                                ︷︷                                                                ︸

M۹

= NM۸ +
N۱M۹

(m̄ − ۳)!
,

می کند. کامل را اثبات که

عددی مثال های .۷

عددی مثال دو ،(۱ .۱) رابطه در شده تعریف مساله برای پیشنهادی روش کارایی و دقت میزان بررسی برای بخش، این در
می کنیم استفاده زیر فرمول از خطا ارزیابی برای می دهیم. قرار مطالعه مورد را

Λu =

(∫ b

a

∫ X

۰
(u(x, t) − ũ(x, t))۲ κdx

dt
t

)۱
۲
, (۱ .۷)

استفاده زیر رابطه از همگرایی مرتبه محاسبه برای هم چنین می باشند. دقیق و تقریبی جواب های ترتیب به u و ũ آن در که
می کنیم

CO =

∣∣∣∣∣∣
ln

(
Λu(m̂۲)
Λu(m̂۱)

)
ln

(
m̂۲

m̂۱

) ∣∣∣∣∣∣, (۲ .۷)

می باشند. دوم و اول پیاده سازی در شده استفاده mn مقادیر ترتیب به m̂۱ = m۱n۱ و m̂۲ = m۲n۲ آن در که
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،(x, t) ∈ [۰, ۱] × [۲, ۳] آن در که بگیرید نظر در گونه ای به را (۱ .۱) رابطه در شده بیان دیفرانسیل معادله .۱ .۷ مثال
،۰ < α ≤ ۱

f (x, t) =
Γ(۴)
Γ(۴ − α)

(
ln

( t
۲

))۳−α
sin(x) +

(
ln

( t
۲

))۳
sin(x) +

(
ln

( t
۲

))۳
cos(x)

+

(
ln

( t
۲

))۶
sin(x) cos(x),

و

u۰(x) = ۰, x ∈ [۰, ۱],
u۱(t) = u۳(t) = ۰, t ∈ [۲, ۳],

u۲(t) =
(
ln

( t
۲

))۳
sin(۱), t ∈ [۲, ۳],

u۴(t) = −
(
ln

( t
۲

))۳
sin(۱), t ∈ [۲, ۳].

است زیر صورت به مساله این دقیق جواب

u(x, t) =
(
ln

( t
۲

))۳
sin(x). (۳ .۷)

همگرایی مرتبه و مطلق خطای است. گردیده حل قبل قسمت در شده ارایه ترکیبی روش از استفاده با نظر مورد کسری مساله
،۱ جدول در آمده به دست نتایج به توجه با است. شده گزارش ۱ جدول در α و (m, n) مختلف مقدارهای به مربوط
به مساله تقریبی جواب می شود. بهتر آمده دست به نتایج دقت پایه ها تعداد افزایش با که کرد مشاهده راحتی به می توان
α = ۰٫۲۵ با (m, n) مختلف مقادیر ازای به هم چنین، است. شده ارایه ۱ شکل در α = ۰٫۲۵ و (m, n) = (۷, ۸) ازای
که گرفت تیجه می توان شده گزارش شکل های و جدول به توجه با کرد. مشاهده می توان ۲ شکل در مطلق خطای نمودارهای

باشد. می بالا دقت با کافی روشی مثال، این برای پیشنهادی روش

.(m, n) انتخاب چند و α مقدار چند ازای به پیشنهادی روش از استفاده با ۱ .۷ مثال برای آمده بدست نتایج :۱ جدول

α = ۰٫۹۵ α = ۰٫۷۵ α = ۰٫۵۰ α = ۰٫۲۵

ⅭO Λu ⅭO Λu ⅭO Λu ⅭO Λu n m
– ۱٫۰۹۰۶ × ۱۰−۴ – ۱٫۰۹۰۶ × ۱۰−۴ – ۱٫۰۹۰۶ × ۱۰−۴ – ۱٫۰۹۰۶ × ۱۰−۴ ۴ ۳

۶٫۴۳۳۳ ۴٫۰۷۷۸ × ۱۰−۶ ۶٫۴۰۹۰ ۴٫۱۲۸۸ × ۱۰−۶ ۶٫۳۸۴۹ ۴٫۱۸۰۰ × ۱۰−۶ ۶٫۳۶۹۶ ۴٫۲۱۲۸ × ۱۰−۶ ۵ ۴
۲٫۴۰۰۵ ۱٫۵۴۰۷ × ۱۰−۶ ۲٫۳۵۲۳ ۱٫۵۹۰۷ × ۱۰−۶ ۲٫۳۲۵۷ ۱٫۶۲۷۹ × ۱۰−۶ ۲٫۳۱۰۴ ۱٫۶۵۰۹ × ۱۰−۶ ۶ ۵
۱۱٫۶۹۳۹ ۳٫۰۱۲۳ × ۱۰−۸ ۱۱٫۵۴۴۲ ۳٫۲۷۰۸ × ۱۰−۸ ۱۱٫۸۰۷۷ ۳٫۰۶۳۳ × ۱۰−۸ ۱۱٫۹۱۶۷ ۲٫۹۹۴۷ × ۱۰−۸ ۷ ۶
۵٫۰۲۱۴ ۷٫۱۰۴۳ × ۱۰−۹ ۴٫۵۳۰۵ ۸٫۸۸۴۱ × ۱۰−۹ ۴٫۹۶۵۷ ۷٫۳۴۱۴ × ۱۰−۹ ۵٫۰۳۸۹ ۷٫۰۲۷۳ × ۱۰−۹ ۸ ۷

،(x, t) ∈ [۰,
۳
۴

] × [۱, ۲] آن در که بگیرید نظر در گونه ای به را ،(۱ .۱) رابطه در شده بیان دیفرانسیل معادله .۲ .۷ مثال
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.۱ .۷ مثال در (m, n) = (۷, ۸) و α = ۰٫۲۵ ازای به u(x, t) برای تقریبی جواب نمودار :۱ شکل

(m, n) = (۴, ۵) (m, n) = (۵, ۶)

(m, n) = (۶, ۷) (m, n) = (۷, ۸)

.۱ .۷ مثال در مختلف های n و m برای α = ۰٫۲۵ ازای به مطلق خطای نتایج :۲ شکل

،۰ < α ≤ ۱

f (x, t) =
Γ

(
۹
۲

)
Γ(

(
۹
۲

)
− α)

ln (t)
۵
۲
−α

sinh(x) + ln (t)
۵
۲ sinh(x) + ln (t)

۵
۲ cosh(x)

+ ln (t)۵ sinh(x) cosh(x),
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و

u۰(x) = ۰, x ∈
[
۰,

۳
۴

]
,

u۱(t) = u۳(t) = ۰, t ∈ [۱, ۲],

u۲(t) = (ln (t))
۵
۲ sinh

(
۳
۴

)
, t ∈ [۱, ۲],

u۴(t) = (ln (t))
۵
۲ sinh

(
۳
۴

)
, t ∈ [۱, ۲].

است زیر صورت به مساله این دقیق جواب

u(x, t) = (ln (t))
۵
۲ sinh(x). (۴ .۷)

همگرایی مرتبه و مطلق خطای است. گردیده حل قبل قسمت در شده ارایه ترکیبی روش از استفاده با نظر مورد کسری مساله
،۲ جدول در آمده به دست نتایج به توجه با است. شده گزارش ۲ جدول در α و (m, n) مختلف مقدارهای به مربوط
به مساله تقریبی جواب می شود. بهتر آمده دست به نتایج دقت پایه ها تعداد افزایش با که کرد مشاهده راحتی به می توان
α = ۰٫۷۵ با (m, n) مختلف مقادیر ازای به هم چنین، است. شده ارایه ۳ شکل در α = ۰٫۷۵ و (m, n) = (۸, ۸) ازای
که گرفت تیجه می توان شده گزارش شکل های و جدول به توجه با کرد. مشاهده می توان ۴ شکل در مطلق خطای نمودارهای

باشد. می بالا دقت با کافی روشی مثال، این برای پیشنهادی روش

.(m, n) انتخاب چند و α مقدار چند ازای به پیشنهادی روش از استفاده با ۲ .۷ مثال برای آمده بدست نتایج :۲ جدول

α = ۰٫۹۵ α = ۰٫۷۵ α = ۰٫۵۰ α = ۰٫۲۵

ⅭO Λu ⅭO Λu ⅭO Λu ⅭO Λu n m
– ۲٫۲۳۱۸ × ۱۰−۵ – ۲٫۲۲۸۶ × ۱۰−۵ – ۲٫۲۲۷۹ × ۱۰−۵ – ۲٫۲۲۸۰ × ۱۰−۵ ۴ ۴

۲٫۷۷۲۳ ۶٫۴۷۶۲ × ۱۰−۶ ۲٫۷۶۱۷ ۶٫۴۸۲۲ × ۱۰−۶ ۲٫۷۶۳۹ ۶٫۴۸۹۱ × ۱۰−۶ ۲٫۷۶۳۵ ۶٫۴۹۰۵ × ۱۰−۶ ۵ ۵
۲٫۷۸۱۸ ۲٫۳۴۸۴ × ۱۰−۶ ۲٫۷۹۶۶ ۲٫۳۳۸۰ × ۱۰−۶ ۲٫۸۰۰۲ ۲٫۳۳۷۴ × ۱۰−۶ ۲٫۸۰۰۵ ۲٫۳۳۷۶ × ۱۰−۶ ۶ ۶
۲٫۷۳۶۵ ۱٫۰۱۰۱ × ۱۰−۶ ۲٫۷۴۷۹ ۱٫۰۰۲۱ × ۱۰−۶ ۲٫۷۴۸۴ ۱٫۰۰۱۷ × ۱۰−۶ ۲٫۷۴۸۳ ۱٫۰۰۱۸ × ۱۰−۶ ۷ ۷
۲٫۷۴۰۸ ۴٫۸۵۸۲ × ۱۰−۷ ۲٫۷۶۰۳ ۴٫۷۹۴۶ × ۱۰−۷ ۲٫۷۶۱۷ ۴٫۷۹۰۹ × ۱۰−۷ ۲٫۷۶۱۷ ۴٫۷۹۱۴ × ۱۰−۷ ۸ ۸

نتیجه گیری .۸

براساس عددی روش یک شد. استفاده رزنو کسری دیفرانسیل معادله تعریف برای کاپوتو‑هادامارد مشتق از مقاله، این در
بسط با پیشنهادی، روش در شد. ارایه مساله این حل برای لگاریتمی برنشتاین توابع و برنشتاین یکه متعامد چندجمله ای های
و لگاریتمی برنشتاین توابع کسری انتگرال ماتریس کارگیری به دورگه، تقریب یک از استفاده با نظر مورد مساله کسری عبارت
هم محلی، روش از استفاده و برنشتاین یکه متعامد چندجمله ای های چهارم و دوم اول، مرتبه های معمولی مشتقات ماتریس های
حل با اصلی مساله برای تقریبی جواب یک شد. تبدیل غیرخطی جبری معادلات از دستگاه یک حل به بررسی مورد مساله حل
قرار ارزیابی مورد پیشنهادی روش کارایی و اعتبار عددی مثال دو ارایه با نهایت، در آمد. بدست شده تولید جبری دستگاه کردن
عنوان به می باشد. مسایل گونه این حل برای شده پیشنهاد روش بالای دقت و توانایی دهنده نشان آمده بدست نتایج گرفت.
چند سایر برای می توان را برنشتاین لگاریتمی توابع ساخت برای مطالعه این در استفاده مورد ایده آینده، تحقیقاتی کارهای
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.۲ .۷ مثال در (m, n) = (۸, ۸) و α = ۰٫۷۵ ازای به u(x, t) برای تقریبی جواب نمودار :۳ شکل

(m, n) = (۵, ۵) (m, n) = (۶, ۶)

(m, n) = (۷, ۷) (m, n) = (۸, ۸)

.۲ .۷ مثال در m = n مختلف مقدار چند برای α = ۰٫۷۵ ازای به مطلق خطای نتایج :۴ شکل

سوبولف هلمهولتز، شرودینگر، مانند معادلاتی هادامارد زمان کسری شکل توان می همچنین برد. کار به متعامد جمله ای های
داد. گسترش آنها برای را تحقیق این در شده ارائه عددی روش و کرد معرفی را غیره و
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