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مقدمه .۱

تکیه همدوس، حالت تبدیلات تعمیم و ساخت برای ویژه به گروه ها، نمایش نظریه بر شدت به مدرن هارمونیک تحلیل
می توانند ، زک تبدیل و موجک تبدیل گابور، تبدیل مانند سیگنال، پردازش در پرکاربرد و اساسی ابزارهای از بسیاری دارد.
شوند. فرمول بندی مستقیم نیم ضرب گروه های جبری ساختار با مرتبط همدوس حالت تبدیلات عنوان به یکپارچه شکلی به
و مطالعه مورد مختلف مقالات در گسترده طور به می دهد، تشکیل را تحقیقاتی حوزه این ساختار که یکپارچه، چارچوب این
بسته های تبدیل مانند آن ها تعمیمات و زک تبدیل ، گابور تبدیل ساختار خاص، طور به .[۳ ،۲] است گرفته قرار بررسی
یک از بارزی نمونه ی خود که پیوسته موجک تبدیل تبدیلات، این میان در .[۷ ،۶] شده اند تحلیل نظری بستر این در موجی
تحلیل در خود بالای توانایی دلیل به —[۵ ،۴] است مستقیم نیم ضرب گروه یک عنوان به آفین گروه روی همدوس تبدیل
حذف داده ها، فشرده سازی صوت، پردازش مانند مختلفی زمینه های در چندمقیاسی، تحلیل های ارائه و تک متغیره سیگنال های
سیگنال های ویژه به و چندبعدی داده های با که هنگامی حال، این با شد. گرفته کار به گسترده طور به سیگنال ها بازسازی و نویز
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ساختارهای و جهت دار ویژگی های تشخیص در کلاسیک موجک تبدیل محدودیت های می شویم، روبرو تصاویر مانند دوبعدی
با ناهمسانگرد چندمقیاسی تبدیلات از جدیدی نسل ظهور به منجر محدودیت ها، این می شود. آشکار وضوح به هندسی پیچیده
ویژگی های گرفتن نظر در با تبدیلات این گردید. قیچک ها و خمک ها جمله از جهت دار، ساختارهای مدل سازی در بالاتر توانایی
قیچک تبدیل می کنند. فراهم تصاویر پردازش و فشرده سازی تحلیل، برای قوی تری ابزارهای سیگنال ها، جهت دار و چندبعدی
و است تبدیلات دست این از شد، معرفی وایس و لیم لاباته، کوتینیوک، گوئو، توسط ۲۰۰۵ سال در بار نخستین برای که
قطبی مختصات و دوران از که خمک ها خلاف بر می باشد. چندبعدی هندسه و پیوسته فضای بر مبتنی آن نظری ساختار
کارآمدتر و دقیق تر نمایش امکان ویژگی این می گیرد؛ بهره کارتزین فضای در برش عملگر از قیچک تبدیل می کنند، استفاده
سازگاری خود، کارتزینی ماهیت دلیل به قیچک ها علاوه، به می کند. فراهم را چندبعدی داده های در لبه ای ویژگی های و جهت ها
تحلیل و بررسی به شده، ذکر نظری مبانی بر اتکا با مقاله، این در دارند. عددی الگوریتم های و دیجیتال داده های با بهتری

شود. می پرداخته پیوسته موجک تبدیل و چندمتغیره پیوسته قیچک تبدیل میان ساختاری رابطه

پیش نیازها .۲

کنید: فرض ، s ∈ R و a > ۰ برای

Aa :=
[
a ۰
۰
√

a

]
, S s :=

[
۱ s
۰ ۱

]
, (۱ .۲)

S = قیچک گروه از π یکانی نمایش یک می کنند. عمل صفحه روی که باشند برش و اتساع ماتریس های به ترتیب
بگیرید: نظر در زیر صورت به L۲(R۲) یکانی عملگرهای به R∗ × R × R۲

[π(a, s, t)ψ](x) = a−
۳
۴ψ(A−۱

a S −۱
s (x − t)).

است: زیر صورت به پیوسته قیچک تبدیل ، ψ ∈ L۲(R۲) برای

SHψ f (a, s, t) =≺ f , π(a, s, t)ψ ≻,

از مربعی انتگرال پذیر نمایش یک از می تواند تبدیل این یعنی است. L۲(R۲) روی داخلی ضرب ≺ ., . ≻ و f ∈ L۲(R۲) که
قیچک تبدیلات تعمیم برای مرحله اولین داد. تعمیم بالاتر ابعاد به می توان را قیچک تبدیل بنابراین آید. به دست S گروه یک
از W فضای زیر و d بعد با V برداری فضای کنید فرض می باشد. مناسب برش ماتریس تعیین ،(Rd, d ≥ ۳) بالاتر بعد به
V = W ⊕W ′ برای یعنی باشند. ثابت باید W با موازی بردارها همه انتقال و W فضای برش باشند. شده داده k بعد با آن
به W ′ از خطی نگاشت یک s که می شود توصیف S (v) = w + (w′ + s(w′)) به صورت S برش عملگر ،v = w + w′ ]و
Ik sT

۰ Id−k

]
فرم از بلوکی ماتریس یک با متناظر S برش عملگر ،V از مناسب پایه یک به نسبت صورت این در است. W

نمایش یک که است این هدف زیرا . است رو پیش مشکل s بلوک انتخاب چگونگی لذا .s ∈ Rd−k,k که می آید به دست
خیلی یا گروه این صورت غیر در ، باشند متناسب فضا بعد با باید پارامترها تعداد معمولا باشیم. داشته مربعی انتگرال پذیر
.k = ۱ یعنی باشد s ∈ Rd−۱,۱ می تواند طبیعی انتخاب یک بنابراین می شود. نمایش این به نسبت کوچک خیلی یا بزرگ
گروه یک از مربعی انتگرال پذیر نمایش یک عنوان به چندمتغیره قیچک تبدیل انتخاب   ، این با که می شود داده نشان واقع در

ببینید.) را [۹ ،۱] بیشتر جزئیات است.(برای پارامتر −۲d
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متغیره چند قیچک گروه از مربعی انتگرال پذیر نمایش .۳

چند پیوسته قیچک تبدیل و می گردد توصیف بالاتر بعد در قیچک گروه روی مربعی پذیر انتگرال نمایش بخش این در
درایه های با d × d ماتریس od و d × d همانی ماتریس یک را Id ادامه در می شود. معرفی L۲(Rd) فضای روی متغیره

می گیریم. نظر در صفر

بگیرید: نظر در زیر به صورت را a ∈ R∗ = R − {۰} پارامتر یک با متناظر اتساع ماتریس

Aa := diag(a۱(a), ..., ad(a)),

در Aa قطری ماتریس در اتساع فاکتورهای که شود توجه . j = ۲, ...., d و α j ∈ (۰, ۱) با a۱(a) = a, a j(a) = aα j که
بود: خواهد زیر صورت به Aa مناسب انتخاب جهت بدین و می شوند انتخاب غیرایزوتوپ روش یک

Aa :=
[

a ۰T
d−۱

۰d−۱ sgn(a)|a|۱/dId−۱,

]
است: زیر صورت به نیز برش ماتریس s ∈ Rd−۱ برای و

S s :=
[

۱ sT

۰d−۱ Id−۱

]
که دید می توان سادگی به

S −۱
s :=

[
۱ −sT

۰d−۱ Id−۱

]
هم چنین و

S sAaS s′Aa′ = S s+|a|۱−۱/d s′Aaa′ .

دوتایی عمل با R∗ × Rd−k,k × Rd مجموعه

(a, s, t) ◦ (a′, s′, t′) = (aa′, s + A−۱
a,۲s′Aa,۱, t + S sAat′),

آن در که است فشرده موضعا گروه یک

Aa,۱ := diag(a۱, a۲, ..., ak), Aa,۲ := diag(ak+۱, ..., ad).

با: است برابر به ترتیب گروه این روی راست و چپ هار اندازه هم چنین

dµl(a, s, t) =
|detAa,۲|k−۱

|a||detAa,۱|d−k+۱ dadsdt,

و
dµr(a, s, t) =

۱
|a|dadsdt.

ببینید. را [۸] بیشتر اطلاعات برای
و چپ هار اندازه و می دهیم نمایش S با آن را و نامیم یافته تعمیم قیچک گروه را R∗ × Rd−۱ × Rd که است ذکر قابل
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با: است برابر ترتیب به آن راست

dµl(a, s, t) =
۱
|a|d+۱ dadsdt, dµr(a, s, t) =

۱
|a|dadsdt.

بگیرید: نظر در را زیر در شده تعریف L۲(Rd) روی یکانی عملگرهای گروه به S گروه از π نگاشت f ∈ L۲(Rd) برای

π(a, s, t) f (x) = |detAa|−۱/۲ f (A−۱
a S −۱

s (x − t)).

تابع یک کنید). مراجعه به[۱] می توانید اثبات (برای است S تعمیم یافته قیچک گروه از یکانی نمایش یک π که دید توان می
هرگاه نامیم پذیرفتنی π نمایش برای را ψ ∈ L۲(Rd) ∫غیرصفر

S
| ≺ ψ, π(a, s, t)ψ ≻ |۲dµl(a, s, t) < ∞. (۱ .۳)

را π این صورت در باشد، داشته وجود آن برای ψ ∈ L۲(Rd) پذیرفتنی تابع یک حداقل و باشد تحویل ناپذیر π نمایش اگر
نامیم. مربعی انتگرال پذیر

زیر پذیرفتنی شرط در اگر فقط و اگر است پذیرفتنی بالا در شده ذکر π نمایش برای ψ ∈ L۲(Rd) تابع یک .۱ .۳ قضیه
کند: صدق

cψ :=
∫
Rd

|ψ̂(ξ)|۲
|ξ۱|d

dξ < ∞. (۲ .۳)

داریم: f ∈ L۲(Rd) هر برای آنگاه باشد پذیرفتنی ψ ∫اگر
S
| ≺ f , π(a, s, t)ψ ≻ |۲dµl(a, s, t) = cψ∥ f ∥۲. (۳ .۳)

داریم: پلانچرل قضیه از استفاده با اثبات.

∫
S
| ≺ f , π(a, s, t)ψ ≻ |۲dµl(a, s, t)

=

∫
S
| f ∗ [π(a, s, ۰)ψ∗](t)|۲dtds

da
|a|d+۱

=

∫
R

∫
Rd−۱

∫
Rd
| f̂ (ξ)|۲| ̂π(a, s, ۰)ψ∗(ξ)|۲dξds

da
|a|d+۱

=

∫
R

∫
Rd−۱

∫
Rd
| f̂ (ξ)|۲|detAa||ψ̂(AT

a S T
s ξ)|۲dξds

da
|a|d+۱

=

∫
R

∫
Rd

∫
Rd−۱
| f̂ (ξ)|۲ |detAa,۲|

|a|d |ψ̂
[

aξ۱
Aa,۲(ξ̃ + ξ۱s)

]
|۲dsdξda
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dω̃ = داریم: صورت این در . ω̃ := Aa,۲(ξ̃ + ξ۱s) دهید: قرار .π(a, s, ۰)ψ∗(x) = π(a, s, ۰)ψ(−x) که
بنابراین .|detAa,۲||ξ۱|d−۱ds∫

S
| ≺ f , π(a, s, t)ψ ≻ |۲dµl(a, s, t)

= |a|−d
∫
R

∫
Rd

∫
Rd−۱
| f̂ (ξ)|۲|ξ۱|−(d−۱)|ψ̂

[
aξ۱
ω̃

]
|۲dξdω̃da,

بنابراین .ξ۱da = dω۱ و ω۱ := aξ۱ دهید قرار حالا .ξ̃ = ξT ∫که
S
| ≺ f , π(a, s, t)ψ ≻ |۲dµl(a, s, t)

=

∫
R

∫
Rd

∫
Rd−۱
| f̂ (ξ)|۲ |ξ۱|d

|ω۱|d|ξ۱|d
|ψ̂
[
ω۱
ω̃

]
|۲dω̃dξdω۱

= cψ∥ f ∥۲.

باشد. متناهی cψ اگر فقط و اگر است پذیرفتنی ψ که می شود نتیجه f = ψ دادن قرار با

با L۲(S) توی به L۲(Rd) از متغیره چند پیوسته قیچک تبدیل بگیرید. نظر در را ψ ∈ L۲(Rd) پذیرفتنی تابع یک
می شود: تعریف زیر صورت به f ∈ L۲(Rd) هر برای و می دهیم نمایش SHψ

SHψ f (a, s, t) =
۱
cψ
≺ f , π(a, s, t)ψ ≻

است. (۲ .۳) در شده تعریف cψ که

طولپاست. SHψ : L۲(Rd)→ L۲(S) متغیره چند پیوسته قیچک تبدیل ۱ .۳ قضیه به بنا

پیوسته موجک تبدیل و چندمتغیره پیوسته قیچک تبدیل بین رابطه .۴

یک عنوان به می توانند قیچک ها حقیقت در می باشند. غنی ریاضی ساختار یک به مجهز موجک ها با همانند قیچک ها
نظریه بنابراین . می  شود برده به کار غیرایزوتوپ موجک تبدیل یک عنوان به برش عملگر معکوس و شوند دیده مناسب برش
پیوسته موجک تبدیل مانند پیوسته قیچک تبدیل رود[۸]. به کار آن ها مورد در می تواند پیوسته موجک تبدیل الگوریتم های و
از صفحه در پیوسته قیچک تبدیلات [۸] در شود. گرفته نظر در آفین سیستم های کلی مفهوم از خاصی حالت عنوان به می تواند
مطالعه مورد موجک ازدیدگاه را چندمتغیره پیوسته قیچک تبدیلات این جا در ما است. گرفته قرار بررسی مورد موجک دیدگاه
و چندمتغیره پیوسته قیچک تبدیل بین رابطه به سپس و می کنیم مرور را Rd در پیوسته موجک تبدیل ابتدا می دهیم. قرار

می پردازیم. Rd در پیوسته موجک تبدیل

می شود نامیده آفین گروه که می دهد تشکیل را فشرده موضعا گروه یک زیر در دوتایی عمل با GL(d,R)×Rd مجموعه
می دهیم: نمایش Ga f f با و

(A, t) ◦ (A′, t′) = (AA′, t + At′).
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است: یکانی نمایش یک زیر ضابطه با U(L۲(Rd)) به Ga f f آفین گروه از σ نگاشت

σ(A, t)ψ(x) = |detA|−۱/۲ψ(A−۱(x − t)).

معکوس این  که از هستند. یک از بزرگتر A ویژه مقادیر قدرمطلق یعنی باشد، توسیع ماتریس یک A ∈ GL(d,R) کنید فرض
هم چنین است. GL(d,R) از اختصار زیرگروه یک {Ma = A−loga, a > ۱} خانواده لذا است، انقباضی ماتریسی چنین
هر برای پیوسته موجک تبدیل .Ma = diag(a−logλ) بنابراین . است λI ،λ > ۱ برخی برای ،A استاندارد انتخاب

است: زیر صورت ∗L۲(Rبه × Rd) روی f ∈ L۲(Rd)

Wψ f (a, t) = |detMa|−۱/۲ ≺ f , ψ(M−۱
a (. − t)) ≻ .

هرگاه گوییم پذیرفتنی σ برای را ψ ∈ L۲(Rd) ∫تابع
Ga f f

| ≺ ψ,σ(a, t)ψ ≻ |۲dλl(a, t) < ∞

است. آفین گروه روی چپ هار اندازه λl آن در که
پذیرفتنی شرط در ψ اگر تنها و اگر است پذیرفتنی را ψ ∈ L۲(Rd) که است شده داده نشان [۱] ∫در

Rd

|ψ̂(ξ)|۲
|ξ|d dξ < ∞

کند. صدق
نشان را Rd در پیوسته موجک تبدیل و چندمتغیره پیوسته قیچک تبدیل بین ارتباط که می کنیم بیان را قضیه ای زیر در

می دهد.

و f ∈ L۲(Rd) هر برای این صورت در باشد. ψ ∈ L۲(Rd) کنید فرض بالا، در شده ذکر نمادهای با .۱ .۴ قضیه
داریم: (a, s, t) ∈ S

SHψ f (a, s, t) =Wψ◦S −۱
s

d√a

f (a, t),

و
SHψ f (a, s, t) =Wψ( f ◦ S s)(a, S −۱

s t).

داریم: بنابراین . A−۱
a S −۱

s = S −۱
−s
d√a

A−۱
a دید می توان ساده محاسبات با اثبات.

SHψ f (a, s, t) = |detA|−۱/۲
∫
Rd

f (x)ψ(A−۱
a S −۱

a (x − t)dx

= |detA|−۱/۲
∫
Rd

f (x)ψS −۱
s

d√a

(A−۱
a (x − t)dx

= Wψ◦S −۱
s

d√a

f (a, t).



۱۲۳۱۲۳ −۱۱۷ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها زاده/ اسماعیل فاطمه

هم چنین

SHψ f (a, s, t) = |detA|−۱/۲
∫
Rd

f (x)ψ(A−۱
a S −۱

a (x − t)dx

= |detA|−۱/۲
∫
Rd

f (S sx)ψ(A−۱
a (x − S −۱

a t)dx

= Wψ( f ◦ S s)(a, S −۱
s t).

پیوسته قیچک تبدیل ، ψ ∈ L۲(R۲)و S = R∗ × R × R۲ قیچک گروه برای .۲ .۴ مثال

SHψ f (a, s, t) =≺ f , a−
۳
۴ψ(A−۱

a S −۱
s (. − t)) ≻,

داریم: این صورت در می باشند. (۱ .۲) در شده تعریف ماتریس های S s, Aa و f ∈ L۲(R۲) آن در که بگیرید نظر در را

SHψ f (a, s, t) =Wψ◦S −۱
s√
a

f (a, t),

می باشد. دوبعدی آفین موجک پیوسته تبدیل Wψ که
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