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چلیشکف موجک از استفاده با کوردیال ولترای انتگرال معادله عددی حل
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چکیده

می پردازد کوردیال ولترای انتگرال معادلات از دسته ای عددی حل به مقاله این
می شوند. پدیدار آمیخته مرزی شرایط با گرما هدایت مسائل از برخی مطالعه در که
برای و معرفی متعامد پایه  یک عنوان به چلیشکف موجک های توابع خانواده ابتدا
پایه های این از استفاده با سپس می شود. تعریف انتگرال عملگر ماتریس آن
محاسبه نظر مورد انتگرال معادلات تقریبی جواب گالرکین، روش و موجکی
روش همگرایی و چلیشکف موجک پایه های توسط تقریب خطای آنالیز می شود.
و دقت عددی مثال چند ارائه با پایان، در می شود. ارائه نیز شده معرفی گالرکین

می گیرد. قرار بررسی مورد پیشنهادی روش کارایی
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بگیرید: نظر در را زیر ولترای انتگرال معادله

u(t) = f (t) +
∫ t

۰
t−۱ (s/t)µ−۱ u(s)ds, µ > ۰, t ∈ I := [۰,T ], (۱ .۱)

مسئله مسائلی، چنین از ساده مثال یک عنوان به .[۲] می شود ایجاد آمیخته مرزی شرایط با گرما هدایت مسائل مطالعه در که
فرم به گرما هدایت

∂۲u
∂x۲ =

۱
a۲
∂u
∂t
, ۰ ≤ x ≤ l,
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بگیرید: نظر در را زیر مرزی شرایط با

u (x,−∞) = ۰,
∂u
∂x

(۰, t) − u (۰, t) = ϕ۱ (t) ,

− ∂u
∂x

(l, t) − u (l, t) = ϕ۲ (t) ,

به دست می آید. انتگرال معادله دو شامل دستگاهی لایه، تک پتانسیل های بر حسب فوق گرمای هدایت معادله جواب بیان با
به مستقل ولترای انتگرال معادله دو به صورت و کرد ساده می توان را دستگاه این ،l مرزی پارامتر برای خاصی شرایط تحت

کرد: بیان زیر فرم

F(t) +
∫ t

۰

۱
√
π

۱
√

ln(t/s)
(
s
t
)µ

۱
s

F(s)ds = f (t), t ∈ [۰,T ].

کرد. تبدیل (۱ .۱) نوع از انتگرال معادله یک به می توان را فوق معادله ،[۲۱ ،۱۰] مرجع در شده معرفی رویکرد از استفاده با
است: زیر فرم به انتگرال عملگر یک از خاصی حالت (۱ .۱) انتگرال معادله در موجود انتگرال عملگر

(Vφu)(t) :=
∫ t

۰
t−۱φ(s/t)q(t, s)u(s)ds, φ ∈ L۱(۰, ۱), t ∈ I, (۲ .۱)

ولترای انتگرال معادله یک باشد عملگری چنین شامل که انتگرال معادله هر دارد. نام کوردیال ولترای انتگرال عملگر که
خواص و شد معرفی ۱ واینیکو گنادی نام به شخصی توسط بار اولین برای (۲ .۱) انتگرال عملگر می شود. نامیده کوردیال
روش هایی مطالعه و عملگر این خواص بررسی به نیز دیگری مؤلفان وی، علاوه بر .[۳۳ ،۳۲] گرفت قرار بررسی مورد آن
،q(۰, ۰) = ۰ اگر کلی، حالت در .[۳۶ ،۳۵ ،۳۴ ،۱۱ ،۸ ،۳] پرداختند کوردیال ولترای انتگرال معادلات انواع حل برای
ولترای انتگرال عملگر یک شامل (۱ .۱) معادله بنابراین است. غیرفشرده عملگر یک غیراینصورت، در فشرده، (۲ .۱) عملگر
مورد µ > ۱ و ۰ < µ ≤ ۱ حالتهای در معادله این جواب همواری خواص و یکتایی وجود، اثبات است. غیرفشرده کوردیال
در یکتا جواب یک دارای (۱ .۱) معادله ، f ∈ Cm[۰,T ] اگر ،µ > ۱ برای که میشود ثابت .[۱۹] است گرفته قرار مطالعه
C۱[۰,T ] در آنها از یکی تنها که دارد C[۰,T ] در جوابها از خانوادهای معادله این ،۰ < µ ≤ ۱ وقتی و است؛ Cm[۰,T ]
اسپلاین هممحلی‑درونیاب روش به میتوان است شده بهکاربرده (۱ .۱) معادله حل برای که روشهایی جمله از دارد. قرار
ابرهمگرایی خواص لیما و دیگو همچنین، کرد. اشاره [۲۴ ،۲۳] عددی انتگرالگیری قانون و [۲۱ ،۲۰] اویلر روش ،[۳۵]
این حل برای دیگو ،[۱۲] مرجع در .[۱۴] کردند بررسی µ > ۱ حالت در معادله این حل برای را اسپلاین هممحلی روشهای

است. کرده استفاده یکنواخت شبکه های روی اسپلاین هممحلی روشهای از ،µ > ۱ حالت در معادله
و تصویر پردازش در موجکها از آمیز موفقیت استفاده دارند. مهندسی و علوم زمینه در وسیعی کاربردهای موجکها
در موجک از استفاده شود. برخوردار بیشتری اهمیت از آنها تحلیل و تجزیه تا شد موجب میلادی هشتاد دهه در سیگنال
دادههای از نویز حذف پزشکی، در ایکس اشعه و آبوهوا ماهوارهای عکسهای انگشت، اثر مانند دادههایی فشرده سازی
موجکها کاربرد از کوچکی نمونه تنها موسیقی آهنگهای و زمانی سری یک در متشابه خود رفتارهای تشخیص پرسروصدا،
پردازش در فشردهسازی الگوریتم در شده بهکاربرده هموار متعارف پایههای روی بر زیادی تحقیقات همچنین، .[۱۶ ،۹] است
تحلیل و تقریب نظریه در جمله از عددی آنالیز مانند دیگری زمینههای در موجک توابع ویژگی این از تا شد انجام سیگنال و تصویر
لژاندر، موجکهای جمله از موجکها انواع تا کنون .[۲۵ ،۶ ،۵ ،۴] شود استفاده انتگرال‑دیفرانسیل و انتگرال معادلات
.[۳۰ ،۲۸ ،۲۷ ،۲۶ ،۱۸] گرفته اند قرار استفاده مورد انتگرال‑دیفرانسیل و انتگرال معادلات حل برای بی‑اسپلاین و چبیشف

1Gennadi Vainikko



۱۰۳۱۱۷ −۱۰۱ (۱۴۰۴) (۱)۱۲ جبرخطی و موجک ها محمدی/ ،فخرالدین طیبی نژاد سعیده

با تحقیق، این در هستند[۲۹]. مقالات در شده معرفی موجک های انواع جدیدترین از یکی چلیشکف موجک متعامد توابع
ارائه µ > ۱ و ۰ < µ < ۱ حالتهای در (۱ .۱) معادله حل برای عددی روشی چلیشکف، موجک های پایه های از بهره گیری

میدهیم.
در چلیشکف موجکهای و چندجملهایها خواص بر اجمالی مروری بود: خواهد زیر صورت به مقاله این کلی ساختار
معادلات از خاصی دسته حل برای عددی روشی موجک متعامد پایه های این از استفاده با ۳ بخش در می شود. ارائه ۲ بخش
۵ بخش در می کنیم. بررسی ۴ بخش در را شده معرفی روش همگرایی و خطا آنالیز می کنیم. معرفی کوردیال ولترای انتگرال

می شود. ارائه ۶ بخش در نتیجه گیری پایان ، در می دهیم. نشان عددی مثال چند با را شده ارائه روش کارایی و دقت

آن خواص و چلیشکف موجک .۲

ساخته چلیشکف موجک های آنها خواص از استفاده با سپس و معرفی چلیشکف چندجمله ای های ابتدا بخش، این در
می  شوند. محاسبه چلیشکف موجک پایه های برای تبدیل و عملگر ماتریس های همچنین، می شوند.

کرد اشاره چلیشکف چندجملهایهای به میتوان است شده معرفی اخیرا که متعامدی چندجملهایهای مهمترین جمله از
میشوند: تعریف زیر صورت به چندجملهایها این .[۱۵ ،۷] شدند معرفی ۲ چلیشکف ولادیمیر نام به شخصی توسط که

pn(t) =
M−n∑
j=۰

α j,ntn+ j, n = ۰, ۱, . . . , M, (۱ .۲)

آن در که

α j,n =
√

۲n + ۱(−۱) j

(
M − n

j

)(
M + n + j + ۱

M − n

)
. (۲ .۲)

به چندجملهایها این برای تعامد رابطه و متعامدند w(t) = ۱ وزن تابع به نسبت [۰, ۱] بازه در چلیشکف چندجملهایهای
است: بیان قابل زیر ∫صورت ۱

۰
pm(t)pn(t)dt = δmn, (۳ .۲)

صورت به چلیشکف چندجملهایهای حسب بر می توان را g(t) ∈ L۲(۰, ۱) تابع هر است. کرونکر دلتای تابع δmn آن در که

g(t) =
∞∑

i=۰

cipi(t), (۴ .۲)

تعداد از استفاده با است. w(t) = ۱ وزن تابع به نسبت داخلی ضرب نماد ⟨., .⟩ و ci = ⟨g(t),pi(t)⟩ آن در که داد توسیع
صورت به g(t) تابع تقریبی بسط چندجملهایها، این از معدودی

g(t) ≃ gM(t) =
M∑

i=۰

cipi(t) = CTϕ(t), (۵ .۲)

2Vladimir Chelyshkov
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زیرند: صورت به درایه هایی با (M + ۱) × ۱ مرتبه از ماتریس هایی ϕ(t) و C آن در که می آید به دست

C = [c۰, c۱, . . . , cM]T , ϕ(t) =
[
p۰(t),p۱(t), . . . , pM(t)

]T . (۶ .۲)

چندجمله ای های M مثبت صحیح عدد هر برای که است واضح چلیشکف، جمله ای های چند تعریف به توجه با .۱ .۲ نکته
متعامد چندجمله ای های سایر برای که است حالی در این هستند. M یکسان درجه از همگی ،n = ۰, ۱, . . . , M ،pn(t)
این می باشد. n درجه از pn(x) n‑ام چندجمله ای چبیشف، و لژاندر انتقال یافته چندجمله ای های مانند [۰, ۱] بازه در معمولی
موجک مانند موجک ها انواع سایر با مقایسه در چلیشکف موجک های و چندجمله ای ها قوت نقطه می تواند اساسی تفاوت

باشد. چبیشف و لژاندر

چلیشکف موجک .۱ .۲
زیر صورت به مادر، موجک نام به h منفرد تابع انتقال و اتساع عمل از که توابعند از خانوادهای موجکها کلی، به طور

:[۱۷] میشوند ایجاد

ha,b(t) =| a |−۱/۲ h
(
t − b

a

)
, a, b ∈ R, a , ۰.

و علوم مختلف زمینههای در موجکها کاربرد نوع به توجه با است. انتقال پارامتر b و اتساع پارامتر a تعریف این در
،a = a−k

۰ گسسته مقادیر به پارامترها این کردن محدود با میکنند. اختیار گسسته یا پیوسته مقادیر پارامترها این مهندسی،
زیر صورت به گسسته موجکهای خانواده مثبتند، صحیح اعداد k و n ،b۰ > ۰ ،a۰ > ۱ که طوری به ،b = nb۰a−k

۰
میشود: حاصل

ψk,n(t) =| a۰ |k/۲ ψ
(
ak

۰t − nb۰
)
,{

ψk,n(t)
}

آنگاه ،b۰ = ۱ و a۰ = ۲ دهید قرار اگر که کنید توجه میدهد. L۲(R) فضای در موجک پایه یک تشکیل که
می دهد. موجک متعارف پایه یک تشکیل

:[۲۹] میشوند تعریف زیر صورت به [۰, ۱] بازه در چلیشکف موجک های

ψnm(t) =

۲ k
۲ pm(۲kt − n), n

۲k ≤ t < n+۱
۲k

۰, ,درغیراینصورت
(۷ .۲)

{ψnm(t)} توابع مجموعه است. چلیشکف m‑ام چندجملهای pm و m = ۰, ۱, . . . , M ،n = ۰, ۱, . . . , ۲k − ۱ آن در که
میتوان را متعامد توابع این اساس بر g(t) ∈ L۲(۰, ۱) تابع هر بسط میدهد. [۰, ۱] بازه روی متعارف مجموعه یک تشکیل

صورت به

g(t) =
∞∑

n=۰

∞∑
m=۰

cnmψnm(t), (۸ .۲)
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را فوق سری اگر است. w(t) = ۱ وزن تابع به نسبت داخلی ضرب نماد ⟨., .⟩ و cnm = ⟨g(t), ψnm(t)⟩ آن در که نوشت
صورت به g(t) تابع تقریب کنیم قطع

g(t) ≃
۲k−۱∑
n=۰

M∑
m=۰

cnmψnm(t) = CTΨ(t), (۹ .۲)

زیرند: صورت به درایههایی با ۲k(M + ۱) × ۱ مرتبه از ماتریسهایی Ψ(t) و C آن در که میشود حاصل

C =
[
c۰۰, . . . , c۰M, c۱۰, . . . , c۱M, . . . , c(۲k−۱)۰, . . . , c(۲k−۱)M

]T
,

Ψ(t) =
[
ψ۰۰(t), . . . , ψ۰M(t), ψ۱۰(t), . . . , ψ۱M(t), . . . , ψ(۲k−۱)۰(t), . . . , ψ(۲k−۱)M(t)

]T
.

صورت به Ψ(t) و C ماتریس های گرفتن نظر در با

C = [c۱, c۲, . . . , cm̂]T , Ψ(t) =
[
ψ۱(t), ψ۲(t), . . . , ψm̂(t)

]T , (۱۰ .۲)

آن در که
ci = cnm, ψi(t) = ψnm(t), i = n(M + ۱) + m + ۱, m̂ = ۲k(M + ۱),

کرد: بازنویسی زیر صورت به می توان را (۹ .۲) رابطه

g(t) ≃ gm̂(t) =
m̂∑

i=۱

ciψi(t) = CTΨ(t). (۱۱ .۲)

صورت به میتوان را چلیشکف موجک توابع حسب بر g(t, s) ∈ L۲ ([۰, ۱] × [۰, ۱]) تابع تقریبی بسط مشابه، بهطور

g(t, s) ≃ ΨT (t)GΨ(s),

است: زیر صورت به درایههایی با m̂ × m̂ مرتبه از ماتریسی G آن در که نوشت

Gi j =
〈
ψi(t),

〈
g(t, s), ψ j(s)

〉〉
.

تبدیل و عملگر ماتریسهای .۲ .۲
می دهیم. ارائه را چلیشکف موجک های تبدیل و انتگرال عملگر ماتریس های زیربخش، این در

می شود: انجام زیر صورت به آن از انتگرالگیری باشد، (۶ .۲) رابطه در شده تعریف بردار ϕ(t) اگر .۲ .۲ ∫قضیه t

۰
ϕ(τ)dτ ≃ Pϕ(t), (۱۲ .۲)
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است: زیر صورت به درایه هایی با (M + ۱) مرتبه از مربعی ماتریسی P آن در که

Pi j =

M− j∑
s=۰

M−i+۱∑
r=۰

αr,i−۱αs, j

(r + i)(r + i + j + s + ۱)
, i, j = ۱, ۲, . . . , M + ۱. (۱۳ .۲)

داریم: است pi−۱(t) همان که ϕ(t) بردار از عضو i‑امین برای اثبات.

∫ t

۰
ϕi(τ)dτ =

∫ t

۰
pi−۱(τ)dτ =

∫ t

۰

M−i+۱∑
r=۰

αr,i−۱τ
r+i−۱dτ =

M−i+۱∑
r=۰

αr,i−۱tr+i

r + i
. (۱۴ .۲)

می دهیم: بسط چلیشکف چندجمله ای های حسب بر را tr+i عبارت

tr+i ≃
M∑
j=۰

βr, jp j(t), (۱۵ .۲)

آن در که

βr, j =

∫ ۱

۰
tr+ip j(t)dt =

M− j∑
s=۰

αs, j

∫ ۱

۰
tr+i+ j+sdt =

M− j∑
s=۰

αs, j

r + i + j + s + ۱
.

داشت: خواهیم (۱۵ .۲) و (۱۴ .۲) روابط از حال

∫ t

۰
ϕi(τ)dτ =

M∑
j=۰

M− j∑
s=۰

M−i+۱∑
r=۰

αr,i−۱αs, j

(r + i)(r + i + j + s + ۱)

 p j(t).

شد. حاصل دلخواه نتیجه بنابراین

چلیشکف چندجمله ای های از M)‑تایی + ۱) بردار ϕ(t) و چلیشکف موجک های از m̂‑تایی بردار Ψ(t) اگر .۳ .۲ قضیه
آنگاه باشند، (۶ .۲) و (۱۰ .۲) رابطه در شده تعریف به ترتیب

ⅼآbeⅼ=)

Ψ(t) ≃ Λϕ(t), (۱۶ .۲)

است: زیر درایه های با m̂ × (M + ۱) مرتبه از تبدیل ماتریس Λ آن در که

Λi j =

M− j∑
r=۰

M−m∑
s=۰

r+ j∑
k=۰

αr, jαs,m۲−k(r+ j− ۱
۲ )
(

r+ j
k

)
nr+ j−k

s + m + k + ۱
(۱۷ .۲)

ⅼبbeⅼ=)

ϕ(t) ≃ ΠΨ(t), (۱۸ .۲)
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است: زیر درایه های با (M + ۱) × m̂ مرتبه از تبدیل ماتریس Π آن در که

Πi j =

M−i+۱∑
r=۰

M−m∑
s=۰

r+i−۱∑
k=۰

αr,i−۱αs,m۲−k(r+i− ۳
۲ )
(

r+i−۱
k

)
nr+i−k−۱

s + m + k + ۱
. (۱۹ .۲)

می توان را Ψ(t) بردار i‑ام مؤلفه می شود. ثابت مشابه به طور نیز ب قسمت می کنیم. بیان آ قسمت برای را اثبات اثبات.
صورت به چلیشکف چندجمله ای های حسب بر

ψi(t) ≃
M∑
j=۰

Λi jp j(t), i = ۱, ۲, . . . , m̂,

آن در که کرد بیان

Λi j =

∫ ۱

۰
ψi(t)p j(t)dt, i = ۱, ۲, . . . , m̂.

درمی آیند: زیر صورت به Λi j ضرایب (۷ .۲) و (۱ .۲) روابط به توجه با

Λi j =

M− j∑
r=۰

αr, j

∫ ۱

۰
tr+ jψi(t)dt =

M− j∑
r=۰

αr, j۲
k
۲

∫ n+۱
۲k

n
۲k

tr+ jpm(۲kt − n)dt, i = n(M + ۱) + m + ۱.

داشت: خواهیم z = ۲kt − n متغیر تغییر با

Λi j =

M− j∑
r=۰

αr, j۲−k(r+ j− ۱
۲ )

∫ ۱

۰
(z + n)r+ j pm(z)dz

=

M− j∑
r=۰

M−m∑
s=۰

αr, jαs,m۲−k(r+ j− ۱
۲ )

∫ ۱

۰
(z + n)r+ j zs+mdz

=

M− j∑
r=۰

M−m∑
s=۰

r+ j∑
k=۰

αr, jαs,m۲−k(r+ j− ۱
۲ )
(

r+ j
k

)
nr+ j−k

s + m + k + ۱
.

است. کامل آ قسمت اثبات لذا

میشود: انجام زیر صورت به شد تعریف (۱۰ .۲) رابطه در که Ψ(t) بردار از انتگرالگیری .۴ .۲ ∫قضیه t

۰
Ψ(τ)dτ ≃ PΨ(t), (۲۰ .۲)

است. m̂ × m̂ مرتبه از چلیشکف موجکهای انتگرال عملگر ماتریس P = ΛPΠ آن در که
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داریم: (۳ .۲) و (۲ .۲) قضایای به توجه با ∫اثبات. t

۰
Ψ(τ)dτ ≃ Λ

∫ t

۰
ϕ(τ)dτ ≃ ΛPϕ(t) ≃ ΛPΠΨ(t).

رابطه در شد، تعریف (۱۰ .۲) رابطه در که Ψ(t) بردار .۵ .۲ قضیه

Ψ(t)ΨT (t)C = C̃TΨ(t), (۲۱ .۲)

است. C بردار به وابسته درایههای با m̂ × m̂ مرتبه از ماتریسی C̃ آن در که میکند؛ صدق

بازه روی انتگرال گیری سپس ، j = ۱, ۲, . . . , m̂ ،ψ j(t) در (۲۱ .۲) دستگاه معادلات از یک هر طرفین ضرب با اثبات.
محاسبه اند. قابل به راحتی C̃ بردار درایه های چلیشکف، موجک های تعامد خاصیت از استفاده نهایت در و [۰, ۱]

کوردیال ولترای انتگرال معادله حل .۳

بخش در که گونهای به را K(t, s) := t−۱ (s/t)µ−۱ و f (t) ،u(t) توابع ابتدا گالرکین، روش به (۱ .۱) معادله حل برای
میزنیم: تقریب زیر صورت به چلیشکف موجک توابع با شد، داده شرح ۱ .۲

u(t) ≃ CTΨ(t), f (t) ≃ FTΨ(t), K(t, s) ≃ ΨT (t)KΨ(s). (۱ .۳)

داشت: خواهیم (۱ .۱) معادله در تقریبی مقادیر این جایگذاری با

CTΨ(t) = FTΨ(t) +
∫ t

۰
ΨT (t)KΨ(s)Ψ(s)TCds = FTΨ(t) + ΨT (t)K

∫ t

۰
Ψ(s)Ψ(s)TCds

= FTΨ(t) + ΨT (t)K
∫ t

۰
C̃TΨ(s)ds = FTΨ(t) + ΨT (t)KC̃TPΨ(t)

=
(
FT + ΨT (t)KC̃TP

)
Ψ(t),

داریم: فوق رابطه از چلیشکف، موجک توابع تعامد و گالرکین روش از استفاده با

CT = FT + ΨT (t)KC̃TP. (۲ .۳)

بهدست میآید. C مجهول ضرایب بردار آن، حل با که است مجهول m̂ و خطی معادله m̂ از متشکل دستگاه یک فوق معادله
می شود. محاسبه (۱ .۱) معادله تقریبی جواب ،u(t) ≃ CTΨ(t) در C بردار جایگذاری با

همگرایی و خطا آنالیز .۴

همگرایی همچنین می پردازیم. چلیشکف موجک های و چندجمله ای ها توسط توابع تقریب خطای تحلیل به بخش این در
می گیرد. قرار بررسی مورد کوردیال ولترای انتگرال معادلات حل برای پیشنهادی عددی روش
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صورت به چلیشکف چندجمله ای های حسب بر g ∈ CM+۱[۰, ۱] تقریبی بسط اگر .۱ .۴ لم

g(t) ≃ gM(t) =
M∑

i=۰

cipi(t)

آنگاه باشد،

∥ g(t) − gM(t) ∥۲≤
max
ζ∈(۰,۱)

∣∣∣∣g(M+۱)(ζ)
∣∣∣∣

√
۲M + ۳(M + ۱)!

,

است. L۲[۰, ۱] فضای در نرم نماد ∥ . ∥۲ آن در که

داریم: باشد صفر نقطه حول g(t) تیلور بسط p(t) اگر اثبات.

| g(t) − p(t) |=
∣∣∣∣g(M+۱)(ζ)tM+۱

(M + ۱)!

∣∣∣∣, ۰ < ζ < ۱.

داشت: خواهیم تقریب بهترین خواص از استفاده با حال

∥ g(t) − gM(t) ∥۲۲≤∥ g(t) − p(t) ∥۲۲=
∫ ۱

۰

∣∣∣∣g(M+۱)(ζ)tM+۱

(M + ۱)!

∣∣∣∣۲dt ≤

∣∣∣∣ max
ζ∈(۰,۱)

g(M+۱)(ζ)
∣∣∣∣۲

(۲M + ۳)(M + ۱)!۲ .

می شود. حاصل دلخواه نتیجه فوق رابطه طرفین از دوم ریشه گرفتن با اکنون

صورت به چلیشکف موجک های حسب بر g ∈ CM+۱[۰, ۱] تقریبی بسط اگر .۲ .۴ قضیه

g(t) ≃ gm̂(t) =
m̂∑

i=۰

ciψi(t)

آنگاه باشد،
lim
m̂→∞
∥g(t) − gm̂(t)∥۲ = ۰

.

داشت: خواهیم (۱۱ .۲) رابطه به توجه با اثبات.

∥ g(t) − gm̂(t) ∥۲۲ =
∫ ۱

۰
| g(t) − gm̂(t) |۲ dt =

∫ ۱

۰

∣∣∣∣g(t) −
۲k−۱∑
n=۰

M∑
m=۰

cnmψnm(t)
∣∣∣∣۲dt

=

۲k−۱∑
n=۰

∫ n+۱
۲k

n
۲k

∣∣∣∣g(t) −
M∑

m=۰

cnmψnm(t)
∣∣∣∣۲dt.

(۱ .۴)
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می شود: تبدیل زیر صورت به رابطه این (۱ .۴) رابطه در جمله ۲k در z = ۲kt − n متغیر تغییر با

∥ g(t) − gm̂(t) ∥۲۲ =
۲k−۱∑
n=۰

∫ ۱

۰

∣∣∣∣g(
z + n

۲k ) −
M∑

m=۰

cnmψnm(
z + n

۲k )
∣∣∣∣۲dt

=

۲k−۱∑
n=۰

∫ ۱

۰

∣∣∣∣hn(z) −
M∑

m=۰

cnmpm(z)
∣∣∣∣۲dt =

۲k−۱∑
n=۰

∥ hn(z) − hn,M(z) ∥۲۲,

اعمال با حال است. [۰, ۱] بازه روی چلیشکف چندجمله ای های حسب بر آن تقریب hn,M(z) و hn(z) = g( z+n
۲k ) آن در که

می شود. حاصل دلخواه نتیجه ،n = ۰, ۱, . . . , ۲k − ۱ ،hn(z) توابع برای ۱ .۴ لم

و ( φ(x) = xµ−۱ اینجا (در φ(x) ≥ ۰ ،φ ∈ L۱(۰, ۱) ،λ > ۰ کنید فرض [۶ .۲ .۷ لم ف. ۷، ،۳] گرانوال) (لم .۳ .۴ لم
نامساوی در ،z ∈ C+(I) := { f ∈ C(I) : f (t) ≥ ۰, t ∈ I} اگر .λ ∥ φ ∥۱< ۱

z(t) ≤ f (t) + λ
∫ t

۰
t−۱φ(s/t)z(s)ds, t ∈ I,

داریم: آنگاه باشد، غیرنزولی و f (t) ≥ ۰ و کند صدق

z(t) ≤ (۱ − λ ∥ φ ∥۱)−۱ f (t), t ∈ I

به باشد آن دقیق جواب u(t) و (۱ .۱) معادله برای چلیشکف موجک گالرکین روش از حاصل جواب um̂(t) اگر .۴ .۴ قضیه
که طوری

dku
dtk ∈ L۲ [۰, ۱] , k = ۰, ...M,

آنگاه
lim
m̂→∞
|u(t) − um̂(t)| = ۰.

می کنیم بازنویسی زیر صورت به را (۱ .۱) معادله اثبات.

u(t) = f (t) + (Ku)(t), (۲ .۴)

آن در که

(Ku)(t) =
∫ t

۰
t−۱ (s/t)µ−۱ u(s)ds.

می کند: صدق زیر رابطه در um̂ چلیشکف موجک گالرکین روش از حاصل جواب

um̂ = Pm̂ f + Pm̂Kum̂, (۳ .۴)

از (۳ .۴) تفریق با است. i = ۱, . . . , m̂ ،ψi چلیشکف موجک های توسط شده تولید فضای در تصویر عملگر Pm̂ آن در که
داریم: (۲ .۴)

u − um̂ = f − Pm̂ f +Ku − Pm̂Kum̂. (۴ .۴)
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کرد بازنویسی زیر صورت به می توان را Ku − Pm̂Kum̂ عبارت em̂ = u − um̂ تعریف با

Ku − Pm̂Kum̂ = Ku − Pm̂Ku + Pm̂K (u − um̂)
= Ku − Pm̂Ku + K(u − um̂) − [K(u − um) − Pm̂K (u − um̂)]
= ( f − u) − Pm̂m̂( f − u) +K(u − um̂) − [K(u − um̂) − Pm̂K (u − um̂)]
= f − Pm̂ f − u + Pm̂u +Kem̂ − (Kem̂ − Pm̂Kem̂)

(۵ .۴)

داشت: خواهیم (۵ .۴) و (۴ .۴) روابط از استفاده با

em̂(t) = −
∫ t

۰
k(s, t)em̂(s)ds+ (u − Pm̂u) + (Ku − Pm̂Ku)

که گرفت نتیجه بلافاصله توان می فوق معادله از

| em̂ |≤ C
∫ t

۰
| em̂(s) | ds+ | J۱ | + | J۲ |,

می توان ([۳۱] (مرجع گرانوال نامساوی استاندارد فرم از استفاده با . J۲ = Pm̂Kem̂ −Kem̂ ،J۱ = u −Pm̂u آن در که
که گرفت نتیجه

∥ em̂ ∥∞≤ C
(
∥ J۱ ∥∞ + ∥ J۲ ∥∞

)
.

که گرفت نتیجه می توان [۲۲] مرجع در شده اثبات ۲ و ۱ قضایای همچنین و [۱] مرجع از استفاده با حال

lim
m̂→∞
∥J۱∥∞ = ۰, lim

m̂→∞
∥J۲∥∞ = ۰,

شود. می کامل اثبات نتیجه در و

عددی نتایج .۵

حاصل نتیجه و ارائه عددی مثال چندین شده، پیشنهاد موجک بر مبتنی روش کارایی دادن نشان به منظور بخش، این در
۳۰ دقت با ۱۷ میپل افزار نرم محیط در محاسبات همه که است توجه قابل می شود. گزارش جزئیات همراه به روش این از
در که است ذکر قابل همچنین، شده اند. انجام Corei۷ اینتل پردازنده با شخصی کامپیوتر یک از استفاده با و اعشار رقم

:[۱۹] فرم به u ∈ Cm[۰,T ] یکتای جواب دارای معادله ،m ≥ ۰ ، f ∈ Cm[۰,T ] و µ > ۱ اگر (۱ .۱) معادله

u(t) = f (t) + t۱−µ
∫ t

۰
sµ−۲ f (s)ds, (۱ .۵)

یکی فقط که دارد C[۰,T ] در جوابها از خانوادهای (۱ .۱) معادله ،m ≥ ۱ ، f ∈ Cm[۰,T ] و ۰ < µ < ۱ اگر و است؛
میشود: داده نمایش زیر صورت به یکتا جواب این و دارد C۱ پیوستگی آنها از

u(t) = f (t) +
f (۰)
µ − ۱

+ t۱−µ
∫ t

۰
sµ−۲( f (s) − f (۰)

)
ds. (۲ .۵)
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برای (۱ .۱) دقیق جواب ، f (t) = ta(۱ + t) برای ،µ + a , ۱ و µ + a > ۰ اگر ،a ∈ R اینکه فرض با دیگر، بیانی به
:[۲۱] است محاسبه قابل زیر رابطه از µ > ۰ مقادیر تمام

u(t) =
µ + a + ۱
µ + a

ta+۱ +
µ + a

µ + a − ۱
ta. (۳ .۵)

روش بگیرید. نظر در u(t) = µ+۳
µ+۲ t۳ +

µ+۲
µ+۱ t۲ دقیق جواب و f (t) = t۲ (۱ + t) ،µ = ۰٫۸ با را (۱ .۱) معادله .۱ .۵ مثال

ازای به شده حاصل تقریبی جواب خطای قدرمطلق شد. به کار برده آن حل برای k و M مختلف مقادیر با پیشنهادی موجک
همچنین، است. مشاهده  قابل ۲ جدول در کامپیوتری برنامه های اجرای برای نیاز مورد زمان و ۱ جدول در t مختلف مقادیر
نتایج به توجه با شده اند. داده نمایش ۱ شکل در M = ۳ و k = ۳ ازای به آن خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار
کوردیال ولترای انتگرال معادله حل برای دقیق و کارآمد روشی چلیشکف موجک روش که گرفت نتیجه می توان به دست آمده

می باشد.

(۱ .۵ (مثال تقریبی جواب خطای قدرمطلق :۱ جدول

M = ۳, k = ۳ M = ۲, k = ۳ M = ۱, k = ۳ t

۰ ۳٫۹۰۶۲E − ۴ ۱٫۱۹۷۹E − ۲ ۰
۴٫۰۱۰۰E − ۲۹ ۱٫۰۸۹۶E − ۳ ۳٫۲۵۶۰E − ۲ ۰٫۲
۳٫۷۷۷۸E − ۲۷ ۱٫۳۳۸۰E − ۳ ۳٫۳۷۸۵E − ۲ ۰٫۴
۶٫۸۰۶۸E − ۲۶ ۱٫۳۵۱۹E − ۳ ۳٫۷۰۱۱E − ۲ ۰٫۶
۱٫۲۶۲۲E − ۲۴ ۱٫۵۲۰۳۷E − ۳ ۴٫۴۹۲۷E − ۲ ۰٫۸
۳٫۴۵۲۱E − ۲۴ ۱٫۶۸۱۵E − ۳ ۲٫۷۳۰۹E − ۲ ۱٫۰

(۱ .۵ (مثال کامپیوتری برنامه اجرای برای نیاز مورد زمان :۲ جدول

M = ۳, k = ۳ M = ۲, k = ۳ M = ۱, k = ۳
۱۰٫۵۶ ۸ ۴٫۸۷

u(t) جواب = t۳ که است گونه ای به f (t) تابع .[۱۳] بگیرید نظر در را µ = ۱٫۵ پارامتر با (۱ .۱) معادله .۲ .۵ مثال
ازای به معادله این حل برای پیشنهادی چلیشکف موجک روش به کارگیری از حاصل عددی نتایج ۳ جدول باشد. دقیق
است. شده ارائه ۴ جدول در نیز کامپیوتری برنامه های اجرای برای نیاز مورد زمان می دهد. نمایش را k و M مختلف مقادیر
را [۱۳] مرجع در شده ارائه روش های با حاضر روش به تقریبی جواب خطای بی نهایت نرم بین مقایسه ۵ جدول همچنین،
نتایج به توجه با است. شده داده نمایش ۲ شکل در نیز خطا قدرمطلق همراه به تقریبی و دقیق جواب نمودار می دهد. نشان
معادله حل برای کارآمدی و مناسب روش پیشنهادی، چلیشکف موجک گالرکین روش که گرفت نتیجه می توان شده گزارش

است. کوردیال ولترای انتگرال

.[۱۳] باشد u(t) = t۳ + t۳٫۵ آن دقیق جواب به طوری که بگیرید نظر در را µ = ۴٫۵ پارامتر با (۱ .۱) معادله .۳ .۵ مثال
برای پیشنهادی روش از حاصل عددی نتایج ۶ جدول شد. به کار گرفته انتگرال معادله این حل برای چلیشکف موجک روش
بی نهایت نرم بین مقایسه ۸ جدول و کامپیوتری برنامه های اجرای برای نیاز مورد زمان ۷ جدول ،k و M مختلف مقادیر
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خطا قدرمطلق (ب) تقریبی و دقیق جواب (آ)

(۱ .۵ (مثال M = ۳, k = ۳ برای خطا قدرمطلق و تقریبی جواب نمودار :۱ شکل

.۲ .۵ مثال در تقریبی جواب خطای قدرمطلق :۳ جدول

M = ۳, k = ۱ M = ۲, k = ۱ M = ۱, k = ۱ t

۰ ۱٫۴۵۸۳E − ۲ ۵٫۸۳۳۳E − ۲ ۰
۰ ۳٫۶۱۱۱E − ۴ ۸٫۰۰۰۰E − ۳ ۰٫۲
۰ ۳٫۴۷۲۲E − ۳ ۵٫۶۶۶۷E − ۳ ۰٫۴

۲٫۶۰۴۱E − ۲۸ ۹٫۲۴۸۷E − ۴ ۱٫۸۷۷۷E − ۲ ۰٫۶
۳٫۴۵۹۶E − ۲۸ ۲٫۷۱۰۹E − ۳ ۳٫۶۳۳۳E − ۲ ۰٫۸
۴٫۳۰۴۲E − ۲۸ ۴٫۹۹۷۸E − ۳ ۱٫۰۰۵۶E − ۱ ۱٫۰

(۲ .۵ (مثال کامپیوتری برنامه اجرای برای نیاز مورد زمان :۴ جدول

M = ۳, k = ۱ M = ۲, k = ۱ M = ۱, k = ۱
۷٫۰۳ ۵٫۶۵ ۲٫۰۱۵

(۲ .۵ (مثال تقریبی جواب خطای ماکزیمم مقایسه :۵ جدول

[۱۳] h = ۰٫۰۵ با هم محلی روش [۱۳] h = ۰٫۰۱۲۵ با هم محلی روش M = ۳ و k = ۱ با چلیشکف موجک روش

۱٫۱ × ۱۰−۵ ۱٫۸ × ۱۰−۷ ۴٫۳ × ۱۰−۲۸

می دهد. نشان را [۱۳] مرجع در شده ارائه عددی روش های با پیشنهادی چلیشکف موجک روش به تقریبی جواب خطای
روش کارآیی و دقت حاضر نتایج است. شده رسم خطا قدرمطلق همراه به تقریبی و دقیق جواب نمودار ۳ شکل در همچنین،
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خطا قدرمطلق (ب) تقریبی و دقیق جواب (آ)

(۲ .۵ (مثال M = ۳, k = ۱ برای خطا قدرمطلق و تقریبی جواب نمودار :۲ شکل

می دهد. نشان را کوردیال ولترای انتگرال معادله حل برای پیشنهادی موجک

(۳ .۵ مثال ) تقریبی جواب خطای قدرمطلق :۶ جدول

k = ۳,M = ۴ k = ۲,M = ۴ k = ۱,M = ۵ t

۳٫۵۵۰۷E − ۷ ۴٫۰۱۷۱E − ۶ ۸٫۶۱۱۳E − ۶ ۰
۱٫۲۵۵۰E − ۸ ۳٫۶۵۹۶E − ۷ ۵٫۷۰۷۷E − ۷ ۰٫۲
۱٫۷۷۳۸E − ۹ ۱٫۴۱۹۸E − ۷ ۶٫۳۷۲۴E − ۷ ۰٫۴
۱٫۱۸۸۰E − ۹ ۶٫۶۶۶۶E − ۸ ۴٫۶۴۱۲E − ۸ ۰٫۶
۱٫۳۹۴۸E − ۹ ۲٫۰۰۶۸E − ۸ ۱٫۷۰۳۱E − ۸ ۰٫۸
۳٫۵۹۵۶E − ۹ ۱٫۲۵۷۲E − ۷ ۲٫۲۴۳۹E − ۷ ۱٫۰

(۳ .۵ (مثال کامپیوتری برنامه اجرای برای نیاز مورد زمان :۷ جدول

k = ۳,M = ۴ k = ۲,M = ۴ k = ۱,M = ۵
۱۹٫۹۸ ۱۲٫۳۶ ۴٫۷۵

نتیجه گیری .۶

کوردیال ولترای انتگرال معادلات از دسته ای حل برای گالرکین روش و چلیشکف موجک پایه توابع اساس بر عددی روشی
معادلات از دسته این برای پیشنهادی روش همگرایی همچنین و موجکی توابع این به کمک تقریب خطای آنالیز شد. معرفی
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(۳ .۵ (مثال تقریبی جواب خطای ماکزیمم مقایسه :۸ جدول

[۱۳] h = ۰٫۰۵ با هم محلی روش [۱۳] h = ۰٫۰۱۲۵ با هم محلی روش M = ۴ و k = ۳ با چلیشکف موجک روش

۲٫۸ × ۱۰−۳ ۴٫۵ × ۱۰−۵ ۳٫۵ × ۱۰−۷

خطا قدرمطلق (ب) تقریبی و دقیق جواب (آ)

(۳ .۵ (مثال M = ۴, k = ۳ برای خطا قدرمطلق و تقریبی جواب نمودار :۳ شکل

به کارگیری از حاصل نتایج و ارائه عددی مثال چند حاضر، روش دقت برآورد منظور به گرفت. قرار بررسی مورد انتگرال
قبلی تحقیقات در شده گزارش عددی روش های سایر با به دست آمده نتایج مقایسه از شد. گزارش جزئیات با همراه روش این
موجک روش از حاصل نتایج به توجه با همچنین، دارد. قبولی قابل کارایی و دقت پیشنهادی موجک روش که می شود ملاحظه
این باشند. کوردیال ولترای انتگرال معادلات دیگر انواع عددی حل برای مناسبی ابزار پایه ها این می رسد نظر به چلیشکف

• گیرد. قرار بررسی مورد آتی تحقیقات در می تواند موضوع
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