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چکیده
می شود ارائه شرایطی عملگرها، ماتریسی نمایش روش از بهره گیری با مقاله این در

به صورت A† عملگر ماتریسی نمایش آن تحت که

نمایش، این در باشد. A† =
[

A†۱ A†۳
۰ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
A =
[

A۱ ۰
A۳ ۰

]
: به صورت A عملگر ماتریسی نمایش از A۳ و A۱ ماتریس های

ماتریسی نمایش این از استفاده با می شوند. استخراج
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
عمیق تری درک که می شود ارائه جدیدتری و گسترده تر نتایج خاص، شرایط تحت و

می آورد. فراهم عملگرها رفتار و ساختار از
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کنید. مراجعه [۵ ،۴] منابع به آن ها، هندسه و هیلبرت های مدول −C∗ مورد در بیشتر اطلاعات برای می کنیم. استفاده
آن در که Mباشد، ⊕M⊥ = X اگر می شود نامیده X در متعامد Mمتمم ⊆ X زیرمدول

M
⊥ = {x ∈ X : ⟨x, y⟩ = ۰, هر برای y ∈ M}

برخلاف می کنیم. استفاده PM نماد از M روی بر X تصویر نمایش برای و است بسته M حالت، این در می شود. تعریف
و R(T ) آنگاه باشد، داشته بسته برد T ∈ L(X,Y) اگر نیست. متعامد متمم لزوماً بسته زیرمدول یک هیلبرت، فضاهای
پایه ای مفهوم یک به تبدیل مور‑پنروز وارون طرفی از نمایید. مشاهده را [۴] مرجع ۲ .۳ قضیه هستند؛ متعامد متمم N(T )

A† با که ،A عملگر مور‑پنروز وارون . A ∈ L(X,Y) کنید فرض می کنیم. اشاره آن تعریف به یادآوری برای که است شده
می کند: صدق زیر شرایط در که است یکتایی X ∈ L(X,Y) با برابر می شود، داده نشان

AXA = A, XAX = X, (AX)∗ = AX, و (XA)∗ = XA. (۱ .۱)

وارون مور‑پنروز A که است معلوم است. پذیر وارون مور‑پنروز A می گوییم آنگاه باشد، داشته وجود A† عملگری چنین اگر
داریم: حالت این در و ،[۲ .۲ قضیه ،۷] باشد بسته Y در R(A) اگر تنها و اگر است پذیر

R(A†) = R(A∗) N(A†) = N(A∗). (۲ .۱)

صورت این در باشند. Y و X هیلبرت مدول های −A از متعامد، متمم بسته مدول زیر دو N و M کنید فرض
متعامد، متمم بسته ی های مدول زیر این A ∈ L(X,Y) الحاق پذیر عملگر برای این رو، از .Y = N⊕N⊥ و X = M⊕M⊥

کند: القا زیر صورت به ماتریسی نمایش یک تواند می

A =
[

A۱ A۲
A۳ A۴

]
, (۳ .۱)

.A۴ ∈ L(M⊥,N⊥) و A۳ ∈ L(M,N⊥) ،A۲ ∈ L(M⊥,N) ،A۱ ∈ L(M,N) آن در که
،A۲ = PNA(۱ − PM) ،A۱ = PNAPM نوشت: توان می متعامد تصاویر از استفاده با پس

.[۶] A۴ = (۱ − PN)A(۱ − PM) و A۳ = (۱ − PN)APM
ارائه با ابزار، این آورد. می فراهم را عملگرها رفتار عمیق تر مطالعه برای قدرتمند ابزاری عملگر یک ماتریسی نمایش
دارای رو این از و می کند ایفا عملگرها به مربوط محاسبات و تحلیل ساده سازی در مهمی نقش منظم، و شفاف ساختاری
اساس بر را A† ماتریسی نمایش که هنگامی کرد: بررسی منظر چندین از می توان را مفهوم این اهمیت است. ویژه ای اهمیت
را فضاها این میان موجود ارتباطات به وضوح ماتریسی تجزیه این می کنیم، ارائه (N(A)) آن هسته و (R(A∗)) عملگر برد
ارائه عملگر ویژگی های از روشنی تفسیر بلکه می کند، فراهم عملگرها رفتار از بهتری درک تنها نه ساختار این می سازد. آشکار

نمود. مراجعه [۲ ،۱] پایه مقالات به می توان آن از بیشتر نتایج و عملگرها ماتریس نمایش از استفاده نمونه برای می دهد.
محاسبات مؤثری طور به درآیه هایش، مور‑پنروز وارون براساس A† ماتریسی نمایش محاسباتی، کاربردهای منظر از
چارچوب در که ماتریسی نمایش این می کند. تسهیل عملگرها کردن وارون برای را کامپیوتری الگوریتم های طراحی و عددی
استفاده قابل نیز بی نهایت بعدی فضاهای در بلکه متناهی بعد، فضاهای برای تنها نه است، شده ارائه هیلبرت ∗C‑مدول های

به مفهوم این گسترش امکان و می کند فراهم عملگر نظریه و ماتریسی آنالیز در گسترده ای کاربردهای ویژگی، این است.
می سازد. میسر را کاربردی علوم و ریاضیات از مختلف زمینه های

A(A۲)† = (A۲)†A رابطه در که می پردازیم عملگرهایی معرفی به عملگرها، ماتریسی نمایش بکاربردن با مقاله این در
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می آوریم: دست به زیر صورت به را A† عملگر ماتریسی نمایش و کنند می صدق

A† =
[

A†۱ A†۳
۰ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
.

امکان که نوشت می توان درآیه هایش مور‑پنروز وارون براساس را عملگر مور‑پنروز وارون که است آن در نمایش این اهمیت
آورد. می فراهم را می کنند صدق فوق شرط در که عملگرهایی با رابطه در بیشتری نتایج به دست آوردن

نمایید. مشاهده [۳ ،۲ ،۱] را آن توان می که می پردازیم زیر لم بیان به رو این از

که طوری به باشند، X از متعامد متمم و بسته زیرفضاهای X۲ و X۱ و باشد بسته A ∈ L(X) عملگر برد که کنید فرض .۱ .۱ لم
در .Y = Y۱⊕Y۲ که طوری به باشند، Y از متعامد متمم و بسته زیرفضاهای Y۲ و Y۱ کنید فرض همچنین .X = X۱⊕X۲

X = X۱ ⊕X۲ = R(A∗)⊕N(A) زیرفضاها متعامد جمع های به توجه با را زیر ماتریسی نمایش های A عملگر صورت، این
دارد: Y = R(A) ⊕ N(A∗) = Y۱ ⊕ Y۲ و

.۱
A =
[

A۱ A۲
۰ ۰

]
:
[
X۱
X۲

]
→
[
R(A)
N(A∗)

]
,

صورت این در

A† =
[

A∗۱F−۱ ۰
A∗۲F−۱ ۰

]
.۰ < F = A۱A∗۱ + A۲A∗۲ ∈ L(R(A)) آن در که

.۲

A =

[
A۱ ۰
A۳ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
Y۱
Y۲

]
,

صورت این در که

A† =
[

F−۱
۱ A∗۱ F−۱

۱ A∗۳
۰ ۰

]
:
[
Y۱
Y۲

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
(۴ .۱)

.۰ < F = A∗۱A۱ + A∗۳A۳ ∈ L(R(A∗)) آن در که

اصلی نتایج .۲

که پردازیم می عملگری از حاصل نتایج بیان به اکنون .[A, B] = AB − BA داریم ،B و A عملگر دو برای اینجا در
.[A, (A۲)†] = ۰

برقرارند: زیر های عبارت آنگاه A(A۲)† = (A۲)†A که طوری به باشد بسته بردی دارای A ∈ L(H) کنید فرض .۱ .۲ قضیه

است: زیر صورت به A† عملگر ماتریسی نمایش .۱

A† =
[

A†۱ A†۳
۰ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
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است آمده زیر صورت به A عملگر ماتریسی نمایش از A۳ و A۱ که

A =
[

A۱ ۰
A۳ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
.R(A) = R(A۱) ⊕ R(A۳) .۲

است: زیر صورت به (A۲)† عملگر ماتریسی نمایش .۳

(A۲)† =
[

(A۲
۱)† ۰

۰ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
.

(A۲)†A = (|A|A)†|A| .۴

R(A۲) = R((A۲)∗) = R((A۱)∗) = R((A†A۲)∗) .۵

.A†A۲A† = PR(A۱) و [A†A, AA†] = ۰ .۶

(A∗A)† = (A∗A†A۲)† + ((۱ − A†A)A)∗A)† .۷

[A, (|A|A)†|A|] = ۰ .۸

A†An = An−۱ داریم n ≥ ۳ برای .۹

.(A†)n−۲An = A۲ داریم n ≥ ۳ برای .۱۰

گیریم می نظر در زیر صورت به ۱ .۱ لم به توجه با را A عملگر ماتریسی نمایش اثبات.

A =
[

A۱ ۰
A۳ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
صورت این در که

A† =
[

F−۱
۱ A∗۱ F−۱

۱ A∗۳
۰ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
(۱ .۲)

.F = A∗۱A۱ + A∗۳A۳ ∈ L(R(A∗)) آن در که
آید: می بدست زیر صورت به نیز را (A۲)† عملگر ماتریسی ]نمایش

A۲
۱ ۰

A۳A۱ ۰

]†
=

 ((A۲
۱)∗A۲

۱ + (A۳A۱)∗A۳A۱
)†

(A۲
۱)∗
(
(A۲

۱)∗A۲
۱ + (A۳A۱)∗A۳A۱

)†
A∗۱A∗۳

۰ ۰

 (۲ .۲)
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داریم زیر صورت به
(
(A۲

۱)∗A۲
۱ + A∗۱A∗۳A۳A۱

)†
عبارت محاسبه با ))که

A۲
۱

)∗
A۲

۱ + A∗۱A∗۳A۳A۱
)†
=
(
A∗۱
(
A∗۱A۱ + A∗۳A۳

)
A۱
)†

=
(
A∗۱FA۱

)†
.

بنابراین

(A۲)† =

 (A∗۱FA۱
)†

(A۲
۱)∗
(
A∗۱FA۱

)†
A∗۱A∗۳

۰ ۰

 , (۳ .۲)

A(A۲)† =

 A۱
(
A∗۱FA۱

)†
(A۲

۱)∗ A۱
(
A∗۱FA۱

)†
A∗۱A∗۳

A۳
(
A∗۱FA۱

)†
(A۲

۱)∗ A۳
(
A∗۱FA۱

)†
A∗۱A∗۳

 , (۴ .۲)

(A۲)†A =

 (A∗۱FA۱
)†

(A۱)∗F ۰
۰ ۰

 . (۵ .۲)

زیر صورت به (۲ .۲) بازنویسی با آنگاه A(A۲)† = (A۲)†A ]چون
A۲

۱ ۰
A۳A۱ ۰

]†
=

 (A∗۱F
۱
۲ F

۱
۲ A۱
)†

A∗۱F
۱
۲ F−

۱
۲ A∗۱

(
A∗۱F

۱
۲ F

۱
۲ A۱
)†

A∗۱F
۱
۲ F−

۱
۲ A∗۳

۰ ۰


=

 (F ۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۱

(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۳

۰ ۰

 . (۶ .۲)

داریم نظیر به نظیر عملگرهای ماتریس نوشتن با و

A
(
A۲
)†
=
(
A۲
)†

A[
A۱ ۰
A۳ ۰

]  (F ۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۱

(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۳

۰ ۰

 =  (F ۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۱

(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۳

۰ ۰

 [ A۱ ۰
A۳ ۰

]
 A۱
(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۱ A۱

(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۳

A۳
(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۱ A۳

(
F

۱
۲ A
)†

F−
۱
۲ A∗۳

 =
 (F ۱

۲ A۱
)†

F
۱
۲ ۰

۰ ۰


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بنابراین

A۱
(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۱ =

(
F

۱
۲ A۱
)†

F
۱
۲ (۷ .۲)

A۱
(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۳ = ۰ (۸ .۲)

A۳
(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۱ = ۰ (۹ .۲)

A۳
(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۳ = ۰ (۱۰ .۲)

داریم یکدیگر با آنها جمع و (۱۰ .۲) و (۸ .۲) معالات در چپ طرف از ترتیب به A∗۳ و A∗۱ ضرب با اکنون

F
(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۳ = ۰

که دهد می نتیجه F پذیری وارون

(
F

۱
۲ A۱
)†

F−
۱
۲ A∗۳ = ۰ =⇒ A۳F−

۱
۲
(
(F

۱
۲ A۱)∗

)†
= ۰ (۱۱ .۲)

که دهد می نتیجه (۱۱ .۲) معادله

R

((
(F

۱
۲ A۱)∗

)†)
= R
(
(F

۱
۲ A۱)∗)∗

)
⊂ N(A۳F−

۱
۲ ) (۱۲ .۲)

بنابراین

A۳F−
۱
۲
(
F

۱
۲ A۱
)
= A۳A۱ = ۰ (۱۳ .۲)

داریم یکدیگر با آنها جمع و (۱۰ .۲) و (۹ .۲) معالات در راست طرف از ترتیب به A۳ و A۱ ضرب با طرفی از

A۳
(
F

۱
۲ A۱
)†

F
۱
۲ = ۰

که دهد می نتیجه F
۱
۲ پذیری وارون

A۳
(
F

۱
۲ A۱
)†
= ۰ (۱۴ .۲)

که دهد می نتیجه (۱۴ .۲) معادله

R

((
F

۱
۲ A۱
)†)
= R

((
F

۱
۲ A۱
)∗)
⊂ N(A۳) (۱۵ .۲)
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بنابراین

A۳
(
F

۱
۲ A۱
)∗
= A۳A∗۱F

۱
۲ = ۰ =⇒ A۳A∗۱ = ۰ (۱۶ .۲)

داریم AA∗ ماتریسی نمایش آوردن بدست و (۱۶ .۲) معادله بکاربردن با (۱)

(A∗)† = (AA∗)†A =

[
A۱A∗۱ ۰
۰ A۳A∗۳

]† [ A۱ ۰
A۳ ۰

]
=

[
(A۱A∗۱)† ۰
۰ (A۳A∗۳)†

] [
A۱ ۰
A۳ ۰

]
=

[
(A۱A∗۱)†A۱ ۰
(A۳A∗۳)†A۳ ۰

]
=

[
(A∗۱)† ۰
(A∗۳)† ۰

]
.

بنابراین

A† =
[

A†۱ A†۳
۰ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
(۱۷ .۲)

است. پذیر وارون و مثبت E = A†۱(A∗۱)† + A†۳(A∗۳)† = (A∗۱A۱)† + (A∗۳A۳)† ∈ L(R(A∗)) که جایی
آید. می بدست نتیجه AA∗ ماتریسی نمایش آوردن بدست و (۱۶ .۲) معادله بکاربردن با (۲)

که دهد می نتیجه (۱۳ .۲) معادله ، A۲ =

[
A۲

۱ ۰
A۳A۱ ۰

]
چون (۳)

(A۲)† =
[

(A۲
۱)† ۰

۰ ۰

]
:
[
R(A∗)
N(A)

]
→
[
R(A∗)
N(A)

]
داریم (۵ .۲) تساوی و (۳) قسمت از استفاده با (۴)

(A۲)†A =

[
(A۲

۱)†A۱ ۰
۰ ۰

]
=

 (A∗۱FA۱
)†

(A۱)∗F ۰
۰ ۰

 =  (F ۱
۲ A۱
)†

F
۱
۲ ۰

۰ ۰

 = (|A|A)†|A| (۱۸ .۲)

داریم (۱۸ .۲) معادله بکاربردن با (۵)

(A۲)†A۲ =

 (F ۱
۲ A۱
)†

F
۱
۲ A۱ ۰

۰ ۰


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که آورد بدست توان می

R((A۲)∗) = R((F
۱
۲ A۱)∗) = R((A۱)∗) = R(A∗A†A) = R((A†A۲)∗).

.R((A۲)∗) = R(A۲) که گرفت نتیجه توان می راحتی به طرفی از
داریم یکدیگر با آنها جمع و (۸ .۲) و (۷ .۲) معادلات در راست طرف از ترتیب به A۳ و A۱ ضرب با (۸)

A۱
(
F

۱
۲ A۱
)†

F
۱
۲ =
(
F

۱
۲ A۱
)†

F
۱
۲ A۱ (۱۹ .۲)

زیر صورت به A(|A|A)†|A| و (|A|A)†|A|A های عملگر ماتریسی نمایش نوشتن با

(|A|A)†|A|A =
 (F ۱

۲ A۱
)†

F
۱
۲ A۱ ۰

۰ ۰

 A(|A|A)†|A| =
 A۱
(
F

۱
۲ A۱
)†

F
۱
۲ ۰

۰ ۰

 (۲۰ .۲)

.A(|A|A)†|A| = (|A|A)†|A|A که گرفت نتیجه توان می
،F−۱A∗۳ = A†۳ و F−۱A∗۱ = A†۱ که گیریم می نتیجه (۱۷ .۲) و ۱ .۱ لم در (۴ .۱) ماتریسی نمایش تساوی به توجه با (۶)

داریم تساوی یک انتخاب با که

A∗۱ = FA†۱ =⇒ A∗۱ = (A∗۱A۱ + A∗۳A۳)A†۱ = A∗۱ + A∗۳A۳A†۱ =⇒ A∗۳A۳A†۱ = ۰ =⇒ A۳A∗۱ = ۰ (۲۱ .۲)

داریم یکدیگر با آنها جمع و معادلات این در چپ طرف از ترتیب به A۳ و A۱ ضرب با رو این از

A†۱A۱ + A†۳A۳ = ۱ (۲۲ .۲)

بنابراین

(A†A)(AA†) =
[

۱ ۰
۰ ۰

] [
A۱A†۱ ۰
۰ A۳A†۳

]
= (AA†)(A†A) = PR(A۱).

داریم (۲۱ .۲) و (۲۲ .۲) های رابطه از استفاده با (۷)

۱ = A†۱(A∗۱)†A∗۱A۱ + A†۳(A∗۳)†A∗۳A۳

= A†۱(A∗۱)†(A∗۱A۱ + A∗۳A۳) + A†۳(A∗۳)†(A∗۱A۱ + A∗۳A۳) = EF

بنابراین
F−۱ = E

عبارتی به
(A∗۱A۱ + A∗۳A۳)−۱ = (A∗۱A۱)† + (A∗۳A۳)†

شود: می حاصل زیر نتیجه عملگرها ماتریسی نمایش به توجه با

(A∗A)† = (A∗A†A۲)† + ((۱ − A†A)A)∗A)†.
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نوشت توان می n ≥ ۳ برای (۲۲ .۲) تساوی به توجه با (۹)

A†An =

[
A†۱ A†۳
۰ ۰

] [
A۱ ۰
A۳ ۰

] [
A۱ ۰
A۳ ۰

]n−۱

=

[
An−۱

۱ ۰
۰ ۰

]
= An−۱. (۲۳ .۲)

آید. می بدست مطلوب نتیجه راست طرف از A و چپ طرف از A† ضرب با .A†A۳ = A۲ داریم (۹) به توجه با (۱۰)
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