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چکیده
توان می را ،X باناخ فضای روی خطی عملگرهای از T = {T (t)}t≥۰ گروه ‑نیم C۰ هر
نقطه، یک مدار ی مطالعه به مقاله این در گرفت. نظر در دینامیکی سیستم یک عنوان به
T = {T (t)}t≥۰ نیمگروه −C۰ اولیه شرایط به نسبت حساسیت و هم پیوستگی مفاهیم

که کنیم می فرض پرداخت. خواهیم X باناخ فضای روی خطی عملگرهای از

KT (x) = {y|tix→ y, {ti} ⊆ R+ شبکه یک برای }
LT (x) = {y|tix→ y, ti → ∞ برای }
JT (x) = {y|tixi → y, ti → ∞, xi → x}
AT (x) = {y : tixi → y, ti ≥ ۰, xi → x}

ثابت باشند. برایر توانند نمی فوق های مجموعه دهد می نشان که زنیم می مثالهایی
وفقط اگر JT (x) = X JT.همچنین (x) = AT (x) آنگاه x ∈ JT (x) اگر کنیم می
نقطه x اگر .KT (x) = X اگر وفقط اگر LT (x) = X بعلاوه ،AT (x) = X اگر
ای نقطه چنین برای همچنین .−x ∈ JT (۰) آنگاه ۰ ∈ JT (x) و باشد تناوبی ی
N و M که X = M ⊕ N کنیم فرض .x + JT (۰) ⊆ JT (x) که کنیم می ثابت
که کنیم می ثابت . T (t)N ⊆ N و T (t)M ⊆ M و بوده X ی بسته زیرفضای
.y۱ ∈ AT |N(x۱) و y۰ ∈ AT |M(x۰) آنگاه ،y۰ ⊕ y۱ ∈ AT (x۰ ⊕ x۱) اگر
که .AT (x) ∩ M = AT |M(x) و KT (x) = KT |M(x) آنگاه ،x ∈ M اگر همچنین
و هم پیوستگی مفاهیم برای معادل شرایط ادامه AT.در (.) ∈ {KT (.), JT (.), AT (.)}
همچنین پرداخت خواهیم خطی عملگرهای از C۰‑نیمگروه برای اولیه شرایط به حساسیت
T = {T (t)}t≥۰ آنگاه JT (x) = X اینکه یا و LT (x) , JT (x) اگر کنیم می ثابت

. بود خواهد حساس اولیه شرایط به نسبت
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مقدمه .۱

یا خطی و X حالت فضای بعد دوعامل به شدید وابستگی ، X برداری فضای روی T : X → X سیستم دینامیک
عملگر چنین دینامیک باشد، X البعد متناهی فضای روی خطی عملگر T : X → X که حالتی در دارد. T بودن غیرخطی
البعد، متناهی فضای روی خطی عملگر برای واقع در شد. خواهد مشخص آن به نظیر ماتریس ی ویژه مقادیر توسط خطی
متناهی فضای روی خطی عملگر هر پایدار ساختارا و پایدار توپولوژیکی طور به زنی، سایه انواع انبساطی، های دینامیک
واحد دایره بر غیرواقع آن، به نظیر ی ویژه مقادیر که است عملگری هذلولوی عملگر .[۸] معادلند عملگر بودن هذلولی با البعد

باشد.
چگال و باز ی مجموعه تشکیل ،X البعد متناهی فضای روی هذلولوی پیوسته خطی عملگرهای ی مجموعه اینکه جالب
در ۲ .۵ گزاره بنابر که است توضیح به لازم دهد. می X فضای روی پذیر معکوس پیوسته خطی عملگرهای ی همه فضای در
مجموعه تشکیل دایره، بر واقع غیر ی ویژه مقادیر با X فضای روی پذیر معکوس پیوسته خطی عملگرهای ی مجموعه [۱]
است شده داده نشان [۲] منبع در اما دهد می X فضای روی پذیر معکوس پیوسته خطی عملگرهای ی همه فضای در باز ی

نباشد. چگال مجوعه این است ممکن نباشد البعد متناهی X اگر که
دینامیکی سیستم یک تناوبی نقاط مجموعه پیداکردن دینامیکی، های سیستم در محققین علاقه مورد موضوعات از یکی
البعد متناهی فضای روی فراوانی غیرخطی عملگرهای باشد. می آن بودن پیچیده ی نشانه مجموعه، این بودن چگال و است
دارای تواند نمی البعد، متناهی فضای روی خطی عملگر یک اما باشند. می چگال انها تناوبی نقاط ی مجموعه که دارند وجود
X مختلط برداری فضای روی T خطی عملگر برای تناوبی ی نقطه ،v ∈ X بردار زیرا باشد، تناوبی نقاط از چگال مجموعه

باشد. یک شعاع به دایره روی ویژه مقادیر با ویژه بردار متناهی تعداد خطی ترکیب v اگر فقط و اگر است
تشکیل ، {T n(x) : n ∈ N} یعنی x ی نقطه مدار باشد، چگال T : X → X خطی عملگر تحت x ∈ X مدار هرگاه
با غیرصفر بردار وجود یعنی ،T : X → X عملگر بودن ابردوری برای بنابراین داد. خواهد X در مستقل ی مجموعه

گرفت: نظر در را زیر حالات توان می مدارچگال،

دهد. می نتیجه را چگال مدار وجود عدم ، T : X → X سیستم بودن خطی و X حالت فضای متناهی بعد •

T : X → X بودن غیرخطی دهد می نتیجه T : X → X برای چگال مدار وجود و X متناهی بعد •

اینکه یا است خطی غیر T و البعد متناهی فضای X که دهد می نتیجه T : X → X سیستم برای چگال مدار وجود •
است. پذیر جدایی و البعد نامتناهی X

عملگرهای مثال عنوان به است، فضا بودن البعد نامتناهی ی دهنده نشان فضا، یک روی ابردوری عملگر وجود بنابراین
D : H(C)→ H(C) مشتق وعملگر Ta f (z) = f (z+a) ی ضابطه با Ta : H(C)→ H(C) انتقال عملگر مانند خطی
.[۹ ،۵] باشند، می ابردوری عملگرهای از هایی مثال ،H(C) پذیر مشتق مختلط توابع فضای روی D( f ) = f ′ ی ضابطه با
عملگرهای بنابراین است، البعد متناهی X که دهد می نتیجه X فضای روی پذیر ومعکوس فشرده عملگر وجود اینکه به توجه با

باشند. ابردوری توانند نمی پذیر ومعکوس فشرده
روی T : H → H ابردوری خطی عملگر درواقع دارند، دینامیکی سیستمهای در مهمی بسیار نقش ابردوری عملگرهای
دارد وجود X فشرده متریک فضای روی f : X → X پیوسته نگاشت هر برای که بطوری دارد وجود H هیلبرت فضای
وجود اینکه یعنی باشند، می مزدوج (Y,T |Y) و (X, f ) دوسیستم که طوری به T (Y) ⊆ Y شرط با Y ⊆ H فشرده مجموعه

.[۶] ، h ◦ f = T |Y ◦ h که بطوری h : X → Y همسانریختی دارد
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باشد. چگال T : X → X عملگر تحت ان مدار که باشد x ∈ X بردارهای ی همه ی مجموعه HC(T ) کنیم فرض
که ساخت توان Tمی : X → X مانند عملگری ، X پذیر تفکیک باناخ فضای هر روی که کند می ثابت [۳] در انصاری
عملگرهای ی مجموعه بنابراین باشد. می یک از بزرگتر نرم دارای HC(T ) , ∅ با T : X → X عملگر هر .HC(T ) , ∅
چگال X روی عملگرهای همه فضای در تواند نمی نرم‑توپولوژی ،با HC(T ) , ∅ که T مانند عملگری یعنی ابردوری،
ی باضابطه ، L(X) → X اینکه یعنی باشد، قوی عملگر توپولوژی L(X)روی شده گرفته درنظر توپولوژی اگر اما باشد.

شود. می چگال L(X) در دوری ابر عملگرهای مجموعه آنگاه باشد، پیوسته ،x ∈ X ی همه برای T 7→ T (x)
است بازگشتی مفهوم شد، معرفی پوانکاره و بیرخوف توسط بار اولین که دینامیکی، های سیستم مهم مفاهیم از دیگر یکی
حالت، فضای در چگال مدار با ی نقطه هر چند هر گشت. خواهد باز خود مجاورت به ان مدار که شود می گفته ای نقطه به و
ی ضابطه با T : l۲(N) → l۲(N) عملگر مثال عنوان به نیست، برقرار ان عکس ولی باشد می بازگشتی ی نقطه یک
نیست. ابردوری عملگر این ولی باشد می e۱ مانند بازگشتی ی نقطه دارای ،n ≥ ۲ ی همه برای T (en) = ۰ و T (e۱) = e۱

از مداری شبه توسط کار این اگر اما گشت. برخواهد آن نزدیک به دلخواه چقدر هر ، آن مدار بازگشتی، ی نقطه یک برای
است واضح شود. می نامیده T : X → X سیستم برای بازگشتی‑زنجیری ی نقطه را x ∈ X ی نقطه آنگاه شود، انجام x نقطه
بنابراین باشد. زنجیری بازگشتی‑ ی نقطه تواند می بازگشتی ی نقطه هر و است بازگشتی هرنقطه، ابردوری عملگرهای در که
باعث زنی، سایه مانند هایی دینامیک وجود البته بود. خواهند بازگشتی‑زنجیری حالت، فضای نقاط همه دوری عملگرهای در
باشد. ابردوری سیستم این اگر وفقط اگر باشند می بازگشتی‑زنجیری نقاط ی همه دینامیک، این با هایی سیستم در که شود می

عملگرها از گروه نیم −C۰ یک را X توپولوژیکی برداری فضای روی خطی عملگرهای از T = {T (t)}t≥۰ ی خانواده
که: درصورتی خوانیم

T (۰) = idX .۱

t, s ≥ ۰ ی همه برای T (t + s) = T (t) ◦ T (s) .۲

باشد. پیوسته t 7→ T (t)(x) باضابطه T (.)x : R+ → X نگاشت x ∈ X هر برای .۳

φ : [۰,∞)×X نگاشت→ اگر زیرا گرفت، نظر در دینامیکی سیستم یک توان می را ،T = {T (t)}t≥۰ نیمگروه −C۰ هر
یک φ : [۰,∞) × X → X ، [۱۱] دوم فصل در ۱ .۳ .۲ ی نتیجه بنابر آنگاه شود، تعریف φ(t, x) = T (t)x بوسیله X

بود. خواهد پیوسته گروه نیم عمل
گروه نیم −C۰ برای اولیه شرایط به نسبت حساسیت و هم پیوستگی مفاهیم و نقطه یک مدار ی مطالعه به مقاله، این در

است. شده تشکیل بخش ۴ از مقاله این واقع در پرداخت، خواهیم {T (t)}t≥۰

که کنیم می فرض T = {T (t)}t≥۰ خطی عملگرهای از گروه نیم −C۰ برای ۲ بخش در

LT (x) = {y|tix→ y, ti → ∞ برای }
JT (x) = {y|tixi → y, ti → ∞, xi → x}
AT (x) = {y : tixi → y, ti ≥ ۰, xi → x}

است: زیر صورت به فوق مفاهیم بین ی رابطه

LT (x) ⊂ KT (x)
∩ ∩

JT (x) ⊂ AT (x)
(۱ .۱)
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اگر که کنیم می ثابت ۵ .۲ قضیه در نیست. برقرار فوق ی رابطه شمولهای عکس که میدهد نشان ۴ .۲ و ۱ .۲ مثالهای
،AT (x) = X اگر وفقط اگر JT (x) = X که کنیم می ثابت ۶ .۲ قضیه در JT.همچنین (x) = AT (x) آنگاه x ∈ JT (x)
قضیه در و پرداخت خواهیم x تناوبی ی نقطه مدار ی مطالعه به درادامه .KT (x) = X اگر وفقط اگر LT (x) = X بعلاوه
ثابت ای نقطه چنین برای همچنین .−x ∈ JT (۰) آنگاه ۰ ∈ JT (x) و باشد تناوبی ی نقطه x اگر دهیم می نشان ۱۱ .۲

.x + JT (۰) ⊆ JT (x) که کنیم می
۱۳ .۲ قضیه در . T (t)N ⊆ N و T (t)M ⊆ M و بوده X ی بسته زیرفضای N و M که X = M ⊕ N کنیم فرض
آنگاه ،x ∈ M اگر همچنین .y۱ ∈ AT |N(x۱) و y۰ ∈ AT |M(x۰) آنگاه ،y۰ ⊕ y۱ ∈ AT (x۰ ⊕ x۱) اگر که کنیم می ثابت

.AT (.) ∈ {KT (.), JT (.), AT (.)} که .AT (x) ∩ M = AT |M(x) و KT (x) = KT |M(x)
پرداخت. خواهیم T = {T (t)}t≥۰ خطی عملگرهای از نیمگروه −C۰ برای هم پیوستگی مفهوم ی مطالعه به ، ۳ بخش در
باشد داشته وجود ϵ > ۰ و p ∈ X هر برای که صورتی در خوانیم همپیوسته را T = {T (t)}t≥۰ نیمگروه −C۰ واقع در

ان در که Bδ(p) ⊂ ΓϵT (p) که طوری به δ > ۰

ΓδT (x) = {y : ‖T (t)y − T (t)x‖ ≤ δ;∀t ≥ ۰}

نمی عملگر این خود ولی باشند می همپیوسته ،X نقاط از چگال ی مجموعه یک در که دارند وجود غیرخطی عملگرهای
ΓδT (x) = ی رابطه به توجه با ،T = {T (t)}t≥۰ خطی عملگرهای از نیمگروه −C۰ برای که حالی در باشد. همپیوسته تواند
قضیه بر بنا داد. خواهد نتیجه را خطی عملگر خود هم پیوستگی ، x = ۰ نقطه در هم پیوستگی که گفت توان می x + ΓδT (۰)
داشته وجود ϵ > ۰ هر برای اگر که دهیم می نشان ۲ .۳ قضیه در شد. خواهد حفظ مزدوجی تحت هم پیوستگی مفهوم ۱ .۳

ان در که است همپیوسته T = {T (t)}t≥۰ آنگاه int(AN
T (ϵ) , ∅ که N > ۰ باشد

AN
T (ϵ) := {x|‖T (x)x‖ < ϵ

۴
;∀t ≥ N}.

قضیه در ،R+ = K + H که بطوری باشد داشته وجود K مانند ای فشرده ی مجموعه R+ از H گروه زیر برای کنیم فرض
باشد. همپیوسته {T (t) : t ∈ H} اگر فقط و اگر است همپیوسته T = {T (t)}t≥۰ که کنیم می ثابت ۳ .۳

نیم گروه واقع در است. اولیه شرایط به نسبت خطی عملگرهای از نیمگروه −C۰ حساسیت مفهوم ی مطالعه به ۴ بخش در
x ∈ X هر برای که باشد داشته وجود c > ۰ هرگاه است اولیه شرایط به حساس X فضای روی عملگرها از T = {T (t)}t≥۰
c > ۰ مقدار هرگاه .‖T (t)x − T (t)y‖ > c که باشند داشته وجود t > ۰ و ‖x − y‖ < ϵ با y ∈ X بتوان ϵ > ۰ هر و
غیرخطی عملگرهای T = {T (t)}t≥۰ که حالتی در است. حساس x در T سیستم اینصورت در باشد، x نقطه ی به وابسته
T = {T (t)}t≥۰ سیستم خود اما باشد حساس اولیه شرایط به نسبت نقطه هر در T = {T (t)}t≥۰ که است ممکن باشد.
X فضای روی خطی عملگرهای از T = {T (t)}t≥۰ که دهد می نشان ۱ .۴ قضیه نباشد. حساس اولیه شرایط به نسبت

باشد. حساس اولیه شرایط به نسبت x = ۰ در T = {T (t)}t≥۰ هرگاه است اولیه شرایط به حساس
x ∈ HC(T (t)) آنگاه ،x ∈ X ابردوری بردار با باشد ابردوری نیمگروه −C۰ ، {T (t)}t≥۰ هرگاه در ۲ .۲ قضیه بر بنا
HC(T (t)) بیرخوف، تعدی قضیه بر بنا ،T = {T (t)}t≥۰ ابردوری نیمگروه −C۰ هر برای بنابراین .t ≥ ۰ ی همه برای
V = {x : ||x|| > ۲} ، U = {x : ||x|| < ϵ} باز های مجموعه برای بنابراین باشد. می چگال X در ،t > ۰ ی همه برای
هر که دهد می نتیجه این و .T (t)U ∩ V , ∅ که t ∈ ([۰,∞) − K) دارد وجود ،K ⊆ [۰,∞) فشرده ی مجموعه و
−C۰ از مثالهای ارایه به بخش ادامه در باشند. می حساس اولیه شرایط به نسبت خطی، عملگرهای از ابردوری نیمگروه −C۰
.۵ .۴ و ۲ .۴ مثالهای ببینید پرداخت، خواهیم باشند، می حساس اولیه شرایط به نسبت که خطی عملگرهای از ها نیمگروه
اولیه شرایط به نسبت حساسیت معادل supt≥۰ ||T (t)|| = ∞ شرط یا و بیکران مدار وجود که کنیم می ثابت ۶ .۴ قضیه در
JT (x) = X اینکه یا و LT (x) , JT (x) اگر کنیم می ثابت همچنین بود. خواهد خطی عملگرهای از C۰‑نیمگروه برای

.۹ .۴ و ۷ .۴ های قضیه ببینید بود، خواهد حساس اولیه شرایط به نسبت T = {T (t)}t≥۰ آنگاه
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خطی عملگرهای از نیمگروه −C۰ در نقطه یک مدار ی مطالعه .۲

φ نگاشت هرگاه خوانیم دینامیکی سیستم یک را X توپولوژیکی فضای روی φ : R+ × X → X ی پیوسته نگاشت
باشد: زیر شرایط دارای

،x ∈ X ی همه برای φ(۰, x) = x •

.x ∈ X ی همه و t۰, t۱ ∈ R+ همه برای φ(t۰, φ(t۱, x)) = φ(t۰ + t۱, x) •

−C۰ یک را T = {T (t)}t≥۰ باشد. X فضای روی خطی عملگرهای از خانواده یک T = {T (t)}t≥۰ کنیم فرض
یک φ(t, x) = T (t)x ضابطه با φ : R+ × X → X نگاشت هرگاه خوانیم X فضای روی خطی عملگرهای از نیمگروه
صورت به و داده نمایش OT (x) نماد با T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای x ∈ X نقطه ی مدار باشد. دینامیکی سیستم

می شود تعریف زیر
OT (x) = {T (t)x|t ≥ ۰}

واقع در دهیم نمایش KT (x) نماد با را OT (x) مدار بستار

KT (x) = {y|tix→ y, {ti} ⊆ R+ شبکه یک برای }

کنیم فرض همچنین

LT (x) = {y|tix→ y, ti → ∞ برای }
JT (x) = {y|tixi → y, ti → ∞, xi → x}
AT (x) = {y : tixi → y, ti ≥ ۰, xi → x}

بررسی را زیر تساوی های درستی می توان براحتی دهیم نمایش KR+ با را R+ فشرده های مجموعه زیر تمام گردایه هرگاه
کرد

LT (x) =
∩
{(R+ − K)x : K ∈ KR+}

JT (x) =
∩
{(R+ − K)U : K ∈ KR+ ,U ∈ Ux}

AT (x) =
∩
{R+U : U ∈ Ux}

می کند بیان را فوق های مجموعه بین ارتباط زیر دیاگرام

LT (x) ⊂ KT (x)
∩ ∩

JT (x) ⊂ AT (x)
(۱ .۲)

نباشند. برقرار ۱ .۲ ی رابطه شمول های عکس است ممکن که می دهد نشان زیر های مثال

باشند زیر متر با [۰,∞) روی پیوسته مقدار حقیقی توابع فضای X = C۰([۰,∞)) کنید فرض .۱ .۲ مثال

f , g ∈ X همه ی برای ρ( f , g) = supa>۰ min{max
|x|≤a|
| f (x) − g(x)|, ۱

a
}
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کنیم. می تعریف T (t) f (x) = f (t + x) ی بوسیله را T (t) : X → X عملگر
JT ( f ) = C۰([۰,∞)) ، f ∈ C۰([۰,∞)) هر برای .۲ .۲ ادعا

و ρ(h, f ) < ϵ که طوری به دارد وجود h ∈ X و t > N می دهیم نشان .N > ۰ و ϵ > ۰ و g ∈ X کنیم فرض
ρ(T (t)h, g) < ϵ

فضای [۰,∞) چون .K = [۰,N] و tK ∩ K = ϕ که می کنیم انتخاب طوری را t > N عدد N > ۱
ϵ
+ ۱ کنیم فرض

۱ تیتز، توسیع قضیه طبق است، نرمال
و ρ(h, f ) = ۰ < ϵ آنگاه .x ∈ t + K هر برای h(x) = g(x − t) و h|k = f |k که طوری به دارد وجود h ∈ X

.ρ(T (t)h, g) = ۰ < ϵ که می کند ایجاب این .T (t)h = g

.LT ( f ) , C۰([۰,∞)) آنگاه نباشد، پوشا f ∈ C۰([۰,∞)) اگر .۳ .۲ ادعا
هر برای آنگاه g(x) = x + α + ۱ اگر می گیریم. نظر در را α < f ([۰,∞)) عدد نیست. پوشا f ∈ X کنیم فرض

.g < LT ( f ) لذا ρ(T (t)h, g) > ϵ که داریم ،ϵ < ۱
۲ و t > ۱

AT (x) − JT (x) , ∅ کلی حالت در که دهد می نشان زیر مثال

سادگی به می توان x ∈ X برای .T (t)x = e−tx و X = ℓ۲(R) = {(xn)n∈N|
∑∞

n=۱ |xn|۲ < ∞} کنیم فرض .۴ .۲ مثال
−C۰ برای بنابراین .T (tn)xn → ۰ آنگاه xn → ∞ و tn → ∞ اگر طرفی از .{T (t)x|t > ۰} ⊆ Aτ(x) که کرد مشاهده
{T (t)x|t > ۰} ⊆ A(x) که حالی در Jτ(x) = {۰} که داریم T (t)x = e−tx ضابطه ی با ℓ۲(R) روی τ = {T (t)}t≥۰ نیم گروه

.Aτ(x) − Jτ(x) , ϕ يعنی

آنگاه AT (x)− JT (x) , ∅ اگر که دهیم می نشان زیر قضیه در است، x < Jτ(x) که دید توان می براحتی ۴ .۲ مثال در
.x < Jτ(x)

،X روی پیوسته  و خطی عملگرهای از T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای .۵ .۲ قضیه

x ∈ JT (x)⇒ JT (x) = AT (x). (۲ .۲)

که طوری به t > N عدد دارد وجود می کنیم ثابت باشد. شده داده N > ۰ و ϵ > ۰ ،y ∈ AT (x) کنیم فرض اثبات.
.T (t)Bϵ(x) ∩ Bϵ(y) , ϕ

.Bϵ(x) ∩ T (s)−۱Bϵ(y) , ϕ بنابراین .T (s)Bϵ(x) ∩ Bϵ(y) , ϕ که طوری به S > ۰ دارد وجود ،y ∈ AT (x) بنابر
.x ∈ W ⊂ Bϵ(x) ∩ T (s)−۱Bϵ(y) که کرد پیدا W مانند x از بازی مجموعه ی می توان است پیوسته T (s) چون

عبارتی به T (t۰)W ∩W , ϕ که t۰ > N دارد وجود N > ۰ عدد و x از W باز مجموعه برای ،x ∈ JT (x) بنابر
که می دهد نتیجه این و W ′ ⊂ T (t۰)−۱W بنابراین .W ′ = T (t۰)−۱W ∩W , ϕ

T (t۰ + s)W ′ ⊆ T (t۰ + s)(T (t۰)−۱W)
⊆ T (s)W ⊆ Bϵ(y)

که داشت خواهیم پس W ′ ⊆ Bϵ(x) طرفی از

T (t۰ + s)Bϵ(x) ∩ Bϵ(y) , ϕ

.t = t۰ + s > N و

1Theorem Extension Tietze
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دراینصورت باشد. X باناخ فضای روی پیوسته خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ Tیک = {T (t)}t≥۰ کنیم فرض .۶ .۲ قضیه

،JT (x) = X اگر فقط و اگر AT (x) = X •

.KT (x) = X اگر فقط و اگر LT (x) = X •

.A = {K, L, J, A} که T (x)A(x) ⊆ A(x) که داشت خواهیم t ≥ ۰ همه ی برای •

شود. مراجعه [۴] در ۲ .۲ گزاره به اثبات.

می دهیم قرار ،A, B ⊂ R+ برای

A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}
A−۱ + B = {t : a + t ∈ B که طوری به a ∈ A دارد وجود }.

.R+ = K−۱+B که طوری به باشد داشه وجود R+ از K فشرده مجموعه زیر یک اگر خوانیم، ربطی را B ⊂ R+ زیرمجموعه ی
.R+ = K + B که طوری به دارد وجود R+ از K فشرده زیرمجموعه ی هرگاه خوانیم ربطی −g را B همچنین

باشد. ربطی −g مجموعه ی B اگر فقط و اگر است ربطی مجموعه ی ۰ ∈ B شرط با B ⊂ R+ مجموعه ی زیر هر .۷ .۲ لم

شود. مراجعه [۱۰] در ۴ .۲ گزاره به اثبات.

پرداخت. خواهم عملگردها T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای متناوب نقطه ی یک تعریف ادامه در

آن ساز پایدار اگر می شود نامیده متناوب T = {T (t)}t≥۰ خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ در x ∈ X نقطه ی .۸ .۲ تعریف
. باشد R+ از ربطی نیم گروه S tab(x) = {t : T (t)x = x}

داریم را زیر نتیجه ۷ .۲ لم طبق ،۰ ∈ S tab(x) چون

باشد. ربطی −g اگر فقط و اگر است ربطی S tab(x) پایدارساز .۹ .۲ نتیجه

باضابطه ی R+ × X → X نگاشت ،X باناخ فضای روی خطی عملگرهای از T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای
خانواده یک تشکیل {T (t)|t ∈ K} ، K ⊆ [۰,∞) ی فشرده ی مجموعه هر برای بنابراین است پیوسته (t, x) 7→ T (t)x

می شود. حاصل زیر لم بنابراین می دهد. هم پیوسته

مجموعه در دنباله یک {kn} و xn → ۰ اگر X روی خطی عملگرهای از T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای .۱۰ .۲ لم
.T (kn)xn → ۰ آنگاه باشد R+ از K فشرده

اینصورت در باشد. τ = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای متناوب نقطه ی x کنیم فرض .۱۱ .۲ گزاره

،۰ ∈ JT (x)⇒ −x ∈ JT (۰) .۱

.x + JT (۰) ⊆ JT (x) .۲
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T (tn)xn → و xn → x که طوری به {tn} و {xn} دنباله های دارند وجود بنابراین .۰ ∈ JT (x) و کنیم فرض .۱ اثبات.
.R+ = K−۱+S tab(x) که طوری به R+ در K فشرده مجموعه دارد وجود است، ربطی مجموعه ی S tab(x) چون .۰

.tn + kn = rn که طوری به kn ∈ K و rn ∈ S tab(x) دارند وجود tn ∈ R+ هر برای
بنابراین .T (kn + tn)xn → ۰ یعنی T (kn)(T (tn)xn)→ ۰ که گفت می توان ۱۰ .۲ لم بنابر ،T (tn)xn → ۰ چون
نیم گروه −C۰ برای متناوب نقطه ی x اگر که دهد می نتیجه این و T (rn)(xn − x) → −x پس .T (rn)xn → ۰

−x ∈ JT (۰) آنگاه ۰ ∈ JT (x) و باشد T = {T (t)}t≥۰

.x + JT (۰) ⊆ JT (x) دهیم می نشان باشد. T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای متناوب نقطه ی x فرض کنیم .۲

دنباله یک و tn → ∞ که طوری به دارد وجود {tn} ⊂ [۰,∞) صعودی اکیداً دنباله یک .y ∈ x+ JT (۰) کنیم فرض
K فشرده مجموعه ی یک است متناوب x چون .T (tn)xn → y − x و xn → ۰ که طوری به دارد وجود X در {xn}
به دارند وجود rn ∈ S tab(x) و kn ∈ K ،tn ∈ R+ هر برای R+ = k + S tab(x) که طوری به دارد وجود R+ از

بنابراین .rnx = x اما .knxn → ۰ ،۱۰ .۲ لم طبق .xn → ۰ چون .tn = rn + kn که طوری

lim
n→∞

rn(xn + x) = lim
n→∞

rnxn + x + lim
n→∞

rnxn = lim
n→∞

(tnxn + x) = y

.y ∈ JT (x) یعنی rn(xn + x)→ y و xn + x→ x که می دهد نشان این

بنا بنابراین .x ∈ JT (x) داشت خواهیم ،T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ در x تناوبی نقطه ی هر برای اینکه به توجه با
می شود. حاصل زیر نتیجه ،۱۱ .۲ گزاره همراه به این و ،JT (x) = AT (x) که گفت می توان ،۵ .۲ قضیه بر

.x+ AT (۰) ⊆ AT (x) اینصورت در باشد. T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای تناوبی نقطه ی x کنیم فرض .۱۲ .۲ نتیجه

اگر فقط و اگر Px = a بوسیله P : X → M اگر باشد. بسته فضای زیر N و M که X = M ⊕ N کنیم فرض
همچنین است. P۲ = P خاصیت با کراندار خطی عملگر P آنگاه ،x = a ⊕ b

‖a‖ = ‖Px‖ ≤ ‖P‖‖x‖
‖b‖ = ‖(I − P)x‖ ≤ ‖(I − P)‖‖x‖

که داشت خواهیم x = a ⊕ b با x ∈ X هر برای اینصورت در β = max{‖P‖, ‖I − P‖} کنیم فرض

‖a‖ ≤ β‖x‖
‖b‖ ≤ β‖x‖

.yn → y و xn → x آنگاه xn ⊕ yn → x ⊕ y اگر بنابراین
و M که X = M ⊕ N و باشد X باناخ فضای روی خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ یک T = {T (t)}t≥۰ کنیم فرض
کنیم تجدید M مجموعه ی به را T (t) خطی عملگرهای که حالتی در .T (t)N ⊆ N و T (t)M ⊆ M بسته، فضاهای زیر N

می کنیم. استفاده T |N = {T (t)|N} نماد نیز N حالت در می دهیم. نمایش T |M = {T (t)|M}t≥۰ نماد با آنرا
که دارند وجود R+ در {tn} و X در {pn ⊕ qn} دنباله ی اینصورت در .y۰ ⊕ y۱ ∈ JT (x۰ ⊕ x۱) کنیم فرض
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رابطه ی به توجه با T (tn)(pn ⊕ qn)→ y۰ ⊕ y۱ و pn ⊕ qn → x۰ ⊕ x۱

‖pn − x۰‖ ≤ β‖pn ⊕ qn − x۰ ⊕ x۱‖
‖qn − x۱‖ ≤ β‖pn ⊕ qn − x۰ ⊕ x۱‖
‖T (tn)pn − y۰‖ ≤ β‖T (tn)(pn ⊕ qn) − y۰ ⊕ y۱‖
‖T (tn)qn − y۱‖ ≤ β‖T (tn)(pn ⊕ qn) − y۰ ⊕ y۱‖

مشابه محاسبات با بنابراین .T (tn)qn → y۱ و qn → x۰ مشابه طور به ،T (tn)pn → y۰ و pn → x۰ که گفت می توان
شد. خواهد حاصل زیر، قضیه ی

X = M⊕N و باشد X باناخ فضای روی خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ یک T = {T (t)}t≥۰ کنیم فرض .۱۳ .۲ قضیه
اینصورت در T (t)N ⊆ N و T (t)M ⊆ M بسته، فضاهای زیر N و M که

y۱ ∈ KT |N(x۱) و y۰ ∈ KT |M(x۰) آنگاه y۰ ⊕ y۱ ∈ KT (x۰ + x۱) اگر .۱

y۱ ∈ JT |N(x۱) و y۰ ∈ JT |M(x۰) آنگاه y۰ ⊕ y۱ ∈ JT (x۰ + x۱) اگر .۲

y۱ ∈ AT |N(x۱) و y۰ ∈ AT |M(x۰) آنگاه y۰ ⊕ y۱ ∈ AT (x۰ + x۱) اگر .۳

KT (x) ∩ M = KT |M(x), .۴

.AT (x) ∩ M = AT |M(x) و JT (x) ∩ M = JT |M(x) ، KT (x) = KT |M(x) آنگاه x ∈ M اگر .۵

کرد. خواهیم نظر صرف آن اثبات از و است ساده زیر گزاره برهان

باشیم داشته T = {T (t)}t≥۰ نیمگروه −C۰ برای که طوری به باشد پیوسته عملگری S : X → X کنیم فرض .۱۴ .۲ گزاره
S (AT (x)) ⊆ AT (S (x)). که داشت خواهیم ،AT ∈ {KT , JT , AT } برای اینصورت در ،S T (t) = T (t)S

هم پیوسته های گروه نیم −C۰ .۳

به و x مرکز به ΓδT (x) دینامیکی گوی ،X دار نرم فضای روی خطی عملگرهای از T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای
می کنیم تعریف زیر صورت به را δ شعاع

ΓδT (x) = {y : ‖T (t)y − T (t)x‖ ≤ δ;∀t ≥ ۰}

که دید می توان براحتی

x + ΓδT (۰) = ΓδT (x) (۱ .۳)

T = C۰‑نیم گروه کرد. نظر اظهار نقاط سایر دینامیک مورد در می توان x = ۰ اطراف دینامیک مطالعه ی با بنابراین
Bδ(p).بنا ⊂ ΓϵT (p) که طوری به δ > ۰ باشد داشته وجود ϵ > ۰ هر برای هرگاه است هم پیوسته ،x = p در {T (t)}t≥۰

هم پیوسته x = ۰ در اگر فقط و اگر است هم پیوسته x = p در T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ گفت می توان (۱ .۳) رابطه بر
−C۰ آنگاه باشد هم پیوسته ،X فضای از نقطه یک در خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ هرگاه که می دهد نتیجه این و باشد.
هم پیوسته ،X نقاط از چگال مجموعه ی یک در که دارند وجود خطی غیر عملگرهای که حالی در . است هم پیوسته T نیم گروه
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وارون پذیر خطی تبدیل h : X → Y و باناخ فضاهای Y و X کنیم فرض باشد. هم پیوسته نمی تواند عملگر، خود ولی می باشند
hoT oh−۱ = {hoT (t)oh−۱}t≥۰ خانواده اینصورت در باشد. X روی خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ و T = {T (t)}t≥۰

δ > ۰ دارد وجود ،ϵ > ۰ هر برای که دید می توان براحتی می دهد. X فضای روی خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ تشکیل
که طوری به

h(ΓδT (۰)) ⊆ Γϵhoτoh−۱(۰) (۲ .۳)

می شود. حاصل زیر قضیه (۲ .۳) رابطه ی بنابر می باشند پوشا و یک به یک وارون پذیر، خطی تبدیل هر چون

T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ باشد پذیر وارون خطی تبدیل h : X → Y و باناخ فضاهای Y و X کنیم فرض .۱ .۳ قضیه
است. هم پیوسته hoT oh−۱ = {hoT (t)oh−۱}t≥۰ نیم گروه −C۰ اگر فقط و اگر است هم پیوسته ،X روی خطی عملگرهای از

باضابطه ی R+ × X → X نگاشت ،X باناخ فضای روی خطی عملگرهای از T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ برای
برای می دهد. هم پیوسته خانواده یک تشکیل {T (t)|t ∈ [۰,N]} ،N ∈ N هر برای بنابراین است پیوسته (t, x) 7→ T (t)x

می کنیم. تعریف زیر صورت به را AN
T (t) مجموعه ی ،T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ و N > ۰

AN
T (ϵ) := {x|‖T (x)x‖ < ϵ

۴
;∀t ≥ N}

T = نیم گروه −C۰ آنگاه ،int(AN
T (ϵ)) , ϕ که طوری به N > ۰ باشد داشته وجود ϵ > ۰ هر برای اگر .۲ .۳ قضیه

است. هم پیوسته {T (t)}t≥۰

باشد. دلخواهی مثبت عدد ϵ > ۰ کنیم فرض است هم پیوسته x = ۰ در T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ می کنیم ثابت اثبات.
تشکیل {T (t)|t ∈ [۰,N]} که گفت توان می ،(t, x) 7→ T (t)x باضابطه ی R+ × X → X نگاشت بودن پیوسته به نوجه با

که طوری به دارد وجود δ۰ > ۰ بنابراین می دهد. هم پیوسته خانواده یک

‖x‖ < δ۰ ⇒ ‖T (t)x‖ < ϵ
۴

∀t ∈ [۰,N] (۳ .۳)

که طوری به ۰ < δ < δ۰ دارد وجود بنابراین int(AN
T (ϵ)) , ϕفرض به بنا

‖x‖ < δ⇒ ‖T (t)x‖ < ϵ
۴

∀t ≥ N (۴ .۳)

اینکه یعنی می باشد هم پیوسته x = ۰ در T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ که می دهند نتیجه (۴ .۳) و (۳ .۳) روابط

‖x‖ < δ⇒ ‖T (t)x‖ < ϵ ∀t ≥ ۰

که طوری به دارد وجود K ⊆ R+ فشرده مجموعه ی اینکه یعنی باشد، ربطی −g فضای زیر H ⊆ R+ کنیم فرض
که طوری به δ > ۰ دارد وجود ϵ > ۰ هر برای که داد نشان می توان محاسبات اندکی با اینصورت در .R+ = H + K

ΓδT (۰,H) ⊂ ΓϵT (۰) (۵ .۳)

می دهد. نتیجه را زیر قضیه این و ΓδT (۰,H) = {x|‖T (h)x‖ < δ; h ∈ H} که
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خطی، عملگرهای از {T (t)}t≥۰ گروه نیم −C۰ اینصورت در باشد. R+ در ربطی −g فضای زیر H کنید فرض .۳ .۳ قضیه
است. هم پیوسته {T (t)|t ∈ H} خانواده اگر فقط و اگر است هم پیوسته

خطی عملگرهای از نیم گروه برای اولیه شرایط به نسبت حساسیت مفهوم .۴

دو این زمانی، گذشت از بعد که کرد پیدا بردار این به نزدیک کافی قدر به برداری بتوان بردار، هر برای سیستمی در اگر
فاصله ی از و گوییم اولیه شرایط به نسبت حساس سیستم سیستم، این به بگیرند، قرار یکدیگر از مشخص فاصله ی در بردار
X فضای روی عملگرها از T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ عبارتی به می شود. نامیده حساسیت ثابت عنوان به مشخص
‖x − y‖ < ϵ با y ∈ X بتوان ϵ > ۰ هر و x ∈ X هر برای که باشد داشته وجود c > ۰ هرگاه است اولیه شرایط به حساس

.‖T (t)x − T (t)y‖ < c که باشند داشته وجود t > ۰ و
{T (t)} که حالتی در است. حساس x در T سیستم اینصورت در باشد، x نقطه ی به وابسته c > ۰ مقدار هرگاه
سیستم خود اما باشد حساس اولیه شرایط به نسبت نقطه هر در T = {T (t)}t≥۰ که است ممکن باشد، غیرخطی عملگرهای
کاملا وضعیت خطی، عملگرهای حالت در که می دهد نشان زیر قضیه نباشد. حساس اولیه شرایط به نسبت T = {T (t)}t≥۰

است. متفاوت

موارد اینصورت در باشد X باناخ فضای روی خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ یک T = {T (t)}t≥۰ کنیم فرض .۱ .۴ قضیه
معادلند: زیر

است. حساس اولیه شرایط به نسبت T .۱

است. حساس اولیه شرایط به نسبت x = p ∈ X در T .۲

است. حساس اولیه شرایط به نسبت x = ۰ ∈ X در T .۳

فرض دارد. اولیه شرایط به حساس وابستگی τ آنگاه دارد، حساسیت x = ۰ که τ اگر که دهیم نشان است کافی اثبات.
که طوری به می گیریم نظر در را x = ۰ شامل V باز مجموعه باشد p شامل باز مجموعه یک U و s ≥ ۰ ،p ∈ X کنیم
t > s ،x = ۰ در T بودن حساس بر بنا پس است، همپیوسته {T (t); t ∈ [۰, s]} گردایه ی اینکه به توجه با .p + V ⊂ U

.p + y ∈ U لذا ‖T (t)y‖ > δ که دارد وجود y ∈ V و

را f نگاشت باشد. پذیر اندازه طرف دو از نگاشت f : X → X و متناهی −σ اندازہ فضای (X,
∑
, µ) کنیم فرض

مجموعه ی هر برای که طوری به باشد داشته وجود ۰ < c۱ ≤ c۲ < ۱ هرگاه می نامیم ضعیف انقباضی −µ شیتز لیپ نگاشت
،B اندازه پذیر

c۱µ(B) ≤ µ( f (B)) ≤ c۲µ(B) (۱ .۴)

قضیه طبق می کنیم. تعریف φ 7→ φo f ضابطه توسط ، ۱ ≤ p < ∞ که T f : LP(X,
∑
, µ) → LP(X,

∑
, µ) نگاشت

است. کراندار خطی عملگر T f که می کند ایجاب (۱ .۴) شرط [۱۱ .۲ ، [؟

نگاشت f و L۱(X,
∑
, µ) \L∞(X,

∑
, µ) , ϕ که باشد متناهی −σ اندازه فضای X = (X,

∑
, µ) کنیم فرض .۲ .۴ مثال

که طوری به باشد یک به یک ضعیف انقباضی −µ طرفه در شیتز لیپ

µ(
∩
k≥۱

f k(X)) , ۰

است. حساس φ 7→ φo f ضابطه ی با T f : LP(X,
∑
, µ)→ LP(X,

∑
, µ) آنگاه
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،L۱(X,
∑
, µ) \ L∞(X,

∑
, µ) , ϕ چون ϵ > ۰ کنید فرض است. T f برای حساس نقطه x = ۰ می دهیم نشان اثبات.

کنیم فرض باشد. A مشخصه تابع ۱A کنیم فرض ۰ < µ(A) < ϵ
۴ که طوری به دارد وجود A پذیر اندازه مجموعه ی

نامساوی طبق φ ∈ U ⊆ Bϵ(۰) هر برای باشد. δ < ۱
۲

√
µ(A)

۲ شعاع به و ۱A مرکز به باز گوی U ⊂ LP(X,
∑
, µ)

چپیشف،

µ({x ∈ A : |φ(x) − ۱| ≥ ۱
۲
}) ≤ ۲P

∫
A
|φ − ۱A|Pdµ

≤ (۲‖φ − ۱A‖P)P

< (۲δ)P <
µ(A)

۲

که می کنیم انتخاب طوری را k ∈ N طبیعی عدد µ(Aφ) ≥ µ(A)
۲ آنگاه Aφ = {x|φ(x)| ≥ ۱

۲ } اگر که می کند ایجاب این
است: یک به یک ضعیف انقباص −µ طرفه دو شیتز لیپ نگاشت f چون µ(A)

۲cx
۲
≥ ۲

µ( f −(k−۱)(A)) ≤ c۲µ( f −k(A))

می دهد نتیجه این µ( f −k(Aφ)) ≤ µ(Aφ)۲cx
۲

که داریم رابطه طبق

‖T k
fφ‖pp =

∫
|φo f k|pdµ ≥

∫
f −k(Aφ)

|φo f k|pdµ

≥ ۱
۲
µ( f −k(Aφ))

≥ µ(A)
۲cx

۲
≥ ۲

طوری به دارد وجود t > ۰ نامتناهی تعداد ،X از U غیرتهی باز مجموعه ی و ۰ ∈ X از W همسایگی برای کنیم فرض
وجود t > ۰ و z ∈ W مقادير U = {x ∈ X : ‖x‖ > δ} و W = {x ∈ X : ‖x‖ < ϵ} برای آنگاه .T (t)W ∩U , ϕ که

که: داریم لذا ‖T (t)z‖ > ۲ یعنی T (t)z ∈ U که طوری به دارند

W همسایگی هر برای هرگاه هستند حساس X باناخ فضای روی خطی عملگرهای از τ = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ .۳ .۴ لم
.T (t)W ∩ U , ϕ که طوری به باشد داشته وجود t > ۰ نامتناهی تعداد ،X از U غیرتهی باز مجموعه ی هر و ۰ ∈ X از

یک و X از Y چگال زیرمجموعه ی یک اگر می گیریم نظر در را X باناخ فضای از τ = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ .۴ .۴ گزاره
صورت به {S (t)}t≥۰ و T (t)oS (t) = Id ،t ≥ ۰ هر برای که طوری به باشد داشته وجود Y روی {S (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰

است. حساس τ آنگاه کند، میل صفر به نقطه ای

.S (t)y→ ۰ که داریم ،y ∈ Y∩U برای می گیریم. نظر در را X از U غیرتهی باز مجموعه و ۰ ∈ X از W همسایگی اثبات.
نیم گروه −C۰ ،۳ .۴ لم بر بنا و y = T (t)S (t)y ∈ T (t)W ∩U لذا .S (t)y ∈ W بزرگ، کافی اندازه به t هر برای بنابراین

است. حساس τ = {T (t)}t≥۰
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را B : H → H می گیریم نظر در H برای {en} متعامد پایه باشد. پذیر تفکیک هیلبرت فضای H کنیم فرض .۵ .۴ مثال
نیست. حساس B وضوح به می کنیم. تعریف B(en) = en−۱ توسط

حساس {Tn} می کنیم ادعا Tn = anB می کنیم اختیار an → ∞ که باشد دنباله ای {an}n∈N ⊆ (۰,∞) کنید فرض
TnoS n = Id و S n(x)→ ۰ آنگاه .S n =

U
an

کنیم فرض می کنیم. تعریف U(en) = en+۱ توسط را U : H → H است.
است. حساس {Tn} ،۴ .۴ گزاره طبق بنابراین

دهیم. می قرار مطالعه مورد را T = {T (t)}t≥۰ حساسیت و T (t) نرم بین رابطه ادامه، در

هستند: معادل زیر شرایط آنگاه باشد، X روی نیم گروه یک T = {T (t)}t≥۰ کنیم فرض .۶ .۴ قضیه

دارد، را اولیه شرایط به حساس وابستگی T .۱

sup
t≥۰
‖T (t)‖ = ∞ .۲

دارد. بیکران مداری T .۳

می دهند. مانده ای مجموعه ای تشکیل X در بیکران مدار با بردارها همه مجموعه ی .۴

حساس x = ۰ در τ چون می گیریم. نظر در را ϵ > ۰ باشد. δ > ۰ ثابت با حساس τ کنیم فرض .(۱) ⇒ (۲) اثبات.
Z = y

δ
اگر بنابراین .‖T (t)( y

ϵ
)‖ > δ

ϵ
لذا .‖T (t)y‖ > δ و ‖y‖ < ϵ که طوری به دارند وجود t ≥ ۰ و y ∈ X آنگاه است

آنگاه است دلخواه ϵ > ۰ چون .‖T (t)‖ > δ
ϵ

بنابراین .‖T (t)Z‖ > δ
ϵ

و ‖Z‖ < ۱ آنگاه

sup
t≥۰
‖T (t)‖ = ∞.

است. بدیهی .(۲)⇒ (۳)
اینصورت در باشد. بیکران مدار با بردارها همه ی مجموعه ی A ⊂ X کنیم فرض .(۳)⇒ (۴)

A =
∞∩

k=۱

∞∪
N=۱

{y : sup
۰≤t≤N
‖T (t)y‖ > k}.

داشت خواهیم ،a , ۰ برای آنگاه باشد، بیکران مدار با برداری x کنیم فرض sup
t≥۰
‖T (t)x‖ < ∞ آنگاه x < A اگر

sup
t≥۰
‖T (t)(z + ax)‖ = ∞

است. چگال A بنابراین z ∈ A که می کند ایجاب این
وجود ϵ > ۰ عدد yϵ = ϵv کنید فرض .sup

t≥۰
‖T (t)v‖ = ∞ یعنی دارد. بیکران مداری v ∈ X کنید فرض (۴) ⇒ (۱)

،s ≥ ۰ هر برای است، بیکران مدار یک ‖T (t)v‖ چون و ‖T (t)yϵ‖ = ϵ‖T (t)v‖ اینصورت در ϵ > ۰ ، yϵ ∈ U که دارد
است. حساس T نتیجه در است حساس x = ۰ در T لذا ‖T (t)yϵ‖ > ۱ که طوری به دارد وجود t > s

میدهیم. ارایه عملگرها از نیمگروه −C۰ یک اولیه شرایط نسبت حساسیت برای کافی شرط زیر قضیه در
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Lτ(x) , Jτ(x) اگر باشد. X باناخ فضای از خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ یک T = {T (t)}t≥۰ کنیم فرض .۷ .۴ قضیه
است. حساس اولیه شرایط به نسبت عملگرها از T نیمگروه −C۰ آنگاه

xn → x که دارد وجود {xn} اینصورت در y ∈ Jτ(x) کنیم فرض .sup
t≥۰
‖T (t)‖ ≤ M آنگاه نیست، حساس τ اگر اثبات.

اما T (tn)xn → y که طوری به tn ≥ ۰ و

‖T (tn)x − y‖ ≤‖T (tn)xn − T (tn)x‖ + ‖T (tn)xn − y‖
≤ M‖xn − x‖ + ‖T (tn)xn − y‖

است. تناقض یک که y ∈ Lτ(x) که می کند ایجاب

T ∗ = {T ∗(t)}t≥۰ یعنی آن الحاقی و باشد. باناخ فضای از خطی عملگرهای از T = {T (t)}t≥۰ نیم گروه −C۰ هرگاه
می شود. حاصل زیر لم ‖T (t)‖ = ‖T ∗(t)‖ اینکه به توجه با باشد نیم گروه −C۰ یک

اینصورت در باشد کراندار خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ یک T ∗ = {T ∗(t)}t≥۰ الحاقی نیم گروه می کنیم فرض .۸ .۴ لم
است. حساس T ∗ اگر فقط و اگر است حساس T

که طوری به T با X باناخ فضای از خطی عملگرهای از نیم گروه −C۰ یک T = {T (t)}t≥۰ کنیم فرض .۹ .۴ قضیه
است. اولیه شرایط به حساس T اینصورت در JT (x) = X

.sup
t≥۰
{T ∗(t)x∗} < M که طوری به دارد وجود M > ۰ اینصورت غیر در .sup

t≥۰
{T ∗(t)x∗} = ∞ می دهیم نشان اثبات.

و ‖x − y‖ ≤ ‖x‖۳ که دارد وجود y ∈ X نقطه ی ،Jτ(x) = X چون .|x∗(p)| ≤ ۳M‖x‖ که طوری به p ∈ X کنید فرض
که داریم لذا ‖Tt(y) − p‖ ≤ M ‖x‖

‖x∗‖

۳M‖x‖ ≤|x∗(p)|
≤|x∗(T (t)y)| + |x∗(T (t)y − p)|
=|T ∗t x∗(y)| + |x∗(T (t)y − p)|

≤M‖y‖ + ‖x∗‖M‖x‖‖x∗‖
= M‖y‖ + M‖x‖

≤ ۴
۳

M‖x‖ + M‖x‖ = ۷
۳

M‖x‖

است. تناقص یک که
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