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مقدمه .۱

A ∈ C[m,n](A ∈ R[m,n]) صورت به ،n بعد و m مرتبه ی Aاز = (ai۱i۲···im) ،( حقیقی ) مختلط تانسور یک

می باشد: زیر به صورت درایه nm شامل و می شود داده نمایش

ai۱i۲···im ∈ C(R), ∀ i j = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . ,m.

عنوان قضیه آن در .[۶] نمود بیان گرشگورین قضیه به موسوم را خود مشهور قضیه گرشگورین۱، آرنویچ سیمون ۱۹۳۱ سال در

دارند. قرار ماتریس ها قطری درایه های حول گرشگورین) دیسک های نام (به دایره هايی در ماتریس یک ویژه مقادیر همه که شد

این از مختلفی کاربردهای و نتایج ،۲۰۰۴ سال وارگا۲در مثال، به عنوان گرفت. انجام زمینه این در مفصلی تحقیقات ادامه در

مقادیر به مربوط مسائل و بوده اند اخیر دهه های در جذاب موضوعی تانسورها .[۳۲] نمود ارائه ماتریس ها برای را مهم قضیه

قضیه ی تانسورها، ویژه مقدار معرفی با اخیر سال های در برخوردارند. زیادی اهمیت از کاربرد و تئوری در تانسورها ویژه 

.[۳۵ ،۲۲ ،۱] است شده داده تعمیم تانسورها به محققان از تعدادی توسط آن نتایج و گرشگورین

و تجزیه در یک رتبه بهترین تقریب مانند عملی، کاربردهای از گسترده ای طیف دارای تانسورها ویژه ی Z‑مقدار مسائل

می باشند. [۱۹] زوج مرتبه متغیره چند فرم های بودن مثبت۳ معین ،[۱۸] بالاتر مرتبه مارکوف زنجیره های ،[۴] داده ها تحلیل

طور به نمی توان را ماتریس در شده استفاده روش های تانسورها، برای ویژه Z‑مقدار مسئله بودن غیرخطی ماهیت به توجه با

مرتبه تانسورهای به ماتریس ها ویژه مقدار در مهم نتایج دیگری، تکنیک های از استفاده با کرد. اعمال تانسورها برای مستقیم

کنید). ملاحظه را [۳۵ ،۲۲] نمونه برای ) شده اند داده تعمیم بالاتر

سه بودن مثبت معین است لازم ارتجاعی۵، تانسورهای قوی۴ بیضوی شرایط تعیین برای ،[۵ .۸ قضیه ،۲۱] به توجه با

می توان رو، این از شود. بررسی تانسورها این ویژه Z‑مقدار اساس بر ششم مرتبه و چهارم مرتبه دوم، مرتبه متقارن تانسور

کرد. محاسبه آن بودن مثبت معین بررسی برای را زوج مرتبه تانسور یک ویژه Z‑مقادیر همه یا ویژه Z‑مقدار کوچکترین

با اند. شده ارائه [۲۴ ،۱۶ ،۲] در تانسورها برای متناظر ویژه ی بردار و ویژه Z‑مقدار یافتن برای مؤثر الگوریتم های از برخی

.[۱۱] است دشوار هستند، بزرگ n و m که زمانی ویژه Z‑مقدار کوچکترین حتی ویژه، Z‑مقادیر همه محاسبه حال، این

1Semyon Aranovich Gershgorin
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،۳۰ ،۲۹ ،۲۶ ،۲۵ ،۱۷ ،۱۴ ،۸ ،۷] دادند قرار بررسی مورد را ویژه Z‑مقدار شامل مجموعه های محققان از بسیاری بنابراین،

همگن های ای چندجمله بودن مثبت معین Z‑مقادیرویژه، شامل های مجموعه از استفاده با [۲۴] در .[۴۰ ،۳۹ ،۳۶ ،۳۴ ،۳۳

ساختار اساس بر زوج مرتبه متقارن تانسور یک مثبت معین مسئله حل برای توجه قابل نتیجه چندین اخیراً کردند. بررسی را

.[۱۵ ،۱۰] است آمده وجود به آنها ویژه

نقش زمان‑پایا۶ چندجمله ای دستگاه های حل در ویژه ‑مقدار Z مسائل است، آمده [۱۹ ،۵] مراجع در که همان طوری

دارند. اساسی

ẋ = A(۲)x +A(۴)x۳ + · · · +A(m)xm−۱, (۱ .۱)

همکارانش و لی اخیراً . x = (x۱, x۲, . . . , xn)T و t = ۲, ۴, . . . ,m A(t)با = (ai۱i۲...it) ∈ R[t,n] به طوری که

هدف گرفتند. نتیجه گرشگورین نوع از ویژه Z‑مقدار شامل مجموعه های تحت را فوق دستگاه مجانبی پایداری ، [۱۵] در

ویژه Z‑مقدار شامل مجموعه های تحت زمان‑پایا، دستگاه های برای مجانبی۷ پایداری شرایط بهبود مقاله، این در ما اصلی

می باشد. برائر۸ نوع از

بخش در است. گردیده ارائه نیاز مورد قضایای و تعاریف دوم بخش در که است شده تنظیم قسمت چهار طی مقاله این

شامل مجموعه های که می کنیم، ارائه برائر نوع از ویژه ی Z‑مقادیر شامل مجموعه های Z‑همانی، تانسور از استفاده با سوم

موجود کران های با ضعیف متقارن زوج مرتبه تانسورهای طیفی Z‑شعاع کران و بخشد می بهبود را موجود ویژه ی Z‑مقادیر

مفاهیم ابتدا در شد. خواهد بیان ویژه  Z‑مقادیر شامل های مجموعه کاربردهای مقاله این چهارم بخش در شد. خواهد مقایسه

به مربوط نتایج به توجه با می شود. بیان زمان‑پایا جمله ای چند سیستم یک مجانبی پایداری و تانسور بودن مثبت معین

زمان‑پایا جمله ای چند سیستم مجانبی پایداری و بودن مثبت معین بررسی شرایط زوج، مرتبه ی با تانسور ویژه ی Z‑مقادیر

می گیرند. قرار تحلیل و تجزیه مورد نتایج این مثال چند با و می شود پیشنهاد

نیازها پیش و تعاریف .۲

اعداد تمام مجموعه  ی می شود. آورده است نیاز مورد مقاله این ادامه ی در که نمادهایی مختصر به طور بخش این ابتدای در

بردارها می شود. داده نمایش Cn با بعدی n بردارهای تمام مجموعه ی و R با را اعدادحقیقی تمام مجموعه ی ،C با را مختلط

6Time-invariant polynomial systems
7Asymptotical stability
8Brauer
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می شوند. Aنوشته مانند مورب بزرگ حروف با تانسورها و A مانند بزرگ حروف با ماتریس ها ،x مانند کوچک حروف با

هرگاه می شود، نامیده ( مثبت ) Aنامنفی = (ai۱i۲···im) ∈ R[m,n] تانسور

ai۱i۲···im ≥ ۰ (ai۱i۲···im > ۰), ∀ i j = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . ,m.

مولفه ی که است Cn در برداری x[m−۱] و می شود، داده نمایش xi نماد با آن iام مولفه ی ،x ∈ Cn بردار برای .۱ .۲ تعریف

می شود تعریف زیر به صورت آن iام

x[m−۱]
i = xm−۱

i , ∀i.

می شود تعریف زیر به صورت آن iام مولفه ی که Cn در است Axm−۱برداری همچنین

(Axm−۱)i =

n∑
i۲,i۳,...,im=۱

aii۲···im xi۲ . . . xim.

وجود x = (x۱, . . . , xn)T ∈ Cn\ {۰} و λ ∈ C اگر ،A = (ai۱ i۲···im
) ∈ R[m,n] تانسور برای .۲ .۲ تعریف

به طوری که باشند، داشته

Axm−۱ = λx و xT x = ۱, (۱ .۲)

λ اگر خاص، حالت در است. λ ویژه ی مقدار با متناظر ویژه ی E‑بردار یک x Aو تانسور ویژه ی E‑مقدار یک λ آنگاه

می شود. نامیده λ متناظر ویژه ی Z‑بردار یک x Aو تانسور ویژه ی Z‑مقدار یک λ آنگاه باشند، حقیقی x و

در  ،σZ (A) , ∅ اگر شد. خواهد داده نشان σZ (A) با A تانسور ویژه ی Z‑مقادیر تمام مجموعه ی .۳ .۲ تعریف

می شود: تعریف زیر صورت به و می شود داده نمایش ρZ (A) Aبا تانسور طیفی Z‑شعاع اینصورت

ρZ (A) := max {|λ| : λ ∈ σZ (A)} .

بگیرید. نظر در را n بعد و m مرتبه ی Aاز = (ai۱i۲···im
)

تانسور .۴ .۲ تعریف
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عبارتی به باشند، پایا اندیس ها روی جایگشت هر به Aنسبت درایه های هرگاه می شود، نامیده متقارن ،A تانسور الف)

باشیم: داشته π ∈ Πm جاگشت هر و i۱, i۲, . . . , im ∈ N هر برای

aiπ(۱)iπ(۲)···iπ(m) = ai۱i۲···im.

می شود. داده نمایش Πm با (۱, ۲, . . . ,m) جایگشت های تمام مجموعه ی

می شود: تعریف زیر صورت به اندیس m برای کرونکر۹ دلتای ب)

δi۱i۲···im =

 ۱ i۱ = i۲ = · · · = im

۰ o.w.

کند: صدق زیر شرط Axmدر متناظر همگن چندجمله ای اگر می شود، نامیده ضعیف Aمتقارن تانسور ج)

∇Axm = mAxm−۱,

به طوری که

Axm =

n∑
i۱,i۲,...,im=۱

ai۱i۲···im xi۱ xi۲ . . . xim,

می باشد. دیفرانسیل عملگر ∇ و

نباشد. درست است ممکن آن عکس ولی است ضعیف Aمتقارن آنگاه باشد، Aمتقارن اگر وضوح به

تعریف زیر به صورت زوج مرتبه متقارن تانسورهای مشخصه چندجمله ای تعمیم برای Z‑همانی تانسور ،۲۰۰۵ سال در

.[۲۰] است شده

هر برای هرگاه می شود، نامیده Z‑همانی تانسور یک زوج مرتبه ی از  I = (ei۱ i۲···im
) ∈ R[m,n] تانسور .۵ .۲ تعریف

9Kronecker
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باشیم: داشته ،xT x = ۱ با zx ∈ Rn بردار

Ixm−۱ = x. (۲ .۲)

استفاده مورد را تعریف این محققان از تعدادی اخیراً و گرفت قرار بررسی مورد Z‑همانی تانسور ویژگیهای ،[۱۳] در

کنید). ملاحظه را [۱۵ ،۱۰] نمونه (برای اند داده قرار

زیر تانسورهای از یک هر نمونه، به عنوان نیست. منحصربفرد n بعد و زوج مرتبه ی از Z‑همانی تانسور کلی، طور به

می باشند. Z‑همانی تانسور

به طوری که ،I۱ =
(
ei۱ i۲···im

) ∈ R[m,n] کنید فرض الف. حالت

ei۱ i۲···im =

 ۱ i۱ = i۲, i۳ = i۴, . . . , im−۱ = im

۰ o.w.
(۳ .۲)

به طوری که ،I۲ =
(
ei۱ i۲···im

) ∈ R[m,n] کنید فرض ب. حالت

ei۱ i۲···im =
۱

m!

∑
π∈∏m

δiπ(۱) iπ(۲) δiπ(۳) iπ(۴) . . . δiπ(m−۱) iπ(m), (۴ .۲)

که

δi j =

 ۱ i , j,

۰ i = j.

شده فهرست زیر شرح به m = ۴, ۶, ۸ ازای به Z‑همانی تانسور گیریم. می درنظر را I۲ Z‑همانی تانسور مقاله این در

است:
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:m = ۴ برای

(I۲)i jkl =



۱ i = j = k = l,
۱
۳ i = j , k = l,
۱
۳ i = k , j = l,
۱
۳ i = l , j = k

۰ o.w.

:m = ۶ برای

(I۲)i۱i۲···i۶ =



۱ i۱ = i۲ = · · · = i۶,

۱
۵ (i۱, i۲, . . . , i۶) ∈

⋃
i, j
i, j∈[n]

{π(i, i, i, i, j, j)} ,

۱
۱۵ (i۱, i۲, . . . , i۶) ∈

⋃
i, j,k
i, j,k∈[n]

{π(i, i, j, j, k, k)} ,

۰ o.w.

می باشد. t و s ،l ،k ، j ،i ترکیبات تمام مجموعه ی {π(i, j, k, l, s, t)} به طوری که

:m = ۸ برای

(I۲)i۱i۲···i۸ =



۱ i۱ = i۲ = · · · = i۸,

۱
۷ (i۱, i۲, . . . , i۸) ∈

⋃
i, j
i, j∈[n]

{π(i, i, j, j, j, j, j, j)} ,

۳
۳۵ (i۱, i۲, . . . , i۸) ∈

⋃
i, j
i, j∈[n]

{π(i, i, i, i, j, j, j, j)} ,

۱
۳۵ (i۱, i۲, . . . , i۸) ∈

⋃
i, j,k
i, j,k∈[n]

{π(i, i, j, j, k, k, k, k)} ,

۱
۱۰۵ (i۱, i۲, . . . , i۸) ∈

⋃
i, j,k,l
i, j,k,l∈[n]

{π(i, i, j, j, k, k, l, l)} ,

۰ o.w.
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می باشد. n و m ،t ،s ،l ،k ، j ،i ترکیبات تمام مجموعه ی {π(i, j, k, l, s, t,m, n)} به طوری که

تانسور ویژه ی Z‑مقدار شامل بهینه ی مجموعه های .۳

نشان و می شوند، معرفی Z‑همانی تانسورهای پارامترهای با تانسور ویژه ی Z‑مقدار شامل مجموعه های بخش، این در

ابتدا، در هستند. بهتر موجود نتایج از آمده بدست ضعیف متقارن تانسورهای طیفی Z‑شعاع بالای کران که می شود داده

می شوند. ارائه برائر نوع از تانسور ویژه ی Z‑مقدار شامل مجموعه های ادامه، در می گردد. معرفی [۱۵] در شده ارائه نتایج

می کنیم. تعریف زیر صورت به را استفاده مورد قراردادهای و نمادها اندیس ها، مجموعه  ی افراز با

Λi :=
{
(i۲, . . . , im) : (I۲)ii۲ ···im , ۰, i۲, . . . , im ∈ [n]

}
, i ∈ [n],

Λi :=
{
(i۲, . . . , im) : (I۲)ii۲ ···im = ۰, i۲, . . . , im ∈ [n]

}
, i ∈ [n].

∆ := {(i۲, . . . , im) : باشند مساوی i۲, . . . , im ∈ [n] از تا دو فقط یا i۲ , · · · , im} ,

∆ := {(i۲, . . . , im) : (i۲, . . . , im) < ∆, i۲, . . . , im ∈ [n]} ,

Ω j :=
{
(i۲, . . . , im) : j, i۲, . . . , im ∈ [n] که {۲, . . . ,m} به متعلق k از بعضی برای ik = j

}
,

Ω j :=
{
(i۲, . . . , im) : j, i۲, . . . , im ∈ [n] که {۲, . . . ,m} به متعلق k همه برای ik , j

}
.

زیر نمادهای از K ∈
{
Λi,∆,Ω j

}
و A = (ai۱ i۲...im

) ∈ R[m,n] زوج مرتبه تانسور یک برای مقاله سرتاسر در
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کنیم: می استفاده

ri (A) =
∑

i۲,...,im∈[n]

∣∣∣aii۲...im

∣∣∣, r j
i (A) = ri (A) −

∣∣∣ai j j... j
∣∣∣ i , j,

rK
i (A) =

∑
i۲,...,im∈K

∣∣∣aii۲...im

∣∣∣, rK
i (A) =

∑
i۲,...,im∈K

∣∣∣aii۲...im

∣∣∣,
rK

i (A, µi) =
∑

i۲,...,im∈K

∣∣∣aii۲...im − µieii۲...im

∣∣∣,
rK

i (A, µi) =
∑

i۲,...,im∈K

∣∣∣aii۲...im − µieii۲...im

∣∣∣,
Ni(A) =

۱

(m − ۲)
m−۲

۲

(
rΛi∩∆

i (A) + rΛi∩∆
i (A)

)
+ rΛi∩∆

i (A) + rΛi∩∆
i (A),

Ni(A, µi) =
۱

(m − ۲)
m−۲

۲

(
rΛi∩∆

i (A, µi) + rΛi∩∆
i (A)

)
+ rΛi∩∆

i (A, µi) + rΛi∩∆
i (A),

N j
i (A, µi) =

۱

(m − ۲)
m−۲

۲

(
r j Λi∩∆

i (A, µi) + r j Λi∩∆
i (A)

)
+ r j Λi∩∆

i (A, µi) + r j Λi∩∆
i (A),

NΩi
i (A, µi) =

۱

(m − ۲)
m−۲

۲

(
rΛi∩∆∩Ωi

i (A, µi) + rΛi∩∆∩Ωi
i (A)

)
+ rΛi∩∆∩Ωi

i (A, µi) + rΛi∩∆∩Ωi
i (A).

داریم. نیاز زیر لم به قضایا اثبات برای ادامه در

مولفه ی k ،y۱, . . . , yk اگر کنند. صدق x۲
۱ + · · · + x۲

n = ۱ رابطه در ،i ∈ [n] ،xi ∈ R کنید فرض [۲۷] .۱ .۳ لم

آنگاه باشند، x۱, . . . , xn از دلخواه

|y۱||y۲| · · · |yk| ≤
۱

k
k
۲

.

داریم. را زیر قضیه ،[۱۲] ویژه Z‑مقدار نوع از گرشگورین قضیه بهبود برای

آنگاه باشد، زوج m Aو = (ai۱i۲···im
) ∈ R[m,n] کنید فرض .۲ .۳ قضیه

σZ (A) ⊆ Φ (A) =
⋃
i∈[n]

(Φi (A) := {λ ∈ R : |λ| ≤ Ni(A)}).

(۱ .۲) در تساوی t‑امین از استفاده با آنگاه ،|xt| = max
i∈[n]
|xi| و باشد x ویژه Z‑بردار با λ ∈ σZ (A) اگر اثبات.
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می رسیم: زیر معادله به

λxt =
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆
ati۲...im xi۲ . . . xim +

∑
i۲,...,im∈Λt∩∆

ati۲...im xi۲ . . . xim

+
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

ati۲...im xi۲ . . . xim +
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

ati۲...im xi۲ . . . xim.

داریم: بگیریم، مطلق قدر فوق معادله طرفین از اگر اکنون

|λ| |xt| ≤
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

∣∣∣ati۲...im

∣∣∣ |y۱| . . . |ym−۲| |xt| +
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

∣∣∣ati۲...im

∣∣∣ |xt|m−۱

+
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

∣∣∣ati۲...im

∣∣∣ |z۱| . . . |zm−۲| |xt| +
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

∣∣∣ati۲...im

∣∣∣ |xt|m−۱ ,

می آیند: بدست زیر روش های با |y۱| , . . . , |ym−۲| به طوریکه

اول. حالت

مابقی، داشتن نگه ثابت و |xt| به
∣∣∣xi۲

∣∣∣ , . . . , ∣∣∣xim

∣∣∣ اعداد از یکی افزایش با می توان آنگاه ،i۲ , · · · , im اگر

کرد. انتخاب را |y۱| , . . . , |ym−۲|
دوم. حالت

نگه ثابت و |xt| به اندیس دو این از یکی افزایش با می توان آنگاه باشند، برابر هم با i۲, . . . , im از اندیس دو اگر

کرد. انتخاب را |y۱| , . . . , |ym−۲| مابقی داشتن

داریم: ،۱ .۳ لم  از استفاده با حال می آیند. بدست بالا مشابه هم |z۱| , . . . , |zm−۲|

|λ||xt| ≤ |xt|
 ۱

(m − ۲)
m−۲

۲
rΛi∩∆

i (A) + rΛi∩∆
i (A) +

۱

(m − ۲)
m−۲

۲
rΛi∩∆

i (A) + rΛi∩∆
i (A)

 ,
می رسد. اتمام به قضیه این اثبات بنابراین، .λ ∈ Φt (A) ⊆ Φ (A) می دهد نتیجه که

Aاست Z‑مقدارویژه بزرگترین ρZ (A) آنگاه باشد ضعیف متقارن نامنفی تانسور Aیک اگر [۱۱ .۳ قضیه ،۲] طبق

آید. می بدست زیر نتیجه ۲ .۳ قضیه طبق بنابراین
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آنگاه باشد. زوج m با ضعیف متقارن نامنفی تانسور Aیک = (ai۱i۲···im
) ∈ R[m,n] کنید فرض .۳ .۳ نتیجه

ρZ(A) ≤ max
i∈[n]
{Ni(A)} .

می شود. بررسی ۳ .۳ نتیجه ،۲ بعد و ۴ مرتبه از متقارن تانسور یک برای ادامه در

را زیر صورت به شده تعریف درایه های Aبا =
(
ai jkl

)
∈ R[۴,۲] متقارن تانسور [۳۴ ،۳۰ ،۱۷ ،۱۴ ،۱۲ ،۹] .۴ .۳ مثال

بگیرید نظر در

a۱۱۱۱ =
۱

۲
, a۲۲۲۲ = ۳,

.ai jkl =
۱
۳ این صورت غیر در و

داریم ،i۱ = ۱ هنگامی که

Λ۱ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۲, ۲) , (۲, ۱, ۲) , (۲, ۲, ۱)} ,

Λ۱ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۱, ۱)} ,

Λ۱ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۱, ۲) , (۲, ۱, ۱) , (۱, ۲, ۱)} ,

Λ۱ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۲, ۲, ۲)} ,

.N۱ (A) = ۱۱
۶ می دهد نتیجه که

داریم ،i۱ = ۲ هنگامی که

Λ۲ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۲, ۱) , (۲, ۱, ۱) , (۱, ۱, ۲)} ,

Λ۲ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۲, ۲, ۲)} ,

Λ۲ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۲, ۱, ۲) , (۲, ۲, ۱) , (۱, ۲, ۲)} ,

Λ۲ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۱, ۱)} ,

.N۲ (A) = ۱۳
۳ می دهد نتیجه که

مراجع از متناظر کران های و ۳ .۳ نتیجه ی از آمده بدست عددی نتایج .ρZ(A) = ۳٫۱۰۹۲ داریم [۲] از ۸ .۴ مثال با
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سایر به نسبت ۳ .۳ نتیجه ی از آمده بدست کران می دهد نشان که شده اند داده نمایش ۱ جدول در [۳۴ ،۳۰ ،۱۷ ،۱۴ ،۱۲ ،۹]

است. بهتر کران ها

۴ .۳ مثال ،A تنسور طیفی Z‑شعاع بالای کران های :۱ جدول

ρZ(A) ≤ ۵٫۳۳۳۳ [۳۰] ۵ .۴ نتیجه
ρZ(A) ≤ ۵٫۲۸۴۶ [۹] ۷ .۲ قضیه
ρZ(A) ≤ ۵٫۱۹۳۵ [۱۴] ۳ .۳ قضیه
ρZ(A) ≤ ۵٫۱۸۲۲ [۳۴] ۵ .۴ قضیه
ρZ(A) ≤ ۵٫۱۶۶۷ [۱۲] ۲ .۴ قضیه
ρZ(A) ≤ ۴٫۵۱۴۷ [۱۷] ۴ .۲ قضیه
ρZ(A) ≤ ۴٫۳۳۳۳ ۳ .۳ نتیجه

ببینید). را [۳۸ ،۳۷ ،۳۶ ،۹ ،۲] مثال عنوان (به است شده ارائه تانسورها برای ویژه ی Z‑مقدار شامل مجموعه های اخیراً،

کرد. استفاده تانسورها بودن مثبت معین تعیین برای آنها از نمی توان و هستند صفر شامل همیشه مجموعه ها این متأسفانه،

ارائه زیر صورت به زوج مرتبه تانسورهای برای ویژه  Z‑مقادیر شامل بازه یک همکارانش۱۰ و لی مشکل، این حل منظور به

کردند:

I = (ei۱ i۲···im
) ∈ و زوج مرتبه ی از تانسور Aیک = (ai۱ i۲···im

) ∈ R[m,n] کنید فرض [۲ قضیه ،۱۵] .۵ .۳ قضیه

داریم: ،µ = (µ۱, . . . , µn)T ∈ Rn حقیقی بردار هر برای باشد. Z‑همانی تانسور یک R[m,n]

σZ (A) ⊆ G (A, µ) =
⋃
i∈[n]

(Gi (A, µi) := {λ ∈ R : |λ − µi| ≤ ri (A, µi)}), (۱ .۳)

علاوه براین، .ri (A, µi) =
∑

i۲,···im∈[n]

∣∣∣aii۲...im − µieii۲...im

∣∣∣ به طوری که

σZ (A) ⊆
⋂
µ∈Rn

G (A, µ).

نویسیم. می زیر صورت به را ۵ .۳ قضیه ،۲ .۳ قضیه از استفاده با

10Li et. al
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شمول µ = (µ۱, . . . , µn)T ∈ Rn حقیقی بردار هر برای آنگاه باشد. زوج m Aو ∈ R[m,n] کنید فرض .۶ .۳ قضیه

است: برقرار زیر

σZ (A, µ) ⊆ Φ (A, µ) =
⋃
i∈[n]

(Φi (A, µi) := {λ ∈ R : |λ − µi| ≤ Ni(A, µi)}).

کنید فرض همچنین است. برقرار (۱ .۲) معادله آنگاه باشد، x ویژه Z‑بردار با λ ∈ σZ (A) کنید فرض اثبات.

می رسیم: زیر نتیجه به ،(۱ .۲) از معادله t‑امین از استفاده با اکنون باشد. دلخواه حقیقی بردار یک µt و |xt| = max
i∈[n]
|xi|

(λ − µt) xt =
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

(
ati۲...im − µteti۲...im

)
xi۲ . . . xim +

∑
i۲,...,im∈Λt∩∆

ati۲...im xi۲ . . . xim

+
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

(
ati۲...im − µteti۲...im

)
xi۲ . . . xim +

∑
i۲,...,im∈Λt∩∆

ati۲...im xi۲ . . . xim.

داریم: فوق معادله طرفین در مطلق قدر اثر با حال

|λ − µt| |xt| ≤
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

∣∣∣ati۲...im − µteti۲...im

∣∣∣ |y۱| . . . |ym−۲| |xt|

+
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

∣∣∣ati۲...im

∣∣∣ |z۱| . . . |zm−۲| |xt|

+
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

∣∣∣ati۲...im − µteti۲...im

∣∣∣ |xt|m−۱ +
∑

i۲,...,im∈Λt∩∆

∣∣∣ati۲...im

∣∣∣ |xt|m−۱

نتیجه ۱ .۳ لم از استفاده با اکنون آیند. می بدست ۲ .۳ قضیه مشابه |z۱| , . . . , |zm−۲| و |y۱| , . . . , |ym−۲| به طوری که

می گیریم:

|λ − µt||xt| ≤ |xt|
 ۱

(m − ۲)
m−۲

۲
rΛi∩∆

i (A, µt) +
۱

(m − ۲)
m−۲

۲
rΛt∩∆

t (A) + rΛt∩∆
t (A, µt) + rΛt∩∆

t (A)

 .
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می یابد. پایان اثبات و ،λ ∈ Φt (A, µ) ⊆ Φ (A, µ) پس

می کنیم. بررسی زوج مرتبه تانسورهای برای را برائر نوع از ویژه  Z‑مقدار شامل مجموعه های ادامه در

حقیقی بردار هر برای است. شده داده زوج مرتبه ی با A = (ai۱ i۲···im
) ∈ R[m,n] تانسور کنید فرض .۷ .۳ قضیه

داریم: ،µ = (µ۱, . . . , µn)T ∈ Rn

σZ (A) ⊆ D (A, µ) =

⋃
i∈[n]

⋂
j∈[n],i, j

Xi, j (A, µ)
⋃
⋃

i∈[n]

⋂
j∈[n],i, j

Yi, j (A, µ)
,
به طوری که

Xi, j (A, µ) =
{
λ ∈ R :

(
|λ − µi| − Ni

Ωi (A, µi)
) (∣∣∣λ − µ j

∣∣∣ − N i
j

(
A, µ j

))
≤ rΩi

i (A, µi) |a ji...i|
}
,

Yi, j (A, µ) =
{
λ ∈ R :

(
|λ − µi| − Ni

Ωi (A, µi)
)
< ۰,

(∣∣∣λ − µ j
∣∣∣ − N i

j

(
A, µ j

))
< ۰
}
.

برای .|xt| ≥ |xs| ≥ max
k∈[n]
k,s,k,t

|xk| دهید قرار باشد. x متناظر ویژه ی Z‑بردار با λ ∈ σZ (A) کنید فرض اثبات.

داریم: ،(۱ .۲) معادله ی t‑امین به توجه با µt حقیقی عدد هر

(λ − µt) xt =
∑

i۲,...,im∈Ωt

(
ati۲...im − µteti۲...im

)
xi۲ . . . xim +

∑
i۲,...,im∈Ωt

(
ati۲...im − µteti۲...im

)
xi۲ . . . xim.

داریم: ،۶ .۳ قضیه ی اثبات با مشابه

|λ − µt||xt| ≤ |xt|(
۱

(m − ۲)
m−۲

۲
rΛt∩∆∩Ωt

t (A, µt) + rΛt∩∆∩Ωt
t (A, µt) +

۱

(m − ۲)
m−۲

۲
rΛt∩∆∩Ωt

t (A)

+ rΛt∩∆∩Ωt
t (A)) + rΩt

t (A, µt) |xs|m−۱ ,

می دهد نشان که



۱۵۲۱۶۴ −۱۳۸ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها عسکری زاده/ عباس آبادی، زنگی مصطفی

(
|λ − µt| − Nt

Ωt (A, µt)
)
|xt| ≤ rΩt

t (A) |xs| . (۲ .۳)

هنگامی که .
(
|λ − µt| − Nt

Ωt (A, µt)
)
≤ ۰ داریم (۲ .۳) رابطه طبق آنگاه |xs| = ۰ اگر

(
|λ − µs| − N t

s (A, µs)
)
≥ ۰

می آوریم بدست

(
|λ − µt| − Nt

Ωt (A, µt)
) (
|λ − µs| − N t

s (A, µs)
)
≤ ۰ ≤ rΩt

t (A, µt) |ast...t|,

دلخواه s یک برای اگر .λ ∈ ⋂
s∈[n],t,s

Xt,s (A, µ) ⊆ D (A, µ) می دهد نشان دلخواه s یک برای که

(
|λ − µs| − N t

s (A, µs)
)
< ۰

داریم: (۱ .۲) رابطه طبق آنگاه |xs| > ۰ اگر حال .λ ∈ ⋂
s∈[n],t,s

Yt,s (A, µ) ⊆ D (A, µ) آنگاه

|λ − µs| |xs| ≤ |ast...t| |xm−۱
t | +

∑
i۲,...,im∈[n]
δti۲...im=۰

∣∣∣asi۲...im − µsesi۲...im

∣∣∣ ∣∣∣xi۲

∣∣∣ . . . ∣∣∣xim

∣∣∣
≤ |ast...t| |xt| +

 ۱

(m − ۲)
m−۲

۲
rtΛs∩∆

s (A) + rtΛs∩∆
s (A)

 |xs|

+

 ۱

(m − ۲)
m−۲

۲
rtΛs∩∆

s (A) + rtΛs∩∆
s (A)

 |xs|

می دهد نشان که

(
|λ − µs| − N t

s (A, µs)
)
|xs| ≤ |ast...t||xt|. (۳ .۳)
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بدست (۳ .۳) و (۲ .۳) ضرب ،
(|λ − µs| − N t

s (A, µs)
) ≥ ۰ یا

(
|λ − µt| − Nt

Ωt (A, µt)
)
≥ ۰ هنگامی که

)می دهد
|λ − µt| − Nt

Ωt (A, µt)
) (
|λ − µs| − N t

s (A, µs)
)
≤ rΩt

t (A, µt) |ast...t|

.λ ∈ ⋂
s∈[n],t,s

Xt,s (A) ⊆ D (A) می دهد نشان دلخواه s یک برای که

s یک برای آنگاه
(|λ − µs| − Mt

s (A, µs)
)
< ۰ و

(
|λ − µt| − Mt

Ωt (A, µt)
)
< ۰ هنگامی که اما

می شود. کامل اثبات بنابراین، . λ ∈ ⋂
s∈[n],t,s

Yt,s (A) ⊆ D (A) دلخواه

،۱۷ ،۱۴ ،۸ ،۷] در نتایج از بهتر ۷ .۳ ۳. ۲و قضایای در شده معرفی مجموعه های که می دهیم نشان مثال یک با ادامه در

هستند. [۴۰ ،۳۹ ،۳۶ ،۳۴ ،۳۳ ،۳۰ ،۲۶ ،۲۵

باشد. زیر در شده تعریف درایه های با ضعیف متقارن تانسور Aیک =
(
ai jkl

)
∈ R[۴,۲] اگر .۸ .۳ مثال

a۱۱۱۱ = ۷ a۲۲۲۲ = ۴, a۱۲۱۱ = a۱۱۲۲ = ۳, a۲۱۱۱ = a۲۲۱۱ = a۲۱۲۱ = a۲۱۱۲ = ۱

a۱۱۲۱ = a۱۲۲۱ = a۱۱۱۲ = a۱۲۱۲ = a۲۲۱۲ = ۰, a۱۲۲۲ = ۶, a۲۱۲۲ = ۵, a۲۲۲۱ = ۱۳.

داریم محاسبه، با

(ρZ(A), x) =
(
۱۲٫۰۹۹۵; (۰٫۵۴۲۶; ۰٫۸۴۰۰)T

)
.

.µ۲ = a۲۲۲۲ = ۴ و µ۱ = a۱۱۱۱ = ۷ کنید فرض

داریم: ،i۱ = ۱ هنگامی که

Λ۱ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۲, ۲) , (۲, ۱, ۲) , (۲, ۲, ۱)} = Λ۱ ∩ ∆ ∩Ω۱,

Λ۱ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۱, ۱)} = Λ۱ ∩ ∆ ∩Ω۱,

Λ۱ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۱, ۲) , (۲, ۱, ۱) , (۱, ۲, ۱)} = Λ۱ ∩ ∆ ∩Ω۱,

Λ۱ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۲, ۲, ۲)} , Λ۱ ∩ ∆ ∩Ω۱ = ∅,

.N۱ (A) = ۱۶, NΩ۱
۱ (A, µ۱) = N۲

۱ (A, µ۱) = ۲۵
۶ , rΩ۱

۱ (A) = ۶ می دهد نشان که
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داریم: ،i۱ = ۲ هنگامی که

Λ۲ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۲, ۱) , (۲, ۱, ۱) , (۱, ۱, ۲)} = Λ۲ ∩ ∆ ∩Ω۲,

Λ۲ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۲, ۲, ۲)} = Λ۲ ∩ ∆ ∩Ω۲,

Λ۲ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۲, ۱, ۲) , (۲, ۲, ۱) , (۱, ۲, ۲)} = Λ۲ ∩ ∆ ∩Ω۲,

Λ۲ ∩ ∆ = {(i۲, i۳, i۴) : (۱, ۱, ۱)} , Λ۲ ∩ ∆ ∩Ω۲ = ∅,

.N۲ (A) = ۳۱
۲ , NΩ۲

۲ (A) = N۱
۲ (A) = ۱۹

۲ , rΩ۲
۲ (A) = ۱ می دهد نشان که

،۳۴ ،۳۳ ،۳۰ ،۲۶ ،۲۵ ،۱۷ ،۱۴ ،۸ ،۷] مراجع از متناظر کران های و ۷ .۳ قضیه ،۳ .۳ نتیجه ی از آمده بدست عددی نتایج

۷ .۳ قضیه و ۳ .۳ نتیجه ی از آمده بدست کران که می شود مشاهده ،۲ جدول از شده اند. داده نمایش ۲ جدول در [۴۰ ،۳۹ ،۳۶

است. بهتر کران ها سایر به نسبت

۸ .۳ مثال ،A تانسور طیفی Z‑شعاع بالای کران های :۲ جدول

ρZ(A) ≤ ۲۶٫۰۰۰۰ [۳۰] ۵ .۴ نتیجه
ρZ(A) ≤ ۲۵٫۷۷۷۱ [۱۴] ۳ .۳ قضیه
ρZ(A) ≤ ۲۵٫۷۳۸۲ S = {۱}, S = {۲} به طوری که ،[۴۰] ۴ .۳ قضیه
ρZ(A) ≤ ۲۵٫۷۳۸۲ [۳۴] ۵ .۴ قضیه
ρZ(A) ≤ ۲۵٫۶۴۳۷ [۷] قضیه۳. ۵
ρZ(A) ≤ ۲۵٫۶۴۳۷ [۸] ۶ قضیه
ρZ(A) ≤ ۲۵٫۶۴۳۷ S = {۱}, S = {۲} به طوری که ،[۳۳] ۴ قضیه
ρZ(A) ≤ ۲۵٫۴۸۰۷ [۲۵] ۷ قضیه
ρZ(A) ≤ ۲۵٫۴۹۰۷ [۳۶] ۷ قضیه
ρZ(A) ≤ ۲۳٫۸۶۱۷ [۱۷] ۹ .۲ قضیه
ρZ(A) ≤ ۲۲٫۵۴۲۶ [۳۹] ۵ قضیه
ρZ(A) ≤ ۲۱٫۸۱۷۲ [۲۶] ۱ .۳ قضیه
ρZ(A) ≤ ۱۶٫۰۰۰۰ ۳ .۳ نتیجه
ρZ(A) ≤ ۱۵٫۰۴۶۵ ۷ .۳ قضیه
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کاربرد .۴

در می شود. بیان تانسورها بودن مثبت معین نیمه و بودن مثبت معین برای کافی شرایط از برخی بخش، این ابتدای در

بررسی بودن مثبت معین از استفاده با خطی غیر سیستم پایداری تانسورها، با زمان‑پایا چندجمله ای سیستم یک برای ادامه

می شود.

مثبت معین نیمه) ) تانسورهای .۱ .۴

نوشت زیر صورت به توان می را m درجه از f (x) همگن جمله ای چند تابع

f (x) = Axm = xT (Axm−۱) =
n∑

i۱,i۲,··· ,im=۱

ai۱i۲...im xi۱ xi۲...xim, (۱ .۴)

.[۵] باشد بردار یک x = (x۱, x۲, ..., xn) ∈ Rn و متقارن تانسور Aیک = (ai۱i۲...im
) ∈ R[m,n] به طوری که

نامیده مثبت معین f (x) اینصورت در ، f (x) > ۰ باشیم داشته x ∈ Rn ناصفر بردار هر برای اگر [۵] .۱ .۴ تعریف

باشد. مثبت معین f (x) هرگاه گویند مثبت معین Aرا تانسور می شود.

مثبت معین نیمه f (x) اینصورت در ، f (x) ≥ ۰ باشیم داشته x ∈ Rn ناصفر بردار هر برای اگر ترتیب، همین به

باشد. مثبت معین نیمه f (x) هرگاه است مثبت معین Aنیمه تانسور می شود. نامیده

است شده ثابت [۲۰] در می کند. ایفا خطی غیر سیستم های پایداری مطاله ی در مهمی نقش تانسورها بودن مثبت معین

مثبت آن ویژه ی Z‑مقادیر همه اگر تنها و اگر هستند مثبت) معین (نیمه مثبت معین زوج مرتبه حقیقی متقارن تانسورهای که

ندارد. وجود صفر غیر فرد مرتبه از مثبت معین (نیمه) تانسور هیچ که است شده داده نشان [۲۳] در همچنین باشند. (نامنفی)

معین بررسی برای را زیر قضیه گرشگورین، نوع از ویژه Z‑مقدار شامل مجموعه های از استفاده با [۱۵] همکارانش و لی

کردند. پیشنهاد را (۱ .۴) در شده تعریف چندجمله ای سیستم های بودن مثبت

مثبت بردار یک اگر باشد. ۴ ≤ m زوج مرتبه ی از تانسور Aیک = (ai۱i۲···im
) ∈ R[m,n] کنید فرض [۱۵] .۲ .۴ قضیه

،µi > Ri(A, µi) باشیم داشته i ∈ [n] هر ازای به بطوریکه باشد داشته وجود µ = (µ۱, µ۲, . . . , µn)T ∈ Rn

است. مثبت معین (۱ .۴) در شده تعریف f (x) ترتیب همین به و است مثبت Aمعین آنگاه

آمد. بدست زیر نتیجه ،[۲۹] در شده ارائه ضعیف متقارن تانسورهای ویژگی اساس بر
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f (x) = Axm اینصورت در باشد. ضعیف متقارن تانسور Aیک = (ai۱i۲···im
) ∈ R[m,n] کنید فرض [۲۹] .۳ .۴ لم

باشد. مثبت آن ویژه ی Z‑مقادیر تمام اگر تنها و اگر است مثبت معین

بودن مثبت معین برای کافی شرایط ۷ .۳ و ۶ .۳ های قضیه در ویژه ی Z‑مقدار شامل مجموعه ی اساس بر ادامه، در

می شوند. ارائه زوج مرتبه ی ضعیف متقارن تانسورهای

یک اگر باشد. ۴ ≤ m زوج مرتبه ی از ضعیف متقارن تانسور Aیک = (ai۱i۲...im
) ∈ R[m,n] کنید فرض .۴ .۴ قضیه

آنگاه باشد برقرار زیر شرایط از یکی حداقل به طوری که باشد داشته وجود µ = (µ۱, µ۲, ..., µn)T ∈ Rn مثبت بردار

است. مثبت) معین (نیمه مثبت Aمعین
.i ∈ [n] هر برای µi > (≥)Ni (A, µi) , (الف)

و
(
µi − Ni

Ωi (A, µi)
) (
µ j − N i

j

(
A, µ j

))
> (≥)rΩi

i (A, µi) |a ji...i| (ب)

. i , j که i, j ∈ [n] هر برای µi > (≥)Ni
Ωi (A, µi) و µ j > (≥)N i

j

(
A, µ j

)
است. مثبت Aنیمه معین که کرد ثابت می توان مشابه روشی به و است، مثبت Aمعین که می کنیم ثابت اثبات.

اندیس یک پس ،λ ∈ Φ (A, µ) داریم ۶ .۳ قضیه ی از .λ ≤ ۰ کنید فرض خلف برهان با : (الف) قسمت اثبات

عبارتی به ،λ ∈ Φi۰ (A, µ) به طوری که دارد وجود i۰ ∈ N

∣∣∣λ − µi۰

∣∣∣ ≤ Ni
(A, µi۰

)
.

می شود نتیجه پس ،λ < ۰ خلف، فرض طبق و µi۰ > ۰ چون دیگر، طرف از

∣∣∣λ − µi۰

∣∣∣ ≥ µi۰ > Ni
(A, µi۰

)
.

زوج مرتبه تانسور ویژه ی Z‑مقادیر تمام اینکه به توجه با .λ > ۰ بنابراین است، تناقض در فرض (الف) قسمت با این

است. مثبت Aمعین تانسور ۳ .۴ لم طبق پس هستند، مثبت ضعیف، متقارن

حالت دو اکنون، .λ ∈ D (A, µ) داریم ۷ .۳ قضیه ی از خلف). (برهان λ ≤ ۰ کنید فرض : (ب) قسمت اثبات

داریم: را زیر
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عبارتی به ،λ ∈ Xi۰, j۰ (A, µ) به طوری که دارند وجود i۰ , j۰ با i۰, j۰ ∈ N اندیس های اول) حالت

(
|λ − µi| − Ni

Ωi (A, µi)
) (∣∣∣λ − µ j

∣∣∣ − N i
j

(
A, µ j

))
≤ rΩi

i (A, µi) |a ji...i|

می شود نتیجه ،λ < ۰ خلف، فرض طبق و µi۰, µ j۰ > ۰ چون دیگر، طرف از

(
µi − Ni

Ωi (A, µi)
) (
µ j − N i

j

(
A, µ j

))
≥ rΩi

i (A, µi) |a ji...i|.

.λ > ۰ بنابراین است. تناقض در فرض (ب) قسمت با این

عبارتی به ،λ ∈ Yi۰, j۰ (A, µ) به طوری که دارند وجود i۰ , j۰ با i۰, j۰ ∈ N اندیس های دوم) حالت

(
|λ − µi| − Ni

Ωi (A, µi)
)
< ۰ و

(∣∣∣λ − µ j
∣∣∣ − N i

j

(
A, µ j

))
< ۰.

می شود نتیجه لذا ،λ < ۰ خلف فرض طبق ، µi۰, µ j۰ > ۰ چون دیگر طرف از

µi ≥ Ni
Ωi (A, µi) و µ j ≥ N i

j

(
A, µ j

)
.

می شود. کامل اثبات ترتیب بدین .λ > ۰ بنابراین است. تناقض در فرض (ب) قسمت با این و

می شود. ارائه زیر مثال  ،۴ .۴ قضیه ی کارایی دادن نشان برای

باشد. زیر در شده تعریف درایه های با ضعیف متقارن تانسور Aیک =
(
ai jkl

)
∈ R[۴,۲] کنید فرض .۵ .۴ مثال

a۱۱۱۱ = ۶, a۱۲۱۱ = ۳, a۱۲۲۱ = a۱۲۱۲ = ۱, a۱۱۲۱ = a۱۱۱۲ = ۰, a۱۱۲۲ = ۴, a۱۲۲۲ =
۲

۳
;

a۲۱۱۱ = a۲۱۱۲ = a۲۱۲۱ = ۱, a۲۲۱۱ = ۴, a۲۲۲۱ = a۲۱۲۲ = ۰, a۲۲۱۲ = ۲, a۲۲۲۲ = ۶.

تانسور اگر است. مثبت Aمعین تانسور می دهد نشان که است ۴٫۹۴۷۹ با برابر ویژه Z‑مقدار کوچکترین محاسبات، با

ندارد وجود µ۱ مثبت حقیقی عدد هیچ آنگاه بگیریم، درنظر ۵ .۲ تعریف در (ب) و (الف) حالت دو هر در را IZ Z‑همانی
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که

µ۱ > r۱(A, µ۱).

بدست Aرا ضعیف متقارن تانسور بودن مثبت معین درنتیجه و نیستند برقرار [۱۵] ۲ .۳ قضیه شرایط که می دهد نشان این

داریم: ،۴ .۴ قضیه (الف) قسمت در µ = (۶, ۶)T دادن قرار با اما نمی دهند.

µ۱ = ۶ > ۴٫۱۶۶۷ = N۱ (A, µ۱) و µ۲ = ۶ > ۴ = N۲ (A, µ۲) ,

شرایط درضمن می باشد. مثبت پسAمعین می کند، صدق ۴ .۴ قضیه ی (الف) قسمت شرایط Aدر تانسور می دهد نشان که

می باشد. (الف) قسمت مشابه آن اثبات و است برقرار نیز ۴ .۴ قضیه ی (ب) قسمت

زمان‑پایا جمله ای چند سیستم های پایداری .۲ .۴

.[۵] نوشت زیر صورت به می توان را زمان‑پایا چندجمله ای سیستم هر

ẋ۱ =

n∑
i۲=۱

a۱i۲ xi۲ +

n∑
i۲,i۳=۱

a۱i۲i۳ xi۲ xi۳ + · · · +
n∑

i۲,i۳,...,im=۱

a۱i۲i۳...im xi۲ xi۳ . . . xim,

...

ẋn =

n∑
i۲=۱

ani۲ xi۲ +

n∑
i۲,i۳=۱

ani۲i۳ xi۲ xi۳ + · · · +
n∑

i۲,i۳,...,im=۱

ani۲i۳...im xi۲ xi۳ . . . xim.

با فوق زمان‑پایا جمله ای چند سیستم ادامه، در پایاست. اندیس ها روی جایگشتی هر تحت ai۱i۲...im ∈ R آن در که

می شود داده نشان زیر صورت به تانسورها از استفاده

ẋ = A(۲)x +A(۴)x۳ + · · · +A(m)xm−۱, (۲ .۴)

یک زیر، قضیه در .[۵] x = (x۱, x۲, . . . , xn)T و t = ۲, ۴, . . . ,m A(t)با = (ai۱i۲...it) ∈ R[t,n] به طوری که

است. شده ارائه زوج های m برای (۲ .۴) خطی غیر سیستم مجانبی پایداری برای کافی شرط
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مثبت معین t = ۲, ۴, . . . , ۲k با −A(t) هرگاه (۲ .۴) در شده معرفی غیرخطی سیستم برای [۳ .۳ قضیه ،۵] .۶ .۴ قضیه

است. پایدار مجانبی به طور آن تعادل نقطه ی آنگاه باشد،

کرد. ارائه (۲ .۴) سیستم مجانبی پایداری بررسی برای کافی شرط یک می توان ،۶ .۴ قضیه ی و ۴ .۴ قضیه ی با

قضیه ی شرایط در t = ۲, ۴, . . . , ۲k با −A(t) تانسور هرگاه (۲ .۴) در شده معرفی غیرخطی سیستم برای .۷ .۴ نتیجه

است. پایدار مجانبی طور به آن تعادل نقطه ی آنگاه کند، صدق ۴ .۴

بگیرید: نظر در را زیر چندجمله ای سیستم .۸ .۴ مثال

ẋ۱ = −۴x۱ + ۱٫۵x۲ + ۱٫۵x۳ − ۱٫۴x۳
۱ + ۰٫۳x۲

۱x۲ − ۳٫۱۵x۱x۲
۳ − ۲٫۵۵x۱x۲

۲ + ۰٫۳x۲x۲
۳ + ۰٫۱x۳

۲ − ۰٫۱x۳
۳,

ẋ۲ = ۱٫۵x۱ − ۵x۲ + ۲x۳ + ۰٫۱x۳
۱ − ۳٫۲x۳

۲ − ۰٫۳x۲
۲x۳ − ۰٫۳x۲x۲

۳ − ۲٫۵۵x۲
۱x۲ + ۰٫۳x۱x۲

۳ + ۰٫۳x۱x۲
۲,

ẋ۳ = ۱٫۵x۱ + ۲x۲ − ۴x۳ − ۰٫۱x۳
۲ − ۲٫۶x۳

۳ − ۳٫۱۵x۲
۱x۳ − ۳x۲

۲x۳ + ۰٫۶x۱x۲x۳ − ۰٫۳x۱x۲
۳.

x = (x۱, x۲, x۳)T آن در به طوری که شود، نوشته ẋ = A(۲)x+A(۴)x۳ صورت به می تواند فوق دستگاه دراینصورت

و

A(۲) =


−۴ ۱٫۵ ۱٫۵

۱٫۵ −۵ ۲

۱٫۵ ۲ −۴


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می باشد: زیر درایه های A(۴)با = (ai jkl) ∈ R[۴,۳] و

a۱۱۱۱ = −۱٫۴; a۲۲۲۲ = −۳٫۲; a۳۳۳۳ = −۲٫۶;

a۱۱۱۲ = a۱۱۲۱ = a۱۲۱۱ = a۱۲۲۲ = a۲۱۱۱ = a۲۱۲۲ = a۲۲۱۲ = a۲۲۲۱ = ۰٫۱;

a۱۱۲۲ = a۱۲۱۲ = a۱۲۲۱ = a۲۱۱۲ = a۲۱۲۱ = a۲۲۱۱ = −۰٫۸۵;

a۱۱۳۳ = a۱۳۱۳ = a۱۳۳۱ = a۳۱۱۳ = a۳۱۳۱ = a۳۳۱۱ = −۱٫۰۵;

a۱۲۳۳ = a۱۳۲۳ = a۱۳۳۲ = a۲۱۳۳ = a۲۳۱۳ = a۲۳۳۱ = ۰٫۱;

a۳۱۲۳ = a۳۱۳۲ = a۳۲۱۳ = a۳۲۳۱ = a۳۳۱۲ = a۳۳۲۱ = ۰٫۱;

a۲۲۲۳ = a۲۲۳۲ = a۲۳۲۲ = a۳۲۲۲ = a۱۳۳۳ = a۳۱۳۳ = a۳۳۱۳ = a۳۳۳۱ = −۰٫۱;

a۲۲۳۳ = a۲۳۲۳ = a۲۳۳۲ = a۳۲۲۳ = a۳۲۳۲ = a۳۳۲۲ = −۱٫۰;

ai jkl = ۰ o.w.

بگیریم، درنظر ۵ .۲ تعریف در (ب) و (الف) حالت دو هر در IZرا Z‑همانی تانسور اگر است. مثبت معین −A(۲) تانسور

که ندارد وجود µ۱ مثبت حقیقی عدد هیچ آنگاه

µ۱ > r۱(−A(۴), µ۱).

آن تبع به و −A(۴) متقارن تانسور بودن مثبت معین درنتیجه و نیست برقرار [۲ .۳ قضیه ،۱۵] شرایط که می دهد نشان این

نمی دهند. نتیجه را فوق چندجمله ای سیستم های مجانبی پایداری
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درایه های با I۲ Z‑همانی تانسور و µ = (۲٫۸۵, ۳٫۰, ۲٫۷)T دادن قرار با ،A(۴) متقارن تانسور برای

e۱۱۱۱ = e۲۲۲۲ = e۳۳۳۳ = ۱;

e۱۱۲۲ = e۱۲۱۲ = e۱۲۲۱ = e۲۱۱۲ = e۲۱۲۱ = e۲۲۱۱ =
۱

۳
;

e۱۱۳۳ = e۱۳۱۳ = e۱۳۳۱ = e۳۱۱۳ = e۳۱۳۱ = e۳۳۱۱ =
۱

۳
;

e۲۲۳۳ = e۲۳۲۳ = e۲۳۳۲ = e۳۲۲۳ = e۳۲۳۲ = e۳۳۲۲ =
۱

۳
;

ei jkl = ۰ o.w.

داریم:

µ۱ = ۲٫۸۵ > N۱

(
−A(۴), µ۱

)
= ۲٫۲۵۰,

µ۲ = ۳٫۰۰ > N۲

(
−A(۴), µ۲

)
= ۲٫۳۲۵,

µ۳ = ۲٫۷۵ > N۳

(
−A(۴), µ۳

)
= ۲٫۰۷۵.

مجانبی به طور سیستم تعادل نقطه ی ۷ .۴ نتیجه ی با و است مثبت معین −A(۴) که می شود نتیجه ۴ .۴ قضیه   ی از بنابراین،

است. پایدار

نتیجه گیری

آورده بدست Z‑همانی تانسور توسط زوج مرتبه تانسورهای ویژه ی Z‑مقدار شامل مجموعه های مقاله، این ابتدای در

چند سیستم های مجانبی پایداری همچنین و ضعیف متقارن تانسورهای بودن مثبت معین برای کافی شرایط سپس شد.

شد. داده نشان موجود نتایج به نسبت آمده بدست نتایج کارایی مثال چندین با انتها در گردید. ارائه زمان‑پایا جمله ای
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