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می کنیم: بیان را S‑اول ایده آل تعریف ادامه در که است، شده بررسی آن

صورت این در .I ∩ S = ∅ که باشد R از ایده آلی I و ضربی بسته زیرمجموعه یک S ⊂ R جابجایی، حلقه R کنیم فرض

I برای s گوییم حالت این در .sb ∈ I یا sa ∈ I آن گاه ،ab ∈ I اگر a, b ∈ R هر بهازای هرگاه گوییم، S‑اول را I

می کند. کار

کردن مشخص برای اول زیرمدول های همچنین، می باشند، مدول ها در اول ایده آل های تعمیم اول، زیرمدول های می دانیم

می کنیم: بیان را اول مدول زیر مفهوم حال می شوند. استفاده مدول ها از کلاس هایی

m ∈ N دهد نتیجه am ∈ N که m ∈ M و a ∈ R هر بهازای هرگاه گوییم، اول را M R‑مدول از N سره زیرمدول

شود). مراجعه [۴] به بیشتر جزییات مشاهده (برای a ∈ (N :R M) یا

است: شده تعریف ،[۵] در مکسلاند توسط بار اولین برای زیرمدول یک رادیکال

اول زیرمدول های تمام اشتراک از است عبارت می شود، داده نشان rad(N) با که M R‑مدول از N زیرمدول رادیکال

.rad(N) = M آن گاه باشد، تهی N شامل اول زیرمدول های مجموعه هرگاه می باشند. N شامل که M از

کرده اند. مشخص را اصلی ایده آل دامنه روی آزاد مدول یک زیرمدول های از بعضی رادیکال ،[۲] در نکویی و هدایت اخیرا،

اول زیرمدول های از تعمیمی عنوان به را S‑اول زیرمدول های ،[۶] همکارانش و سویم S‑اول، ایده آل های مشابه

می شود: بیان S‑اول زیرمدول تعریف زیر در داده اند. قرار بررسی مورد را آن ها خواص و کرده معرفی

.(N :R M)∩S = ∅ که باشد M R‑مدول از سره زیرمدول N و R حلقه از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض

و r ∈ R هر بهازای که باشد داشته وجود s ∈ S هرگاه گوییم، M R‑مدول از S‑اول زیرمدول یک N صورت این در

می کند. کار N برای s می گوییم حالت این در .sm ∈ N یا sr ∈ (N :R M) شود نتیجه rm ∈ N که m ∈ M

باشد. R روی m × n ماتریس یک A = (ai j) و باشند طبیعی عدد دو m, n کنیم فرض

عناصر از یک هر و ⟨A⟩ با را باشد شده تولید A ماتریس سطرهای با که F = Rn آزاد R‑مدول از N زیرمدول

ماتریس را B́ باشد. R روی n × n ماتریس یک B کنیم فرض می دهیم. نشان ،ri ∈ R که (r۱, . . . , rm)A با را N

.[۲] می باشد n × n همانی ماتریس In که BB́ = B́B = (detB)In هرگاه گوییم، B الحاقی

مشترک مقسومعلیه بزرگ ترین را d ∈ R باشد. R جابجایی حلقه از ناتهی زیرمجموعه ای {a۱, . . . , an} کنیم فرض

،۱ ≤ i ≤ n هر بهازای و c ∈ R اگر همچنین، ،d | ai ،۱ ≤ i ≤ n هر بهازای گاه هر گوییم، {a۱, . . . , an}
نشان ,a۱)ب.م.م . . . , an) = d صورت به را {a۱, . . . , an} مشترک مقسومعلیه بزرگ ترین .c | d آن گاه ،c | ai

مشترک مقسومعلیه بزرگ ترین همچنین، ندارد، وجود همواره مشترک علیه مقسوم بزرگ ترین که باشید داشته توجه می دهیم.

.[۳] شریک اند {a۱, . . . , an} مشترک مقسومعلیه بزرگ ترین دو هر می دانیم ضمن در نیست، یکتا وجود صورت در
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توسط که R ( اصلی ایده آل تجزیه(دامنه یکتایی دامنه  روی Rn آزاد مدول یک از S‑اول زیرمدول های مقاله، این در

شده اند. مطالعه می شوند تولید m × n ماتریس های

آزاد R‑مدول از S‑اول زیرمدول یک ،Am×n ماتریس توسط شده تولید زیرمدول اینکه معادل شرایط ،۹ .۲ قضیه در ابتدا،

است. R تجزیه یکتای دامنه روی m رتبه با ماتریس یک Am×n که است، شده مشخص باشد Rn

شده تولید زیرمدول داده ایم نشان ،F = Z ⊕ Z ⊕ Z آزاد Z‑مدول در ،۹ .۲ قضیه از استفاده با ،۱۰ .۲ مثال در سپس،

،

۵ ۱ ۵

۱ ۲ ۱

ماتریس توسط شده تولید زیرمدول همچنین، و است F از S‑اول زیرمدول ،

۳ ۱ ۳

۱ ۲ ۱

ماتریس توسط

است. Z صحیح اعداد حلقه ی از ضربی بسته زیرمجموعه یک S = Z \ ۳Z آن ها در که نیست، F از S‑اول زیرمدول

تجزیه یکتایی دامنه روی n رتبه از ماتریس یک که An×n ماتریس توسط شده تولید ،N زیرمدول ،۱۱ .۲ قضیه در ادامه، در

است. شده مشخص باشد Rn آزاد مدول از S‑اول زیرمدول N اینکه معادل شرایط و شده گرفته درنظر باشد R

آن ها بودن S‑اول زیرمدول ،۱۱ .۲ قضیه به توجه با که شده اند آورده آزاد مدول یک از زیرمدول سه ،۱۳ .۲ مثال در بعد،

است. شده بررسی

در آن، از پس داده ایم. نشان rads(N) با را آن و کرده ایم تعریف M R‑مدول از N زیرمدول s‑رادیکال نهایت، در

Rn آزاد مدول در radsR(a۱, . . . , an) شرایطی تحت ،۱۱ .۲ و ۹ .۲ قضایای کاربردن به با ،۱۹ .۲ و ۱۶ .۲ قضایای

ایده آل دامنه روی ،R ⊕ R آزاد مدول در ،

a۱ a۲

b۱ b۲

 ماتریس توسط شده تولید N زیرمدول برای rads(N) به علاوه و

شده اند. مشخص R اصلی
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S‑اول زیرمدول های .۲

می آوریم. را S‑اول زیرمدول تعریف ابتدا

(N :R که باشد M R‑مدول از سره زیرمدول N و R حلقه از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض .۱ .۲ تعریف

r ∈ R هر بهازای بهطوریکه باشد داشته وجود s ∈ S اگر گوییم M R‑مدول از S‑اول زیرمدول N .M)∩ S = ∅
می کند. کار N برای s میگوییم حالت این در .sm ∈ N یا sr ∈ (N :R M) باشیم داشته rm ∈ N که m ∈ M و

زیرمدول N اگر باشد. R‑مدول یک M و s ∈ S ،R حلقه از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض [۶] .۲ .۲ گزاره

می کند. کار آن برای s که می باشد R از S‑اول ایده آل یک (N :R M) آن گاه کند، کار N برای s و M از S‑اول

باشد بهطوریکه M R‑مدول از اول زیرمدول یک N و R حلقه از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض .۳ .۲ لم

است. S‑اول زیرمدول N صورت این در .(N :R M) ∩ S = ∅

نیست. اول زیرمدول که می شود ارایه S‑اول زیرمدول یک بعد مثال در

و s = ۱۵ کنیم فرض می گیریم. نظر در Z‑مدول عنوان به را M := Q ⊕ Z۲ ⊕ Z۳ ⊕ Z۵ .۴ .۲ مثال

S = {۳ j۵k| j, k ∈ N} ∪ {۱}.

m = (a/b, ā۱, ā۲, ā۳) ∈ ،k ∈ Z کنیم فرض است. S‑اول زیرمدول یک N = ۰⊕Z۲⊕۰⊕۰ می دهیم نشان

ازاینرو .sm = (۰, sā۱, ۰, ۰) ∈ N درنتیجه .a/b = ۰ آن گاه ،sk < (N :Z M) = ۰ اگر .km ∈ N و M

نیست. اول زیرمدول N که می شود دیده آسانی به است. S‑اول زیرمدول یک N

است. شده آورده [۲] مرجع از Am×n ماتریس توسط شده تولید زیرمدول های مورد در نکته چند ادامه در

A الحاقی ماتریس Á = (ái j) و x۱, . . . , xn ∈ R ،detA , ۰ ،A ∈ Matn×n(R) کنیم فرض [۲] .۵ .۲ لم

.detA | Σn
i=۱xiái j باشیم داشته ۱ ≤ i, j ≤ n هر برای اگر وفقط اگر (x۱, . . . , xn) ∈ ⟨A⟩ باشد.

زیرماتریس یک در A ناصفر ستون هر صورت این در .rankA = m و A ∈ Mm×n(R) کنیم فرض [۲] .۶ .۲ لم

.detB , ۰ که می گیرد قرار B مانند A از m × m

.detA ∈ (⟨A⟩ :R Rn) آن گاه ،A ∈ Matn×n(R) اگر [۲] .۷ .۲ نتیجه
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،N = ⟨A⟩ و rankA = m اگر .m < n و A ∈ Mm×n(R) ،F = Rn صحیح، دامنه یک R کنیم فرض .۸ .۲ لم

.(N :R F) = ۰ آن گاه

ستون هایی jm, . . . , j۱ و det(B) , ۰ که باشد A از m × m زیرماتریس B ،r ∈ (N :R F) کنیم فرض اثبات.

،rF ⊆ N آنجاییکه از می گیریم. نظر در را j ∈ {۱, . . . , n} \ { j۱, . . . , jm} دادهاند. تشکیل را B که باشند A از

دارند بهطوریکه وجود rm, . . . , r۱ ∈ R ازاینرو .(۰, . . . , ۰, r︸︷︷︸
j−th

, ۰, . . . , ۰) ∈ N پس

(r۱, . . . , rm)A = (۰, . . . , ۰, r︸︷︷︸
j−th

, ۰, . . . , ۰).

،۱ ≤ i ≤ m هر برای درنتیجه .ridetB = ۰ ،۱ ≤ i ≤ m هر برای لذا ،(r۱, . . . , rm)B = (۰, . . . , ۰) چون

.r = ۰ بنابراین ،ri = ۰

تجزیه یکتایی دامنه روی Rn از S‑اول زیرمدول یک ،m < n ، N = ⟨Am×n⟩ اینکه معادل شرایط بعد قضیه در

است. شده مشخص باشد R

A ∈ کنیم فرض همچنین .F = Rn و R تجزیه یکتایی دامنه از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض .۹ .۲ قضیه

زیرماتریس های تمام دترمینان مشترک مقسومعلیه بزرگترین d و N = ⟨A⟩ ،rankA = m ،m < n ،Mm×n(R)

,d)ب.م.م. s) = d که باشد داشته وجود s ∈ S اگرو تنها اگر است S‑اول زیرمدول یک N باشد. A از m × m

درنظر را A از m × m ماتریس زیر B کند. کار N برای s ∈ S و S‑اول زیرمدول یک N کنیم فرض (⇐) اثبات.

برای باشد. شده تشکیل A ، j۱ < j۲ < · · · < jm ستون های از B و detB , ۰ بهطوریکه می گیریم

می دهیم قرار ۱ ≤ i ≤ m

(x۱, . . . , xn) = (b́i۱, b́i۲, . . . , ´bim)A.

.x jk = ۰ و x ji = detB ،k , i که ۱ ≤ k ≤ m هر برای لذا ،B́B = (detB)Im که آنجایی از

که باشد A از m × m زیرماتریس C j ماتریس ، j ∈ {۱, . . . , n} \ { j۱, j۲, . . . , jm} برای کنیم فرض

.x j = ±detC j درنتیجه است. شده تشکیل A ‑ام j ستون و j۱, . . . , ji−۱, ji+۱, . . . , jm ستون های از
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و است S‑اول زیرمدول یک N چون .( x۱
d , . . . ,

xn
d ) ∈ F بنابراین .(۱ ≤ j ≤ n) ،d | x j این رو از

لذا d( x۱
d , . . . ,

xn
d ) ∈ N

sdF ⊆ N یا s(
x۱

d
, . . . ,

xn

d
) ∈ N.

و sdF ⊈ N ازاینرو است. تناقض یک این که ،sd = ۰ ،۸ .۲ لم به بنا ،sd ∈ (N :R F) اگر

دارند بهطوریکه وجود t۱, . . . , tm ∈ R لذا .s( x۱
d , . . . ,

xn
d ) ∈ N

(t۱, . . . , tm)A = s(
x۱

d
, . . . ,

xn

d
).

درنتیجه

s(x۱, . . . , xn) = s(b́i۱, b́i۲, . . . , ´bim)A = d(t۱, . . . , tm)A.

بنابراین

s(b́i۱, b́i۲, . . . , ´bim)B = d(t۱, . . . , tm)B و sb́i jdetB = dt jdetB.

لذا .d | sb́i j ،۱ ≤ i, j ≤ m هر بهازای می دهد نتیجه این که .d | sb́i j ،۱ ≤ j ≤ m برای پس

.d | sm درنتیجه .dm | sm(detB)m−۱ ازاینرو .dm | smdetB́

درنتیجه (N :R F) = ۰ ،۸ .۲ لم به بنا ,d)ب.م.م. s) = d که باشد داشته وجود s ∈ S کنیم فرض (⇒)

از m×m زیرماتریس های تمام مجموعه B = {B۱, B۲, . . . , Bk} کنیم فرض ابتدا .(N :R F)∩ S = ∅
ستون های ،Bi ماتریس ستون های ،۱ ≤ i ≤ m هر برای و detBi , ۰ ،۱ ≤ i ≤ k هر بهازای که است A

نظر در را حالت دو .B , ∅ پس rankA = m چون باشند. A ماتریس از j(i, ۱) < · · · < j(i,m)

می گیریم:

ستون هایی از غیر A ستون های تمام ،۶ .۲ لم به بنا لذا .detB۱ = d پس .k = ۱ کنیم فرض اول: حالت

S‑اول لذا و است اول زیرمدول N که می شود ثابت راحتی به حالت این در صفرند. همه هستند B۱ در که
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است.

.r(x۱, . . . , xn) ∈ N که (x۱, . . . , xn) ∈ F و ۰ , r ∈ R ،k , ۱ کنیم فرض دوم: حالت

.s(x۱, . . . , xn) ∈ N می دهیم نشان

مشابه .di+۱ = ,di)ب.م.م detBi+۱) ،۱ ≤ i ≤ k − ۱ هر برای و d۱ = detB۱ کنیم فرض حال

هر برای بهطوریکه دارند وجود rl۱, . . . , rlm ∈ R ،۱ ≤ l ≤ k − ۱ هر برای ،[۲] در ۵ .۲ قضیه اثبات

،۱ ≤ i ≤ l + ۱

(x j(i,۱), . . . , x j(i,m)) =
۱

dl+۱
(rl۱, . . . , rlm)Bi.

،۱ ≤ i ≤ k هر بهازای آنگاه ،l = k − ۱ اگر

(x j(i,۱), . . . , x j(i,m)) =
۱
d

(r(k−۱)۱, . . . , r(k−۱)m)Bi.

می آوریم به دست ،۶ .۲ لم به توجه با

(x۱, . . . , xn) =
۱
d

(r(k−۱)۱, . . . , r(k−۱)m)A.

درنتیجه .s = dd́ که دارد وجود d́ ∈ R پس ،d | s چون

s(x۱, . . . , xn) = s
۱
d

(r(k−۱)۱, . . . , r(k−۱)m)A = d́(r(k−۱)۱, . . . , r(k−۱)m)A.

است. S‑اول زیرمدول N لذا .s(x۱, . . . , xn) ∈ N بنابراین

F = همچنین و Z از ضربی بسته زیرمجموعه یک S = Z \ ۳Z صحیح، اعداد حلقه ی Z کنیم فرض .۱۰ .۲ مثال

باشد. آزاد Z‑مدول یک Z ⊕ Z ⊕ Z



۱۱۸۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

از عبارتند A ماتریس از ۲ × ۲ ماتریس های زیر دترمینان .s = ۵ و A =

۳ ۱ ۳

۱ ۲ ۱

 کنیم فرض (۱)

{

∣∣∣∣∣∣∣∣۳ ۱

۱ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣۱ ۳

۲ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣۳ ۳

۱ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣}.
قضیه به بنا ,d)ب.م.م s) = d چون .d = ۵ آن ها مشترک مقسومعلیه بزرگ ترین و rankA = ۲ بنابراین

است. F از اول −S زیرمدول N = ⟨A⟩ ،۹ .۲

از عبارتند B ماتریس از ۲ × ۲ ماتریس های زیر دترمینان .B =

۵ ۱ ۵

۱ ۲ ۱

 کنیم فرض (۲)

{

∣∣∣∣∣∣∣∣۵ ۱

۱ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣۱ ۵

۲ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣۵ ۵

۱ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣}.
,s)ب.م.م. ۹) = ۱ ،s ∈ S هر بهازای .d = ۹ آن ها مشترک مقسومعلیه بزرگ ترین و rankB = ۲ بنابراین

درنتیجه ،(⟨B⟩ : F) = ۰ ،۸ .۲ لم به بنا .۳(۲, ۱, ۲) = (۵, ۱, ۵) + (۱, ۲, ۱) ∈ ⟨B⟩ کنیم فرض حال

.۳s < (⟨B⟩ : F) ،s ∈ S هر بهازای

که دارند وجود r, t ∈ Z درنتیجه .s(۲, ۱, ۲) ∈ ⟨B⟩ که دارد وجود s ∈ S کنیم فرض خلف، برهان به بنا

s(۲, ۱, ۲) = r(۵, ۱, ۵) + t(۱, ۲, ۱).

بنابراین


۵r + t = ۲s

r + ۲t = s.
(۱ .۲)

نیست صحیح عددی s
۳ ،S مجموعه تعریف به توجه با که .t = s

۳ می آوریم به دست ،(۱ .۲) معادلات دستگاه حل از



۱۱۹۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

نیست. S‑اول زیرمدول ⟨B⟩پس است. تناقض یک این که

شرایط A ماتریس دترمینان به توجه با و می گیریم در نظر را rankA = n که N = ⟨An×n⟩ زیرمدول بعد، قضیه در

می آوریم. بهدست N بودن S‑اول معادل

به علاوه .F = Rn و s ∈ S ،R از ضربی بسته زیرمجموعه یک S و تجزیه یکتایی دامنه یک R کنیم فرض .۱۱ .۲ قضیه

.(N :R F)∩S = ∅ و N = ⟨A⟩ ،A الحاقی ماتریس Á = (ái j) ،rankA = n ،A ∈ Mn×n(R) کنیم فرض

باشد: برقرار زیر گزاره های از یکی اگروفقط اگر است F از S‑اول زیرمدول یک N صورت این در

،α ≤ n دارند بهطوریکه وجود α مثبت صحیح عدد و u ∈ R یکه عنصر ،p ∈ R تحویل ناپذیر عنصر (۱)

.pα−۱ | ái j و detA = upα ,detA)ب.م.م، s) = ۱

γ۱, . . . , γk, α۱, . . . , αk, α ∈ N و u ∈ R یکه عنصر ،p۱, . . . , pk, p ∈ R تحویل ناپذیر عناصر (۲)

و detA = upα۱
۱ . . . p

αk
k pα ,detA)ب.م.م، s) = pγ۱۱ . . . p

γk
k ،α ≤ n دارند بهطوریکه وجود

.pα−۱ | ái j

میگیریم: درنظر حالت دو کند. کار N برای s و باشد F از S‑اول زیرمدول یک N کنیم فرض (⇐) اثبات.

دارد وجود R حلقه در p تحویل ناپذیر عنصر می دهیم نشان ,detA)ب.م.م. s) = ۱ کنیم فرض اول: حالت

که دارند وجود r, t ∈ R یکه غیر و صفر غیر عناصر کنیم فرض خلف، برهان به بنا .detA = upα که

S‑اول زیرمدول یک N چون .rt ∈ (N :R F) ،۷ .۲ نتیجه به بنا .detA = rt و ,r)ب.م.م t) = ۱

پس است، S‑اول ایده آل (N :R F) ،۲ .۲ گزاره به بنا است

sr ∈ (N :R F) یا st ∈ (N :R F).

،۱ ≤ i, j ≤ n هر بهازای بنابراین .rt | stái j یا rt | srái j ،۱ ≤ i, j ≤ n هر بهازای درنتیجه

t | sái j یا r | sái j.

.r | ái j یا t | ái j ،۱ ≤ i, j ≤ n هر بهازای لذا ,s)ب.م.م، r) = ۱ و ,s)ب.م.م t) = ۱ چون



۱۲۰۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

از این رو

tn | det(Á) = rn−۱tn−۱ یا rn | det(Á) = rn−۱tn−۱.

تحویل ناپذیر عنصر بنابراین است. تناقض در ,t)ب.م.م r) = ۱ فرض با که ،r | tn−۱ یا t | rn−۱ پس

.detA = upα دارند بهطوریکه وجود α طبیعی عدد ،R در u یکه عنصر و p

کلیت از شدن کم بدون N , F چون .pα−۱ | ái j ،۱ ≤ i, j ≤ n هر بهازای می دهیم نشان ادامه در

پس ،detA = upα ∈ (N :R F) ،۷ .۲ نتیجه به بنا .(۱, ۰, . . . , ۰) < N کرد فرض می توان

چون .(pβ, ۰, . . . , ۰) ∈ N که باشد طبیعی عدد کوچکترین β کنیم فرض .(pα, ۰, . . . , ۰) ∈ N

بنابراین است S‑اول زیرمدول N و p(pβ−۱, ۰, . . . , ۰) ∈ N

s(pβ−۱, ۰, . . . , ۰) ∈ N یا sp ∈ (N :R F).

هر بهازای بنابراین .sp ∈ (N :R F) لذا .s(pβ−۱, ۰, . . . , ۰) < N که می شود دیده آسانی به

بنابراین .pα−۱ | ái j ،۱ ≤ i, j ≤ n هر بهازای درنتیجه .detA = upα | spái j ،۱ ≤ i, j ≤ n

p(α−۱)n | detÁ = (detA)n−۱ = un−۱ pα(n−۱).

.α ≤ n پس ،(α − ۱)n ≤ α(n − ۱) ازاینرو

βk, . . . , β۱ طبیعی اعداد و ś ∈ R لذا ,detA)ب.م.م. s) = pγ۱۱ . . . p
γk
k کنیم فرض دوم: حالت

.s = pβ۱۱ . . . p
βk
k ś که دارند وجود

که دارند وجود α۱, . . . , αk ∈ N و u ∈ R یکه عنصر ، R در p تحویل ناپذیر عنصر می دهیم نشان

دارند وجود r, t ∈ R یکه غیر عناصر کنیم فرض خلف، برهان به بنا .detA = upα۱
۱ . . . p

αk
k pα

 بهطوریکه

,r)ب.م.م t) = ۱, ب.م.م (rt, p۱ . . . pk) = ۱, detA = pα۱
۱ . . . p

αk
k (rt).



۱۲۱۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

یک (N :R F) ،۲ .۲ گزاره به بنا .detA = pα۱
۱ . . . p

αk
k (rt) ∈ (N :R F) ،۷ .۲ نتیجه به بنا

درنتیجه است، S‑اول ایده آل

spα۱
۱ . . . p

αk
k r ∈ (N :R F) یا st ∈ (N :R F).

،۱ ≤ i, j ≤ n هر بهازای ،۵ .۲ لم به توجه با

detA = pα۱
۱ . . . p

αk
k (rt) | spα۱

۱ . . . p
αk
k rái j,

یا

detA = pα۱
۱ . . . p

αk
k (rt) | stái j.

و ,t)ب.م.م s) = ۱ اینکه به توجه با .r | sái j یا t | sái j می آوریم به دست ساده محاسبات با

ازاینرو .r | ái j یا t | ái j درنتیجه ,r)ب.م.م، s) = ۱

tn | detÁ = (pα۱
۱ . . . p

αk
k )n−۱(rt)n−۱,

یا

rn | detÁ = (pα۱
۱ . . . p

αk
k )n−۱(rt)n−۱.

آنگاه

t | (pα۱
۱ . . . p

αk
k )n−۱rn−۱ یا r | (pα۱

۱ . . . p
αk
k )n−۱tn−۱.

تحویل ناپذیر عنصر لذا است. تناقض در ,rt)ب.م.م p۱ . . . pk) = ۱ و ,r)ب.م.م t) = ۱ فرض با که

که دارند وجود α ∈ N ∪ {۰} و u ∈ R یکه عنصر ،p ∈ R

detA = upα۱
۱ . . . p

αk
k pα.



۱۲۲۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

ازاینرو ،detA | sl درنتیجه .αi ≤ βil ،۱ ≤ i ≤ k هر برای که دارد وجود l ∈ N آن گاه ،α = ۰ اگر

اثبات مشابه روندی با است. تناقض در است S‑اول زیرمدول N اینکه فرض با که sl ∈ (N :R F)

.α ≤ n و pα−۱ | ái j ،۱ ≤ i, j ≤ n هر بهازای کرد ثابت می توان (۱) قسمت در pα−۱ | ái j

زیرمدول N آنجاییکه از است. اول زیرمدول N ،[۲] در ۵ .۲ قضیه به بنا باشد. برقرار (۱) گزاره کنیم فرض (⇒)

است. S‑اول زیرمدول یک N پس (N :R F) ∩ S = ∅ و است اول

دارند بهطوریکه وجود ś ∈ R و βk, . . . , β۱ طبیعی اعداد لذا باشد، برقرار (۲) گزاره کنیم فرض حال

s = pβ۱۱ . . . p
βk
k ś و p۱)ب.م.م . . . pk, ś) = ۱.

.αi ≤ lβi ،۱ ≤ i ≤ k هر بهازای دارد بهطوریکه وجود l طبیعی عدد بنابراین

،۱ ≤ j ≤ n هر بهازای ،۵ .۲ لم به بنا آن گاه ،x۱, . . . , xn, r ∈ R و r(x۱, . . . , xn) ∈ N اگر

میگیریم: درنظر را حالت دو .detA | Σn
i=۱rxiái j

از .pα | rái j درنتیجه .pα−۱ | ái j ،۱ ≤ i, j ≤ n هر بهازای چون .p | r کنیم فرض اول: حالت

،۵ .۲ لم به بنا .detA | slrái j این رو

slrF ⊆ N. (۲ .۲)

،۵ .۲ لم به بنا .detA | slΣn
i=۱xiái j درنتیجه .pα | Σn

i=۱xiái j لذا .p ∤ r کنیم فرض دوم: حالت

sl(x۱, . . . , xn) ∈ N. (۳ .۲)

است. S‑اول زیرمدول N ،(۳ .۲) و (۲ .۲) به توجه با

،F = Rn ،s ∈ S ،R از ضربی بسته زیرمجموعه یک S و تجزیه یکتایی دامنه یک R کنیم فرض .۱۲ .۲ نتیجه

تحویل ناپذیر عناصر ،ś ∈ R کنیم فرض به علاوه باشد. A الحاقی ماتریس Á = (ái j) و A ∈ Mn×n(R)



۱۲۳۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

،rankA = n باشند بهطوریکه داشته وجود γk, . . . , γ۱, vk, . . . , v۱ طبیعی اعداد و p۱, . . . , pk ∈ R

این در .(N :R F) ∩ S = ∅ و N = ⟨A⟩ ،s = śpv۱
۱ . . . p

vk
k ,detA)ب.م.م، s) = pγ۱۱ . . . p

γk
k

معادلند: زیر گزاره های صورت

می کند. کار آن برای s و است F از S‑اول زیرمدول یک N (۱)

دارند وجود uk, . . . , u۱, αk, . . . , α۱, α طبیعی اعداد ،u ∈ R یکه عنصر ،p ∈ R تحویل ناپذیر عنصر (۲)

b = و ۰ ≤ ui ≤ αi − ۱ p۱)ب.م.م، . . . pk, p) = ۱ ،detA = upα۱
۱ . . . p

αk
k pα  بهطوریکه

.αi ≤ vi + ui ،۱ ≤ i ≤ k هر برای همچنین و b = ái)ب.م.م j)۱≤i, j≤n که pu۱
۱ . . . p

uk
k pα−۱

F = همچنین و Z از ضربی بسته زیرمجموعه یک S := Z \ ۳Z صحیح، اعداد حلقه Z کنیم فرض .۱۳ .۲ مثال

باشد. آزاد Z‑مدول یک Z ⊕ Z ⊕ Z

کنیم فرض (۱)

C =


۳ ۱ ۱

۰ ۳ ۰

۰ ۰ ۳

 ,

و rankC = ۳ ،detC = ۳۳ درنتیجه .s = ۵ و F از زیرمدول یک L = ⟨C⟩ ،Z روی ماتریس یک

Ć =


۹ −۳ −۳

۰ ۹ ۰

۰ ۰ ۹

 ,

,s)ب.م.م detC) = و ۳۲ | ći j چون .(K : F)∩S = ∅ و (K : F) = ۹Z لذا است. C الحاقی ماتریس

است. F از S‑اول زیرمدول یک L درنتیجه است. برقرار ،۱۱ .۲ قضیه از (۱) قسمت شرایط پس ،۱



۱۲۴۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

کنیم فرض (۲)

A =


۳ ۳ ۶

۰ ۶ ۰

۰ ۰ ۳

 ,

و detA = ۳۳ × ۲ ،rankA = ۳ درنتیجه .s = ۲ و F از زیرمدول یک N = ⟨A⟩ ،Z روی ماتریس یک

Á =


۱۸ −۹ −۳۶

۱۸ ۹ ۰

۰ ۰ ۱۸

 ,

(N : F) = چون ,s)ب.م.م. detA) = ۲ و می کند عاد را آن درایههای تمام ۳۲ که است A الحاقی ماتریس

است. S‑اول زیرمدول N ،۱۱ .۲ قضیه از (۲) قسمت به بنا .(N : F) ∩ S = پس∅ ،۶Z

کنیم فرض (۳)

B =


۳ ۱ ۱

۰ ۶ ۰

۰ ۰ ۳

 ,
باشد. F از زیرمدول K = ⟨B⟩ و Z روی ماتریس یک

و detB = ۳۳ × ۲ ،rankB = ۳ درنتیجه

B́ =


۱۸ −۳ −۶

۰ ۹ ۰

۰ ۰ ۱۸

 ,



۱۲۵۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

شرایط پس ،۳۲ ∤ ´b۱۲ چون .(K : F) ∩ S = ∅ و (K : F) = ۱۸Z بنابراین است. B الحاقی ماتریس

آنجاییکه از نیست. برقرار ۱۱ .۲ قضیه

(۹, ۶, ۶) = ۳(۳, ۱, ۱) + (۰, ۶, ۰) + (۰, ۰, ۳) ∈ K,

.۳(۳, ۲, ۲) ∈ K لذا

هر بهازای می دهیم نشان حال .۳s < (K : F) داریم s ∈ S هر بهازای پس ،(K : F) = ۱۸Z چون

r۱, r۲, r۳ ∈ Z درنتیجه .s(۳, ۲, ۲) ∈ K کنیم فرض خلف، برهان به بنا .s(۳, ۲, ۲) < K ،s ∈ S

که دارند وجود

s(۳, ۲, ۲) = r۱(۳, ۱, ۱) + r۲(۰, ۶, ۰) + r۳(۰, ۰, ۳).

بنابراین
۳r۱ = ۳s

۲s = r۱ + ۶r۲

۲s = r۱ + ۳r۳.

(۴ .۲)

،s ∈ S هر بهازای لذا است. تناقض یک این که .۳ | s می آوریم به دست ،(۴ .۲) معادلات دستگاه حل از

نیست. S‑اول زیرمدول یک K درنتیجه .s(۳, ۲, ۲) < K

باشد. M R‑مدول از زیرمدولی K و s ∈ S ،R حلقه ی از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض .۱۴ .۲ تعریف

rads(K) با و میکنیم تعریف K باشند شامل و کند کار آن برای s که S‑اول زیرمدول های تمام اشتراک را K s‑رادیکال

rads(K) = F آن گاه باشد، نداشته وجود باشد K شامل و کند کار آن برای s که S‑اولی زیرمدول اگر می دهیم. نشان

می دهیم. قرار

است. گردیده مشخص شرایطی تحت می باشد تجزیه یکتایی دامنه R که rads(R(a۱, . . . , an)) بعد گزاره در

فرض به علاوه .F = Rn و s ∈ S ،R تجزیه یکتایی دامنه از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض .۱۵ .۲ گزاره

در .rads(K) , F و ,a۱)ب.م.م . . . , an) = d ،۰ , K = R(a۱, . . . , an) ،a۱, . . . , an ∈ R برای کنیم



۱۲۶۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

صورت این

.rads(K) = K آن گاه ،d | s اگر (۱)

باشند داشته وجود αm, . . . , α۱ طبیعی اعداد و u ∈ R یکه عنصر ،p۱, . . . , pm ∈ R تحویل ناپذیر اگرعناصر (۲)

بهطوریکه دارد وجود ۱ ≤ k ≤ m صورت این در ،d = uspα۱
۱ . . . p

αm
m بهطوریکه

rads(K) = Rsp۱ . . . pk(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) یا rads(K) = Rs(

a۱

d
, . . . ,

an

d
).

.rads(K) = K درنتیجه می کند. کار K برای s و است S‑اول زیرمدول K ،۹ .۲ قضیه به بنا (۱) اثبات.

،۹ .۲ قضیه به بنا پس sa۱)ب.م.م،
d , . . . , s

an
d ) = s چون می یابیم. K شامل S‑اول زیرمدول دو ابتدا (۲)

Rs(
a۱

d
, . . . ,

an

d
),

کنیم فرض حال .K ⊆ Rs(a۱
d , . . . ,

an
d ) همچنین می کند، کار آن برای s و است S‑اول زیرمدول یک

K زیرمدول شامل که بوده S‑اول زیرمدول spiF ،۱۱ .۲ قضیه به بنا آن گاه ،⟨pi⟩ ∩ S = ∅ و ۱ ≤ i ≤ m

است.

باشد. K زیرمدول شامل و می کند کار آن برای s که باشد F از S‑اول زیرمدول N کنیم فرض

است، F از S‑اول زیرمدول N آنجایی که از .d(a۱
d , . . . ,

an
d ) ∈ N پس ,a۱)ب.م.م، . . . , an) = d چون

لذا

s(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) ∈ N یا sd ∈ (N :R F).

است. N زیرمدول Rs(a۱
d , . . . ,

an
d ) آن گاه ،s(a۱

d , . . . ,
an
d ) ∈ N اگر

ایده آل (N :R F) ،۲ .۲ گزاره به بنا پس است، S‑اول زیرمدول N چون .sd ∈ (N :R F) کنیم فرض حال

اینکه به توجه با .spi ∈ (N :R F) دارد بهطوریکه وجود ۱ ≤ i ≤ m ،[۱] در ۱ گزاره به بنا لذا است، S‑اول

،(N :R F)∩S = ∅ و است S‑اول زیرمدول N چون .(spiF :R F) ⊆ (N :R F) لذا ،spiF ⊆ N



۱۲۷۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

نظر در حالت دو است. S‑اول زیرمدول spiF و ⟨pi⟩ ∩ S = ∅ درنتیجه .(spiF :R F) ∩ S = پس∅

می گیریم:

بهازای و ⟨pi⟩∩S = ∅ ،۱ ≤ i ≤ k هر بهازای باشد بهطوریکه داشته وجود ۱ ≤ k ≤ m اول: حالت

درنتیجه .⟨p j⟩ ∩ S , ∅ ،k < j ≤ m هر

rads(K) = Rsp۱ . . . pk(
a۱

d
, . . . ,

an

d
).

این رو از ،⟨pi⟩ ∩ S , ∅ ،۱ ≤ i ≤ m هر بهازای دوم: حالت

rads(K) = Rs(
a۱

d
, . . . ,

an

d
).

فرض به علاوه .F = Rn و s ∈ S ،R اصلی ایده آل دامنه از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض .۱۶ .۲ قضیه

در .rads(K) , F و ,a۱)ب.م.م . . . , an) = d ،۰ , K = R(a۱, . . . , an) ،a۱, . . . , an ∈ R برای کنیم

صورت این

.rads(K) = K آن گاه ،d | s اگر (۱)

باشند داشته وجود α۱, . . . , αm ∈ N و u ∈ R یکه عنصر ،p۱, . . . , pm ∈ R تحویل ناپذیر اگرعناصر (۲)

بهطوریکه دارد وجود ۱ ≤ k ≤ m آنگاه ،d = uspα۱
۱ . . . p

αm
m بهطوریکه

rads(K) = Rsp۱ . . . pk(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) یا rads(K) = Rs(

a۱

d
, . . . ,

an

d
).

α۱, . . . , αm ∈ N و u ∈ R یکه عنصر ،p۱, . . . , pm ∈ R تحویل ناپذیر عناصر ،d́, ś ∈ R عناصر اگر (۳)

۱ ≤ k ≤ m آنگاه ،d = ud́pα۱
۱ . . . p

αm
m و s = śd́ ,d)ب.م.م، s) = d́ بهطوریکه باشند داشته وجود



۱۲۸۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

دارد بهطوریکه وجود

rads(K) = Rd́p۱ . . . pk(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) یا rads(K) = Rd́(

a۱

d
, . . . ,

an

d
).

میآیند. بدست (۲) و (۱) نتایج ،۱۵ .۲ گزاره به بنا اثبات.

،۹ .۲ قضیه به بنا ,d́)ب.م.م، s) = d́ و d́)ب.م.م a۱
d , . . . , d́

an
d ) = d́ چون (۳)

Rd́(
a۱

d
, . . . ,

an

d
),

.K ⊆ Rd́(a۱
d , . . . ,

an
d ) همچنین می کند کار آن برای s و است S‑اول زیرمدول یک

دارند وجود a, b ∈ R عناصر بنابراین ,s)ب.م.م، d) = d́ و است اصلی ایده آل دامنه یک R آنجایی که از به علاوه

.as + bd = d́  بهطوریکه

لذا ,a۱)ب.م.م، . . . , an) = d چون باشد. K زیرمدول شامل S‑اول زیرمدول یک N کنیم فرض حال

پس است، F از S‑اول زیرمدول N که آنجایی از .d(a۱
d , . . . ,

an
d ) ∈ N

s(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) ∈ N یا sd ∈ (N :R F).

چون .Rd́(a۱
d , . . . ,

an
d ) ⊆ N می دهیم نشان .s(a۱

d , . . . ,
an
d ) ∈ N کنیم فرض ابتدا

s(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) ∈ N و d(

a۱

d
, . . . ,

an

d
) ∈ N,

پس

as(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) + bd(

a۱

d
, . . . ,

an

d
) = d́(

a۱

d
, . . . ,

an

d
) ∈ N.

.Rd́(a۱
d , . . . ,

an
d ) ⊆ N ازاینرو

لذا است، S‑اول زیرمدول یک N و d = ud́pα۱
۱ . . . p

αm
m آنجایی که از .sd ∈ (N :R F) کنیم فرض حال



۱۲۹۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

،(N : F)∩S = ∅ و d́ | s چون .spα۱
۱ . . . p

αm
m ∈ (N : F) یا sd́ ∈ (N : F) ،[۱] در ۱ گزاره به بنا

می گیریم. نظر در را زیر حالت دو .spα۱
۱ . . . p

αm
m ∈ (N : F) درنتیجه .sd́ < (N : F) بنابراین

،۱ ≤ i ≤ m هر بهازای این رو از .⟨pi⟩ ∩ S , ∅ ،۱ ≤ i ≤ m هر بهازای اول: حالت

درنتیجه .Rd́(a۱
d , . . . ,

an
d ) ⊆ N ،N S‑اول زیرمدول هر برای پس .spi < (N : F)

rads(K) = Rd́(
a۱

d
, . . . ,

an

d
).

بهازای و ⟨pi⟩ ∩ S = ∅ ،۱ ≤ i ≤ k هر بهازای باشد بهطوریکه داشته وجود ۱ ≤ k ≤ m دوم: حالت

.⟨p j⟩ ∩ S , ∅ ،k < j ≤ m هر

،N S‑اول زیرمدول هر بهازای می دهیم نشان .T := Rsp۱ . . . pk(a۱
d , . . . ,

an
d ) میدهیم قرار

.T ⊆ N

پس است، F از S‑اول زیرمدول N و d(a۱
d , . . . ,

an
d ) ∈ N چون اثبات، ابتدای مشابه

s(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) ∈ N یا sd ∈ (N :R F).

.T ⊆ N آن گاه s(a۱
d , . . . ,

an
d ) ∈ N اگر

پس .spi ∈ (N : F) طوریکه به دارد وجود ،۱ ≤ i ≤ k آن گاه ،sd ∈ (N :R F) اگر حال

.T ⊆ N

،dp۱ . . . pk(a۱
d , . . . ,

an
d ) ∈ rads(K) و K ⊆ rads(K) چون .T ⊆ rads(K) درنتیجه

بنابراین

asp۱ . . . pk(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) + bdp۱ . . . pk(

a۱

d
, . . . ,

an

d
) =

d́p۱ . . . pk(
a۱

d
, . . . ,

an

d
) ∈ rads(K).



۱۳۰۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

وجود r ∈ R لذا ،rads(K) ⊆ Rd́(a۱
d , . . . ,

an
d ) چون .(b۱, . . . , bn) ∈ rads(K) کنیم فرض

بنا پس ،⟨pi⟩∩S = ∅ ،۱ ≤ i ≤ k هر به ازای داریم .(b۱, . . . , bn) = rd́(a۱
d , . . . ,

an
d ) که دارد

.rads(K) ⊆ piF بنابراین ،K ⊆ piF آنجایی که از است. اول زیرمدول یک piF ،[۲] در ۵ .۲ قضیه به

وجود ۱ ≤ j ≤ m بنابراین a۱)ب.م.م،
d , . . . ,

an
d ) = ۱ چون .rd́(a۱

d , . . . ,
an
d ) ∈ piF ازاینرو

درنتیجه .(a۱
d , . . . ,

an
d ) < piF لذا .pi ∤

a j
d بهطوریکه دارد

rd́ ∈ ⟨pi⟩ = (piF : F).

که دارد وجود ŕ ∈ R بنابراین .p۱ . . . pk | r و pi | r لذا .pi ∤ d́ پس ،⟨pi⟩ ∩ S = ∅ چون

ازاینرو .(b۱, . . . , bn) = ŕp۱ . . . pnd́(a۱
d , . . . ,

an
d )

rads(K) = Rd́p۱ . . . pk(
a۱

d
, . . . ,

an

d
).

F = همچنین و Z از ضربی بسته زیرمجموعه یک S := Z \ ۳Z صحیح، اعداد حلقه Z کنیم فرض .۱۷ .۲ مثال

باشد. آزاد Z‑مدول یک Z ⊕ Z ⊕ Z

به بنا ازاین رو ،d | s و d = ,۵)ب.م.م ۱۰, ۵) = ۵ چون گرفتیم. درنظر را s = ۲۵ ،K = Z(۵, ۱۰, ۵) (۱)

،۱۶ .۲ قضیه (۱) قسمت

rad۲۵(K) = Z(۵, ۱۰, ۵).

،d = ,۱۵)ب.م.م ۳۰, ۱۵) = ۱۵ = ۳ × ۵ چون گرفتیم. درنظر را s = ۵ ،K = Z(۱۵, ۳۰, ۱۵) (۲)

،۱۶ .۲ قضیه (۲) قسمت به بنا بنابراین ،⟨۳⟩ ∩ S = ∅ و ,d)ب.م.م s) = s

rad۵(K) = Z۱۵(۱, ۲, ۱).

،d = ,۱۰)ب.م.م ۲۰, ۱۰) = ۱۰ = ۲ × ۵ چون گرفتیم. درنظر را s = ۵ ،K = Z(۱۰, ۲۰, ۱۰) (۳)



۱۳۱۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

،۱۶ .۲ قضیه (۲) قسمت به بنا درنتیجه ،⟨۲⟩ ∩ S , ∅ و ,d)ب.م.م s) = s

rad۵(K) = Z۵(۱, ۲, ۱).

،d = ,۱۵)ب.م.م ۳۰, ۱۵) = ۱۵ = ۳ × ۵ چون گرفتیم. درنظر را s = ۱۰ ،K = Z(۱۵, ۳۰, ۱۵) (۴)

،۱۶ .۲ قضیه (۳) قسمت به بنا لذا ،⟨۳⟩ ∩ S = ∅ و ,d)ب.م.م s) = ۵

rad۱۰(K) = Z۱۵(۱, ۲, ۱).

،d = ,۱۰)ب.م.م ۲۰, ۱۰) = ۱۰ = ۲ × ۵ چون گرفتیم. درنظر را s = ۳۵ ،K = Z(۱۰, ۲۰, ۱۰) (۵)

،۱۶ .۲ قضیه (۳) قسمت به بنا پس ،⟨۲⟩ ∩ S , ∅ و ,d)ب.م.م s) = ۵

rad۳۵(K) = Z۵(۱, ۲, ۱).

A = (ai j) ∈ و F = R⊕R ،s ∈ S ،R اصلی ایده آل دامنه از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض .۱۸ .۲ گزاره

و ,detA)ب.م.م s) = λ ,a۱۱)ب.م.م، a۱۲) = d ،detA , ۰ ،K = ⟨A⟩ کنیم فرض به علاوه .Mat۲×۲(R)

در ,λp)ب.م.م. d) = λ́ و λ = λ́γ ،λp | detA ،p ∤ d ،p ∤ s بهطوریکه دارد وجود R از p تحویل ناپذیر عنصر

که دارد وجود K شامل S‑اول زیرمدول یک دقیقا صورت این

N = R(x۱, x۲) + R(y۱, y۲),

می کند. کار N برای s و x۱y۲ − x۲y۱ = γp

که دارند وجود R در u, v عناصر بنابراین ,a۱۱)ب.م.م، a۱۲) = d و اصلی ایده آل دامنه R چون اثبات.

ua۱۱ + va۱۲ = d.



۱۳۲۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

می دهیم قرار .λ = γλ́ بهطوریکه دارد وجود γ ∈ R این رو از λ́ | λ آنجاییکه از

C =

γpv γp(−u)
a۱۱
d

a۱۲
d

 .
.(a۱۱, a۱۲) = d(a۱۱

d ,
a۱۲
d ) ∈ N۰ است واضح .K ⊆ N۰ = ⟨C⟩ می کنیم ثابت حال .detC = γp داریم

بنابراین ,λp)ب.م.م d) = λ́ چون .λpc = detA که دارد وجود c ∈ R عنصر پس ،λp | detA چون طرفی از

درنتیجه .d′ | c لذا ,γp)ب.م.م d′) = ۱ چون .d′ | γpc از این رو .d = λ′d′ به طوری که دارد وجود d′ ∈ R

a۲۱ =
ua۱۱a۲۱

d
+

va۱۲a۲۱

d

=
ua۱۱a۲۱

d
+

v(a۱۱a۲۲ − λpc)
d

= (ua۲۱ + va۲۲)
a۱۱

d
+ (−cλ′

d
)(γpv),

و

a۲۲ =
ua۱۱a۲۲

d
+

va۱۲a۲۲

d

=
uλpc + a۱۲a۲۱u

d
+

va۱۲a۲۲

d

=(ua۲۱ + va۲۲)
a۱۲

d
+ (−cλ′

d
)(γp(−u)),

قضیه به بنا بنابراین ,detC)ب.م.م، s) = ,γp)ب.م.م s) = γ چون .K ⊆ N۰ لذا و ،(a۲۱, a۲۲) ∈ N۰ پس

می کند. کار N۰ برای s ،۱۱ .۲

S‑اول زیرمدول N کنیم فرض حال است. خاصیت این با S‑اول زیرمدول فرد به منحصر N۰ میدهیم نشان ادامه در



۱۳۳۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

دهید قرار .K ⊆ N و کند کار N برای s و باشد

D =

x۱ x۲

y۱ y۲

 ,
.N = ⟨D⟩ و detD = γp که

چون حال .d | x۱a۱۲ − x۲a۱۱ همچنین .γp | x۱a۱۲ − x۲a۱۱ ،۵ .۲ لم به بنا (a۱, a۲) ∈ N چون

،۵ .۲ لم به بنا لذا و γp | x۱γpu − x۲γpv همچنین و γp | x۱
a۱۲
d − x۲

a۱۱
d پس ,γp)ب.م.م. d) = ۱

.(x۱, x۲) ∈ N۰

مشابه طور به .N ⊆ N۰ لذا و (y۱, y۲) ∈ N۰ درنتیجه .γp | a۱۱y۲ − a۱۲y۱ داد نشان می توان همچنین

.N = N۰ لذا و N۰ ⊆ N

،F = R ⊕ R ،s ∈ S ،R اصلی ایده آل دامنه از ضربی بسته زیرمجموعه یک S کنیم فرض .۱۹ .۲ قضیه

A =

a۱ a۲

b۱ b۲

 ∈ Mat۲×۲(R),

,a۱)ب.م.م، a۲) = d۱ کنیم فرض به علاوه .rads(K) , F و F از سره زیرمدول K = ⟨A⟩ ،detA , ۰

که باشند داشته وجود λk, . . . , λ۱ ناپذیر تحویل عناصر ,d۱)ب.م.م، d۲) = d ,b۱)ب.م.م، b۲) = d۲

,detA)ب.م.م s) = λ = λγ۱۱ . . . λ
γk
k و (

a۱

d۱
)u۱ + (

a۲

d۱
)v۱ = (

b۱

d۲
)u۲ + (

b۲

d۲
)v۲ = ۱

صورت این در .u۱, u۲, v۱, v۲ ∈ R که

باشند داشته وجود β۱, . . . , βn ∈ N و q۱, . . . , qn ∈ R تحویل ناپذیر عناصر ،u ∈ R یکه عنصر اگر (۱)

آن گاه باشد، یکه detA
d۲ و (sqiF : F) ∩ S = ∅ ،۱ ≤ i ≤ n هر بهازای ،d = usqβ۱۱ . . . q

βn
n بهطوریکه

rads(K) = sq۱ . . . qnF.



۱۳۴۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

داشته وجود l ≤ m و باشد R تحویل ناپذیر عوامل به تجزیه یک detA = λpα۱
۱ . . . p

αm
m ،d | s اگر (۲)

l + ۱ ≤ j ≤ m + ۱ هر به ازای ,λpi)ب.م.م، d۱) = λ′i | λ ،۱ ≤ i ≤ l هر برای به قسمی که باشد

،λ = λ′kλ
∗
k ،۱ ≤ k ≤ m+۱ هر ازای به همچنین و λp)ب.م.م j, d۲) = λ′j | λ λp)ب.م.م، j, d۱) ∤ λ

آن گاه

rads(K) ⊆ [Rλ∗۱ . . . λ
∗
l p۱ . . . pl(v۱,−u۱) + R(

a۱

d۱
,

a۲

d۱
)]

∩ [Rλ∗l+۱ . . . λ
∗
m+۱ pl+۱ . . . pm+۱(v۲,−u۲) + R(

b۱

d۲
,

b۲

d۲
)],

.λ∗m+۱ = p∗m+۱ = ۱ آن در که

و λ۰ | λ detA)ب.م.م،
d۲ , s) = λ۰ ،(sqiF : F) ∩ S = ∅ ،d = sqβ۱۱ . . . q

βn
n اگر (۳)

به ازای بهطوری که باشد داشته وجود l ≤ m به علاوه باشد تحویل ناپذیر عوامل به تجزیه detA
d۲ = uλ۰ pα۱

۱ . . . p
αm
m

λ۰)ب.م.م، p j,
d۱

d
) ∤ λ ،l+۱ ≤ j ≤ m+۱ هر برای و λ۰)ب.م.م pi,

d۱

d
) = λ′i | λ ،۱ ≤ i ≤ l هر

آنگاه ،λ = λ′kλ
∗
k ،۱ ≤ k ≤ m + ۱ همچنین λ۰)ب.م.م p j,

d۲

d
) = λ′j | λ

rads(K) ⊆ [Rλ∗۱ . . . λ
∗
l p۱ . . . pl(v۱,−u۱) + R(

a۱

d۱
,

a۲

d۱
)]

∩ [Rλ∗l+۱ . . . λ
∗
m+۱ pl+۱ . . . pm+۱(v۲,−u۲) + R(

b۱

d۲
,

b۲

d۲
)]

∩ q۱ . . . qmF,

.λ∗m+۱ = p∗m+۱ = ۱ آن در که

s و باشد K شامل F از S‑اول زیرمدول یک N اگر حال .K = dF ،[۲] در ۳ .۳ قضیه اثبات به بنا (۱) اثبات.

به بنا پس ،(sqiF :R F) ∩ S = ∅ چون .sqiF ⊆ N که دارد وجود ۱ ≤ i ≤ n آن گاه کند، کار N برای

درنتیجه میکند. کار آن برای s که است K شامل S‑اول زیرمدول یک sqiF ،۱۱ .۲ قضیه

rads(K) = ∩n
i=۱sqiF = sq۱ . . . qnF.



۱۳۵۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

آن برای s که باشد K شامل S‑اول زیرمدول N = ⟨B⟩ و B =

x۱ x۲

y۱ y۲

 ∈ Mat۲×۲(R) کنیم فرض (۲)

که دارند وجود r۱, r۲, r۳, r۴ ∈ R بنابراین میکند. کار

(a۱, a۲) = (r۱, r۲)B و (b۱, b۲) = (r۳, r۴)B.

می دهد: رخ زیر حالت دو ،۱۱ .۲ قضیه به بنا

دارند وجود ηi مثبت صحیح اعداد ،۱ ≤ i ≤ k هر برای و R حلقه در q تحویل ناپذیر عنصر اول: حالت

عاد را x۱, x۲, y۱, y۲ عناصر تمام q و ,q)ب.م.م s) = ۱ ،detB = λη۱۱ . . . λ
ηk
k q۲ ،ηi ≤ γi که

،i = ۱, ۲ برای چون می کند.

r۱xi + r۲yi = ai و r۳xi + r۴yi = bi,

است. تناقض در ,q)ب.م.م s) = ۱ فرض با که .q | s بنابراین q | d و d | s چون .q | d لذا

که دارند وجود ηi مثبت صحیح اعداد ،۱ ≤ i ≤ k هر برای و R حلقه در q تحویل ناپذیر عنصر دوم: حالت

ηi ≤ γi, q ∤ s و detB = λη۱۱ . . . λ
ηk
k q.

چون

detA = (r۱r۴ − r۲r۳)(detB),

لذا ،detA = λpα۱
۱ . . . p

αm
m و ,q)ب.م.م λ) = ۱ آنجاییکه از .λη۱۱ . . . λ

ηk
k q | detA درنتیجه

و λ = λ′jλ
∗
j λp)ب.م.م، j, d۱) = λ′j ،۱ ≤ j ≤ l اگر .q = p j که دارد وجود ۱ ≤ j ≤ m

،۱۸ .۲ گزاره اثبات به بنا آنگاه ،λ j p j | detA

N = Rλ∗j p j(v۱,−u۱) + R(
a۱

d۱
,

a۲

d۱
),



۱۳۶۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

می باشد. K شامل S‑اول زیرمدول

خلف، برهان به بنا .(λp j, d۲) | λ می کنیم ثابت .q = p j و k + ۱ ≤ j ≤ m + ۱ کنیم فرض حال

پس .p j | d درنتیجه .p j | d۲ و p j | d۱ پس ،(λp j, d۱) ∤ λ چون .(λp j, d۲) ∤ λ کنیم فرض

،(λp j, d۲) = λ′j | λ بنابراین است. تناقض در q ∤ s فرض با که q | s بنابراین ،d | s چون .q | d
،۱۸ .۲ گزاره اثبات به بنا لذا

N = Rλ∗j p j(v۲,−u۲) + R(
b۱

d۲
,

b۲

d۲
),

بنابراین باشد. می K شامل S‑اول زیرمدول

rads(K) ⊆ [Rλ∗۱ . . . λ
∗
l p۱ . . . pl(v۱,−u۱) + R(

a۱

d۱
,

a۲

d۱
)]

∩ [Rλ∗l+۱ . . . λ
∗
m+۱ pl+۱ . . . pm+۱(v۲,−u۲) + R(

b۱

d۲
,

b۲

d۲
)].

کنیم فرض (۳)

چون کند. کار آن برای s که باشد K شامل S‑اول زیرمدول N و Ḱ = ⟨

a۱
d

a۲
d

b۱
d

b۲
d

⟩
d(

a۱

d
,

a۲

d
), d(

b۱

d
,

b۲

d
) ∈ N,

چون .dF = sd́F ⊆ N یا sḰ ⊆ N پس

(a۱, a۲) = d(
a۱

d
,

a۲

d
) = sd́(

a۱

d
,

a۲

d
),

لذا .K ⊆ sḰ بنابراین .(b۱, b۲) ∈ sḰ که داد نشان میتوان مشابه طور به .(a۱, a۲) ∈ sḰ پس

rads(dF) ∩ rads(sḰ) = rads(K).



۱۳۷۱۳۷ −۱۱۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها پورشفیعی/ کریم زاده،

می شود. کامل اثبات (۲) و (۱) قسمت های به توجه با ازاینرو
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