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مجموعه های زیر برای ببینید. را [۱۲] و [۶] بیشتر مطالعه برای .T (B) ⊂ A و T (A) ⊂ B هرگاه می شود، نامیده دوری

دهید قرار ،X از B و A ناتهی

dist(A, B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}.

اگر که کنید توجه .d(x,T x) = dist(A, B) هرگاه، می شود نامیده T تقریبی نقطه بهترین یک x ∈ A ∪ B نقطه

شد. خواهد T ثابت نقطه به تبدیل T تقریبی نقطه بهترین آن گاه ،A = B

T : A ∪ B→ نگاشت باشند. (X, d) متری فضای یک ناتهی مجموعه های زیر B و A کنید فرض [۹] .۱ .۱ تعریف

باشند. برقرار زیر شرایط هرگاه می شود، نامیده دوری انقباض یک A ∪ B

T؛ (B) ⊂ A و T (A) ⊂ B (۱)

هر برای ،d(T x,Ty) ≤ kd(x, y) + (۱ − k)dist(A, B) به طوری که باشد، داشته وجود k ∈ (۰, ۱) (۲)

.x ∈ A, y ∈ B

T : A∪ B→ و باشند (X, d) کامل متری فضای یک از ناتهی و بسته مجموعه هایی زیر B و A کنید فرض .۲ .۱ نکته

روی انقباض یک T و dist(A, B) = ۰ آن گاه ،A ∩ B , ∅ اگر در این  صورت باشد. دوری انقباض یک A ∪ B

دارد. A ∩ B در یکتا ثابت نقطه یک T باناخ انقباض اصل از استفاده با بنابراین است. (A ∩ B, d) کامل فضای

بررسی بسیاری نویسندگان توسط تقریبی نقطه بهترین یکتایی و وجود ،T برای تر ضعیف شرایط گرفتن نظر در با اخیرا

شد. اثبات زیر تقریبی نقطه بهترین قضیه ،[۹] در ببینید. را آن ها داخل مراجع و [۵ −۱] مثال برای است، شده

و باشند X کامل متری فضای یک از ناتهی و بسته مجموعه هایی زیر B و A کنید فرض .(۲ .۳ گزاره ،[۹]) ۳ .۱ قضیه

،xn = T xn−۱ کنید تعریف و گرفته نظر در را x۰ ∈ A باشد. دوری انقباضی نگاشت یک T : A ∪ B→ A ∪ B

به طوری که دارد وجود x ∈ A یک آن گاه باشد، داشته A در همگرا دنباله زیر یک {x۲n} اگر در این  صورت .n ∈ N

.d(x,T x) = dist(A, B)

شد. تعریف زیر به صورت [۱۴] در UC خاصیت مفهوم

باشند. برقرار زیر شرایط هرگاه است، UC خاصیت دارای (A, B) زوج گوییم
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اگر به طوری که باشد، B در دنباله یک {yn}∞n=۱ و باشند A در دنباله هایی {(x′n)∞n=۱} و {(xn)∞n=۱} اگر (UC)

lim
n→∞

d(xn, yn) = dist(A, B), lim
n→∞

d(x′n, yn) = dist(A, B),

. lim
n→∞

d(xn, x′n) = ۰ آن گاه

شد. معرفی [۷] در MT‑تابع مفهوم

میزوگوچی‑تاکاهاشی شرط در هرگاه می شود، نامیده MT‑تابع φیک : [۰,∞)→ [۰, ۱) تابع یک [۸] .۴ .۱ تعریف

.t ∈ [۰,∞) هر برای lim sup
s→t+

φ(s) < ۱ یعنی کند. صدق

است. MT‑تابع یک φ آن گاه باشد، یکنوا تابع یک φ : [۰,∞) → [۰, ۱) اگر که است واضح [۸] .۵ .۱ نکته

MT‑تابع که دارند وجود توابعی که است ذکر به لازم البته است. غنی و بزرگ رده یک MT‑تابع ها مجموعه بنابراین

نیستند.

به صورت φ : [۰,∞)→ [۰, ۱) کنید فرض [۸] .۶ .۱ مثال

φ(t) :=


sin t

t , t ∈ (۰, π۲] اگر

۰, در غیر .اینصورت

نیست. MT‑تابع یک φ ،lim sup
s→۰+

φ(s) = ۱ اینکه به توجه با در این  صورت باشد. شده تعریف

تعریف مقالات بعضی در که را کامل متری فضاهای در MT‑دوری انقباض های برخی خوانندگان، راحتی برای ادامه در

کرد. خواهیم ذکر اند، شده

بگیرید. نظر در را T؛ (B) ⊂ A و T (A) ⊂ B خاصیت با T : A ∪ B→ A ∪ B نگاشت

هرگاه می شود، نامیده MT‑دوری انقباض یک T [۶]

d(T x,Ty) ≤ φ(d(x, y))d(x, y) + (۱ − φ(d(x, y)))dist(A, B);
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هرگاه می شود، نامیده کانان MT‑دوری انقباض یک T [۱۳]

d(T x,Ty) ≤ ۱
۲
φ(d(x, y))

(
d(x,T x) + d(y,Ty)

)
+ (۱ − φ(d(x, y)))dist(A, B);

هرگاه می شود، نامیده ریچ MT‑دوری انقباض یک T [۴]

d(T x,Ty) ≤ ۱
۳
φ(d(x, y))

(
d(x, y) + d(x,T x) + d(y,Ty)

)
+ (۱ − φ(d(x, y)))dist(A, B);

هرگاه می شود، نامیده یافته تعمیم MT‑دوری انقباض یک T [۲]

d(T x,Ty) ≤ φ(d(x, y)) max{d(x, y), d(x,T x), d(y,Ty)} + (۱ − φ(d(x, y)))dist(A, B).

ببینید. را [۶] نباشد دوری انقباض اما MTباشد انقباض که T نگاشت یک از مثالی برای

شد. اثبات [۱۰] در هاردی‑راجرز توسط ۱۹۷۳ سال در زیر قضیه

هاردی‑راجرز انقباضی نگاشت یک T : X → X و باشد کامل متری فضای یک (X, d) کنید فرض [۱۰] .۷ .۱ قضیه

به طوری که باشند داشته وجود
∑۵

i=۱ ki خاصیت با ،i = ۱, ۲, ..., ۵ ،ki ∈ [۰, ۱) ثابت مقادیر یعنی باشد.

d(T x,Ty) ≤ k1d(x, y) + k2d(x,T x) + k3d(y,Ty) + k4d(x,Ty) + k5d(y,T x), (1.1)

است. یکتا ثابت نقطه یک دارای T در این  صورت .x, y ∈ X هر برای

است. φ کمکی MT‑تابع یک گیری کار به با ۷ .۱ قضیه تعمیم مقاله این نگارش از هدف

راجرز هاردی MT‑دوری انقباض برای تقریبی نقطه بهترین .۲

MT‑تابع به نسبت را یافته تعمیم MT‑دوری انقباض ابتدا شد. خواهد اثبات و بیان مقاله اصلی نتیجه بخش این در

می کنیم. معرفی φ کمکی
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نگاشت در این  صورت باشند. (X, d) متری فضای یک از ناتهی مجموعه هایی زیر B و A کنید فرض .۱ .۲ تعریف

دارای هرگاه نامیم، A ∪ B روی φ به نسبت هاردی‑راجرز MT‑دوری انقباض یک را T : A ∪ B → A ∪ B

باشد. زیر خواص

T؛ (B) ⊂ A و T (A) ⊂ B (H۱)

که دارد وجود φ : [۰,∞)→ [۰, ۱) MT‑تابع یک (H۲)

d(T x,Ty) ≤φ(d(x, y))
۵

(
d(x, y) + d(x,T x) + d(Ty, y) + d(x,Ty) + d(T x, y)

)
+
(
۱ − φ(d(x, y))

)
dist(A, B),

.y ∈ B و x ∈ A هر برای

کرد. خواهیم بیان است، تقریبی نقطه بهترین برای مقاله این نتایج ترین مهم از یکی که را زیر قضیه ادامه در

UC خاصیت دارای (A, B) و باشند (X, d) متری فضای یک از ناتهی زیرمجموعه هایی B و A کنید فرض .۲ .۲ قضیه

اگر در این  صورت باشد. MT‑تابع یک φ و دوری نگاشت یک T : A ∪ B → A ∪ B کنید فرض همچنین باشد.

برقرارند. زیر موارد آن گاه باشد، φ به نسبت هاردی‑راجرز MT‑دوری انقباض یک T و باشد کامل A

است. A در z تقریبی نقطه بهترین یک دارای T (آ)

است. A در T ۲ ثابت نقطه یک z (ب)

دارد. B در تقریبی نقطه بهترین یک حداقل T (ج)

.dist(A, B) = ۰ یا است عضوی تک T (B) (د)

یکتاست. (الف) قسمت در z (ه)

می شود نتیجه (H۲) از در این  صورت .xn = T nx دهید قرار x ∈ A برای (آ) اثبات.

d(xm, xn) ≤ φ(d(xm−۱, xn−۱))
۵

(
d(xm−۱, xn−۱) + d(xn, xn−۱) + d(xm−۱, xm)

+ d(xm, xn−۱) + d(xm−۱, xn)
)
+

(
۱ − φ(d(xm−۱, xn−۱))

)
dist(A, B)
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و ،x, y ∈ X هر برای ،d∗(x, y) = d(x, y) − dist(A, B) دادن قرار با بنابراین

K(T, x, n) = max{d∗(T tx,T sx); ۰ ≤ t, s ≤ n}

داشت خواهیم ۰ < t, s ≤ n هر برای

d∗(xt, xs) ≤
φ(d(xt−۱, xs−۱))

۵
(
(d(xt−۱, xs−۱) + d(xs, xs−۱) + d(xt−۱, xt)

+ d(xt, xs−۱) + d(xt−۱, xs)
)
− φ(d(xt−۱, xs−۱))dist(A, B)

=
φ(d(xt−۱, xs−۱))

۵
(
d∗(xt−۱, xs−۱) + d∗(xs, xs−۱) + d∗(xt−۱, xt)

+ d∗(xt, xs−۱) + d∗(xt−۱, xs)
)

≤ φ(d(xt−۱, xs−۱))K(T, x, n)

≤ λK(T, x, n).

،۰ < t, s ≤ n هر برای شد خواهد نتیجه ۰ ≤ λ < ۱ اینکه به توجه با و λ = supt,s φ(d(xt−۱, xs−۱)) آن در که

که دارد وجود r ≤ n طبیعی عدد ،n ∈ N هر برای یعنی .d∗(xt, xs) < K(T, x, n)

K(T, x, n) = max{d∗(T tx,T sx); ۰ ≤ t, s ≤ n} = d∗(xr, x۰) = d∗(xr, x).

داشت خواهیم n ≥ ۲ هر برای بنابراین

d∗(xr, x) ≤ d∗(xr, x۲) + d(x۲, x)

≤ λK(T, x, n) + d(x۲, x)

= λd∗(xr, x) + d(x۲, x).

.K(T, x, n) = d∗(xr, x) ≤ ۱
۱−λd(T ۲x, x) یعنی
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که دارد وجود ۱ ≤ k ≤ m − n + ۱ طبیعی عدد ،m > n برای حال

d∗(xm, xn) = d∗(T m−n+۱xn−۱,T xn−۱)

≤ λK(T, xn−۱,m − n + ۱)

= λd∗(T kxn−۱, xn−۱)

= λd∗(T k+۱xn−۲,T xn−۲x)

≤ λ(λK(T, xn−۲, k + ۱)

≤ λ۲K(T, xn−۲,m − n + ۲) صعودی) ,K(Tاست. x, .))

.

.

.

≤ λnK(T, x,m)

≤ λn

۱ − λd(T ۲x, x),

نتیجه در و limn→∞ λn = ۰ ،λ ∈ [۰, ۱) چون و

lim
n,m,k

d(x۲k+۱, x۲m) = dist(A, B) = lim
n,m,k

d(x۲k+۱, x۲n).

می شود نتیجه UC خاصیت از اکنون

lim
n,m→∞

d(x۲n, x۲m) = ۰.

داریم حال است. z ∈ A یک به همگرا نتیجه در و کوشی {T ۲nx} ،x ∈ A هر برای بنابراین

dist(A, B) ≤ d(T 2n−1x, z) ≤ d(T 2n−1x,T 2nx) + d(T 2nx, z)→ dist(A, B). (2.1)
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.limn d∗(T ۲n−۱x, z) = ۰ نتیجه در و limn d(T ۲n−۱x, z) = dist(A, B) یعنی

داشت (H۲)خواهیم بردن کار به و ،λ = lim supn→∞ φ(d(xn, z)) دادن قرار با طرفی از

lim sup
n→∞

d∗(x۲n+۱,Tz) ≤ lim sup
n→∞

۱
۵
λ
(
d∗(z, x۲n) + d∗(z,Tz) + d∗(x۲n, x۲n+۱)

+ d∗(z, x۲n+۱) + d∗(x۲n,Tz)
)

= lim sup
n→∞

۱
۵
λ
( − dist(A, B) + d∗(z,Tz) + d∗(x۲n, x۲n+۱)

, d∗(z, x۲n+۱) + d∗(x۲n, x۲n+۱) + d(x۲n+۱,Tz)
)

= lim sup
n→∞

۱
۵
λ
(
d∗(z,Tz) + d∗(x۲n+۱,Tz)

)
.

بنابراین

lim sup
n→∞

(۱ − ۱
۵

)d∗(x۲n+۱,Tz) ≤ lim sup
n→∞

(۱ − ۱
۵
λ)d∗(x۲n+۱,Tz)

≤ ۱
۵
λd∗(z,Tz).

نتیجه در

lim sup
n→∞

d∗(x۲n+۱,Tz) ≤ ۱
۴
λd∗(z,Tz) ≤ d∗(z,Tz).
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بنابراین

d∗(z,Tz) = lim sup
n→∞

d∗(x۲n,Tz)

≤ lim sup
n→∞

۱
۵
φ(d(z, x۲n−۱))

(
d∗(z, x۲n−۱) + d∗(z,Tz) + d∗(x۲n−۱, x۲n)

+ d∗(z, x۲n) + d∗(x۲n−۱,Tz)

≤ lim sup
n→∞

λ

۵
(
d∗(z,Tz) + d∗(z, x۲n) + d∗(z,Tz)

)
=
λ

۵
(
۲d∗(z,Tz) − dist(A, B)

)
.

داشت. خواهیم ۰ ≤ λ < ۱ چون نتیجه در و (۱ − ۲λ
۵ )d∗(z,Tz) ≤ −λ۵dist(A, B) یعنی

۰ ≤ ۳
۵

d∗(z,Tz)

≤ (۱ − ۲λ
۵

)d∗(z,Tz)

≤ −λ
۵

dist(A, B)

≤ ۰.

است. A در T تقریبی نقطه بهترین یک z و d∗(z,Tz) = ۰ بنابراین
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داریم ،d∗(Tz,Tz) = −dist(A, B) اینکه از و قبل قسمت مفروضات با (ب)

d∗(T ۲z,Tz) ≤ ۱
۵
φ(d(z,Tz)))

(
d∗(Tz, z) + d∗(T ۲z,Tz) + d∗(z,Tz)

+ d∗(T ۲z, z) − dist(A, B)
)

≤ ۱
۵
(
d∗(T ۲z,Tz) + d∗(T ۲z, z) − dist(A, B)

)
≤ ۱

۵
(
d∗(T ۲z,Tz) + d∗(T ۲z,Tz) + d∗(Tz, z)

)
=

۲
۵

d∗(T ۲z,Tz).

خاصیت و d(Tz, z) = dist(A, B) از اکنون .d(T ۲z,Tz) = dist(A, B) و d∗(T ۲z,Tz) = ۰ نتیجه در

.T ۲z = z یعنی ،d(T ۲z, z) = ۰ می شود نتیجه UC

است. B در T تقریبی نقطه بهترین یک Tz می شود نتیجه d(T ۲z,Tz) = dist(A, B) اینکه از علاوه به

d(T x,Ty) ≤ داریم x ∈ A, y ∈ B هر برای آن گاه ،λ = ۰ اگر .λ = φ(d(z,Tz)) دهید قرار (د)

از و d(T x,Ty) = dist(A, B) = d(T x,Ty′) داشت. خواهیم y, y′ ∈ B هر برای یعنی .dist(A, B)

چون در این  صورت .λ , ۰ کنیم فرض اکنون است. ثابت B روی T بنابراین .Ty = Ty′ می شود نتیجه UC خاصیت

داریم T ۲z = z

dist(A, B) = d(Tz, z)

≤ ۱
۵
λ
(
d(Tz, z) + d(T ۲z,Tz) + d(z,Tz) + d(T ۲z, z) + d(Tz,Tz)

)
+ (۱ − λ)dist(A, B)

=
۳
۵
λd(z,Tz) + (۱ − λ)dist(A, B)

=
۳
۵
λdist(A, B) + (۱ − λ)dist(A, B).

λ ≤ ۳
۵λ شد خواهد نتیجه dist(A, B) , ۰ فرض با که .(۱− ۳

۵λ)dist(A, B) ≤ (۱−λ)dist(A, B) درنتیجه

dist(A, B) = ۰ داشت خواهیم ناچار به λ , ۰ که حالتی در بنابراین است. ممکن غیر که ۱ ≤ ۳
۵ معادل طور به یا و
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است. T نگاشت ثابت نقطه یک z نتیجه در و

{T ۲n+۱x} ،x ∈ A هر هر برای بنابراین و است عضوی تک T (B) آن گاه ،λ = ۰ اگر قبل قسمت به توجه با (ه)

به که دارد وجود فرد به منحصر z یک بنابراین نمی کند. تغییر آن مقدار نیز x تغییر با که هستند ثابت دنباله هایی {T ۲nx} و

است. تقریبی نقطه بهترین همان z که شد ملاحظه (الف) قسمت در اما .T ۲nx = z ،n طبیعی عدد هر و x هر ازای

داشت خواهیم w دیگر ثابت نقطه یک وجود فرض با و dist(A, B) = ۰ شد خواهد نتیجه ،λ , ۰ اگر همچنین

d(z,Tw) = d(T ۲z,Tw)

≤ ۱
۵
φ(d(w,Tz))

(
d(w,Tz) + d(w,Tw) + d(T ۲z,Tz)

+ d(w,T ۲z) + d(Tw,Tz)

≤ ۱
۵
φ (d(w,Tz))

(
d(w,Tz) + d(w,Tw) + d(T ۲z,Tz)

+ d(w,Tz) + d(Tz,T ۲z) + d(Tw,w) + d(w,Tz)
)

=
۳
۵
φ(d(w,Tz))

(
d(w,Tz)

)
≤ ۳

۵
d(w,Tz).

نتیجه در و d(w,Tz) ≤ ۳
۵d(z,Tw) مشابه طور به

d(z,Tw) ≤ ۳
۵

d(w,Tz) ≤≤ ۳
۵

(
۳
۵

d(z,Tw)) =
۹
۲۵

d(z,Tw).

.z = w می شود نتیجه UC خاصیت از و d(z,Tw) = ۰ = d(w,Tw) بنابراین

حالت این در و می شود تبدیل ثابت نقطه مساله به تقریبی نقطه بهترین مساله آنگاه ،φ > ۰ اگر قبل قضیه در .۳ .۲ نکته

داشت. خواهیم z یکتای ثابت نقطه یک

و A = {a, b, c}, B = {x, y} کنیم فرض .۴ .۲ مثال

d(a, x) = d(x, a) = d(a, y) = d(y, a) = ۱, d(a, b) = d(b, a) = d(a, c) = d(c, a) =
۵
۳
,
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d(b, x) = d(x, b) = d(c, x) = d(x, c) = d(b, y) = d(y, b) = d(c, y) = d(y, c) = ۲,

d(b, c) = d(c, b) =
۳
۲
, d(x, y) = d(y, x) = ۱, d(z, z) = ۰, (z ∈ A ∪ B).

گرفتن نظر در با و d(A, B) = ۱ در این  صورت

T (a) = x,T (b) = y,T (c) = y,T (x) = a,T (y) = a;

و

φ(t) =


۰, ۰ ≤ t ≤ ۱,

t − ۱, ۱ ≤ t ≤ ۳
۲ ,

۱
۲ ,

۳
۲ ≤ t

است. A در تقریبی نقطه بهترین a و می کند صدق قبل قضیه شرایط Tدر که دید خواهیم

و xها محور به محدود X مجموعه زیر A کنیم فرض می گیریم. نظر در اقلیدسی متر با را X = R × R+ .۵ .۲ مثال

می کنیم تعریف .۵
۹ ≤ φ < ۱ باشیم داشته و باشد y = −x خط و xها محور به محدود مجموعه زیر B و y = x خط

T ثابت نقطه (۰, ۰) همچنین است. برقرار قبل قضیه شرایط و d(A, B) = ۰ در این  صورت .T (x, y) = (− x
۵ , ۰)

می باشد.

انتگرالی معادلات در کاربرد .۳

انتگرالی معادلات برخی جواب وجود بررسی در می تواند مقاله این نتایج که داد خواهیم نشان مثال یک ذکر با بخش این در

به طوری که ،a, b ∈ R و R− = −R+ ،R+ = {x ∈ R; x ≥ ۰} کنید فرض منظور این برای باشد. مفید

و حقیقی تابعی K آن در که ، f (x) =
∫ b

a K( f (t), x)dt انتگرالی معادله داد خواهیم نشان در این  صورت .a ≤ b

را C([a, b]) ادامه در است. [a, b] روی پیوسته توابع در جواب یک دارای خاصی شرایط با است، R۲ روی پیوسته

نرم با [a, b] روی مقدار حقیقی پیوسته توابع مجموعه

∥ f ∥ = sup{| f (t)|; t ∈ [a, b]},
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می دهیم قرار همچنین می گیریم. نظر در

C+([a, b]) = { f ∈ C([a, b]); f ≥ ۰}, C−([a, b]) = −C+([a, b]).

f ∈ C+([a, b]), g ∈ هر برای و K(R−,R) ⊆ R+ و K(R+,R) ⊆ R− کنید فرض .۱ .۳ قضیه

باشیم داشته C−([a, b])

sup{|K( f (t), x) − K(g(t), x)|, x, t ∈ R} ≤ φ(∥ f − g∥)
۵(b − a)

| (∥ f − g∥) |.

انتگرالی معادله در این  صورت است. MT‑تابع یک φ آن در که

f (x) =
∫ b

a
K( f (t), x)dt;

است. [a, b] روی پیوسته توابع در فرد به منحصر جواب یک دارای

که است بدیهی در این  صورت .B = C−([a, b]) و A = C+([a, b]) ،X = C([a, b]) دهید قرار اثبات.

T ( f )(x) = نگاشت همچنین هستند. کامل بنابراین و بسته X در A, B و است UC خاصیت دارای (A, B)

زیرا است. φ به نسبت هاردی‑راجرز دوری −MT انقباض یک T طرفی از است. دوری
∫ b

a K( f (t), x)dt
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∥T ( f ) − T (g)∥ = sup{|(T ( f ) − T (g))(x)|; x ∈ [a, b]}

= sup{|
∫ b

a
K( f (t), x)dt −

∫ b

a
K(g(t), x)dt|; x ∈ [a, b]}

≤ sup{
∫ b

a
|K( f (t), x) − K(g(t), x)|dt; x ∈ [a, b]}

≤
∫ b

a
(sup{|K( f (t), x) − K(g(t), x)|; x, t ∈ [a, b]})dt

≤ φ(∥ f − g∥)
۵(b − a)

| (∥ f − g∥) |(b − a)

=
φ(∥ f − g∥)

۵
| (∥ f − g∥)

=
φ(∥ f − g∥)

۵

(
∥ f − g∥ + ∥

∫ b

a
K( f (t), .)dt∥ − ∥ f ∥

+ ∥g∥ − ∥
∫ b

a
K( f (t), .)dt∥ + ∥

∫ b

a
K(g(t), .)dt∥ − ∥g∥

+ ∥ f ∥ − ∥
∫ b

a
K(g(t), .)dt∥

≤ φ(∥ f − g∥)
۵

(
∥ f − g∥ + ∥

∫ b

a
K( f (t), .)dt − f ∥

+ ∥g −
∫ b

a
K( f (t), .)dt∥ + ∥

∫ b

a
K(g(t), .)dt − g∥

+ ∥ f −
∫ b

a
K(g(t), .)dt∥

=
φ(∥ f − g∥)

۵
(∥ f − g∥ + ∥T ( f ) − f ∥

+ ∥g − T ( f )∥ + ∥T (g) − g∥ + ∥ f − T (g)∥.

رابطه یعنی است. f یکتای ثابت نقطه یک دارای T که می شود نتیجه dist(A, B) = ۰ اینکه و ۲ .۲ قضیه از اکنون

است. برقرار f (x) =
∫ b

a K( f (t), x)dt
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K(R−,R) ⊆ و K(R+,R) ⊆ R− وضوح به اینصورت در .K(x, y) = − ۱
۲۰ x ،φ = ۱

۲ کنیم فرض .۲ .۳ مثال

داشت خواهیم f ∈ C+([۰, ۱]), g ∈ C−([۰, ۱]) هر برای و R+

sup{|K( f (t), x) − K(g(t), x)|, x, t ∈ R} = ۱
۲۰

sup{| − f (t) + g(t)|, t ∈ R}

=
φ(∥ f − g∥

۱۰
∥ f − g∥

≤ φ(∥ f − g∥)
۵(۱ − ۰)

| (∥ f − g∥) |.

انتگرالی معادله می شود نتیجه قبل قضیه از بنابراین

f (x) =
∫ ۱

۰
K( f (t), x)dt;

می باشد. معادله این جواب تنها f (x) = ۰ واقع در است. [۰, ۱] روی پیوسته توابع در فرد به منحصر جواب یک دارای
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