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چکیده
از کاربرد و تئوری در باناخ و هیلبرت فضاهای در ریس پایه های و قاب ها ساختن

استفاده منظور این برای جدید و مهم راه های از یکی است. برخوردار زیادی اهمیت

در می باشد. فضاها این در ریس پایه های و قاب ها از اعم دنباله ها درهم تنیدگی از

تغییر و بوده صرفه تر به  مقرون قاب یک متفاوت چیدمان های از استفاده میان، این

درهم تنیده، قاب های داد. انجام جایگشت ها از استفاده با می توان را چیدمان در

قاب چند از استفاده با شده اند، معرفی اخیرا که CP‑درهم تنیده و P‑در هم تنیده

CP‑درهم تنیده دنباله های روی ما تمرکز مقاله این در می شوند. ساخته متفاوت

بررسی را CP‑در هم تنیده اضافه دار قاب های و جایگشت ها ارتباط ابتدا می باشد.

از استفاده با و می کنیم معرفی را CP‑درهم تنیده ریس پایه های سپس و کرده

ادامه در می سازیم. CP‑درهم تنیده ریس پایه های از مثال هایی جایگشت ها،

مورد در را مطالبی آخر، در می کنیم. دسته بندی را CP‑درهم تنیده ریس پایه های

می کنیم. بیان CP‑درهم تنیده ریس پایه های و آشفتگی
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مقدمه .۱

فوریه سری های از رده ”یک عنوان تحت مقاله ای در شفر و دافین توسط ۱۹۵۲ سال در قاب ها که این از بعد

جدید قاب های ساختن برای راه هایی یافتن پی در پژوهشگران و محققان از بسیاری ،[۱۳] شدند معرفی غیر هارمونیک”

ساختن برای مناسبی راهکار واقع در که کردند معرفی را درهم تنیده قاب های همکارانش و کاسازا ،۲۰۱۷ سال در بوده اند.

شمارا اندیس مجموعه یک I و هیلبرت فضای یک H کنید فرض .[۴] می باشد قاب چند از استفاده با جدید قاب های

داشته وجود B و A متناهی و مثبت ثابت  های اگر می گویند درهم تنیده H برای را {ψi}i∈I و {ϕi}i∈I قاب های باشد.

باشد: برقرار زیر رابطه x ∈ H هر برای و I از σ زیرمجموعه هر برای به طوری که باشند

A ∥ x ∥۲≤
∑
i∈σ
| ⟨x, ϕi⟩ |۲ +

∑
i∈σc

| ⟨x, ψi⟩ |۲≤ B ∥ x ∥۲ .

،I از σ زیرمجموعه هر برای اگر هستند درهم تنیده H برای {ψi}i∈I و {ϕi}i∈I قاب های گفت می توان واقع در

ساختن بر علاوه درهم تنیده قاب های باشند. یکسان قاب کران های با قابی H برای {ϕi}i∈σ ∪ {ψi}i∈σc خانواده های

شبکه هایی در به خصوص سیگنال ها، گسترده پردازش مسئله در مثال عنوان به دارند. نیز دیگری مهم کاربردهای جدید، قاب های

یک پردازش در کنید فرض می گیرد. صورت قاب ها از استفاده با سیگنال ها گسترده پردازش جایی که بی سیم حسگرهای از

و شماراست، اندیس مجموعه I آن در که شود استفاده {ψi}i∈I و {ϕi}i∈I قاب های از H هیلبرت فضای در X سیگنال

اسکالرهای دنباله صورت این در بگیریم. نظر در حسگر یک عنوان به را i ∈ Iاندیس هر

{⟨X, ϕi⟩}i∈σ ∪ {⟨X, ψi⟩}i∈σc

باشند، درهم تنیده {ψi}i∈I و {ϕi}i∈I اگر اکنون می باشد. σ زیرمجموعه هر برای X به وابسته اطلاعات از بسته یک

که σ هر برای زیرا کرد. بازسازی {⟨X, ϕi⟩}i∈σ ∪ {⟨X, ψi⟩}i∈σc اطلاعات از دنباله هر از استفاده با را X می توان

در هم محققان شدند، معرفی درهم تنیده قاب های که این از بعد می باشد. قاب {ϕi}i∈σ ∪ {ψi}i∈σc خانواده ،σ ⊆ I
دست به درهم تنیده قاب های با ارتباط در را مفیدی و جالب نتایج کاربردی، شاخه های در هم و محض و نظری شاخه های

[۱۸ ،۱۲ ،۱۱ ،۱۰ ،۷ ،۶ ،۵ ،۴ ،۳ ،۲ ،۱] مراجع از زمینه، این در بیشتر جزئیات مطالعه برای می تواند خواننده آورده اند.
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کند. استفاده

کاربردها در آنها از استفاده نوعی به که شدند معرفی هم تنیده CP‑در و P‑درهم تنیده قاب های ،۲۰۱۹ سال در

I از σ نابدیهی زیرمجموعه اگر می گویند P‑درهم تنیده را H برای {ψi}i∈I و {ϕi}i∈I قاب های .[۱۴] است آسانتر

{ϕi}i∈I قاب های همچنین باشد. قاب {ϕi}i∈σ ∪ {ψi}i∈σc خانواده  به طوری که باشد موجود ،(σ ⊊ I, σ , ∅)
خانواده های به طوری که باشد موجود ،I از σ نابدیهی زیرمجموعه اگر می گویند CP‑درهم تنیده را H برای {ψi}i∈I و

گسترده پردازش در CP‑درهم تنیده و P‑درهم تنیده قاب های باشند. قاب {ψi}i∈σ∪{ϕi}i∈σc و {ϕi}i∈σ∪{ψi}i∈σc

{⟨X, ϕi⟩}i∈σ∪ {⟨X, ψi⟩}i∈σc اسکالرهای دنباله باشد، I از نابدیهی زیرمجموعه یک σ اگر دارند. کاربرد سیگنال ها

قابی {ϕi}i∈σ∪{ψi}i∈σc اگر جا این در می باشد. {ψi}i∈I و {ϕi}i∈I قاب های به Xنسبت بردار اطلاعات از بسته ای

بازسازی می توان Xرا سیگنال آنگاه باشند، P‑درهم تنیده قاب های {ψi}i∈I و {ϕi}i∈I دیگر عبارت به یا باشد H برای

رمزگشایی و رمزگذاری نظریه در آنها از استفاده CP‑درهم تنیده، و P‑درهم تنیده قاب های مهم کاربردهای از دیگر یکی کرد.

افتاد اتفاق ۲۰۱۰ سال در بار اولین برای سیگنال یک رمزگشایی و رمزگذاری در قاب ها از استفاده گفت بتوان شاید می باشد.

پاک شدگی ها برابر در مقاومت برای را مناسبی قاب های تا دارند سعی می کنند، کار نظریه این روی که دانشمندانی .[۲۰ ،۱۹]

CP‑درهم تنیده و P‑درهم تنیده قاب های ابداع کنندگان .[۱۷ ،۱۶ ،۱۵ ،۸ ،۶] باشند داشته را خطا کمترین که کنند پیدا

کنند. استفاده سیگنال ها رمزگشایی و رمزگذاری در خطا کم کردن برای قاب ها از دسته این از بتوانند که امیدوارند

یک از متفاوت چیدمان های از استفاده با جدید ریس پایه های و قاب ها ساختن مقاله این در ما اصلی انگیزه و هدف

اگر است {ϕi}i∈I دنباله از چیدمان یک {ψi}i∈I دنباله می گوییم می باشد. تنیده گی هم CP‑در مفهوم و ریس پایه یا قاب

را {ϕi}i∈I دنباله واقع، در .ψi = ϕπ(i) باشیم داشته i ∈ I هر برای به طوری که باشد داشته وجود I روی π جایگشت

در .σ ⊂ I که می گیریم نظر در را {ϕi}i∈σ ∪ {ϕπ(i)}i∈σc خانواده های و I روی جایگشت را π ریس، پایه یا قاب

قاب یک نیز {ϕπ(i)}i∈I باشد، H برای ریس) (پایه قاب یک {ϕi}i∈I وقتی که است این توجه قابل و مهم نکته اینجا

می باشد. H برای ریس) (پایه

پیش نیازها .۲

هیلبرت فضای یک H مقاله این سراسر در می کنیم. اشاره نیازمندیم، آنها به مقاله این در که مطالبی به فصل این در

می کنیم. اشاره مهم تعریف چند به ابتدا در می باشد. شمارا اندیس مجموعه یک I و جدایی پذیر

به طوری که باشند داشته وجود B و A مثبت اعداد اگر است H برای قاب یک ،H در {ϕi}i∈I دنباله ([۹]) .۱ .۲ تعریف
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باشیم: داشته H در x هر برای

A ∥ x ∥۲≤
∑
i∈I
| ⟨x, ϕi⟩ |۲≤ B ∥ x ∥۲ .

می کنیم. اشاره ریس پایه تعریف به ادامه در می گویند. قاب بالای و پایین کران های ترتیب به را B و A

باشند داشته وجود B و A مثبت اعداد اگر است H برای ریس پایه یک ،H در {ϕi}i∈I کامل دنباله ([۹]) .۲ .۲ تعریف

است، I از متناهی زیرمجموعه Jیک آن در که {c j} j∈J اسکالرهای از دنباله هر برای به طوری که

A
∑
j∈J
| c j |۲≤∥

∑
j∈J

c jϕ j ∥۲≤ B
∑
j∈J
| c j |۲ .

نباشد. ریس پایه اگر می شود گفته اضافه دار ،{ϕi}i∈I قاب .([۹]) است قاب یک ریس پایه هر که است شده ثابت

دارد. اشاره CP‑درهم تنیده قاب های به بعد تعریف

افراز یک اگر می شوند، گفته H برای CP‑درهم تنیده ،H در ، j = ۱, . . . , n ،{ϕ j
i }i∈I قاب های ([۱۴]) .۳ .۲ تعریف

A مثبت اعداد ،{۱, ۲, . . . , n} از {λ۱, . . . , λn} جایگشت های همه برای که داشته باشد وجود I از {σ۱, . . . , σn}
باشیم: داشته H در x هر برای به طوری که باشند داشته وجود B و

A ∥ x ∥۲≤
n∑

j=۱

∑
i∈σλ j

| ⟨x, ϕ j
i ⟩ |

۲≤ B ∥ x ∥۲ .

.n = ۲ که می کنیم بررسی را حالت هایی مقاله، این در

جایگشت ها و CP‑درهم تنیده قاب های .۳

می کنیم. بررسی می شوند، تولید جایگشت ها و قاب یک از استفاده با که را CP‑درهم تنیده ای قاب های بخش این در

CP‑درهم تنیده قاب های می توان ریس، پایه یک عناصر چیدمان تغییر کمک با که می دهیم نشان مثال یک ارائه با ابتدا در

می باشد. طبیعی اعداد مجموعه N و ،[M] = {۱, ۲, . . . , M} ادامه در نباشند. درهم تنیده به طوری که ساخت
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نظر در را Φπ = {ϕπ(i)}i∈I ریس پایه  اکنون باشد. H برای ریس پایه یک Φ = {ϕi}i∈I کنید فرض .۱ .۳ مثال

می باشد: زیر صورت به  I روی π جایگشت  آن در که می گیریم

π(i) =


j۰ i = i۰

i۰ i = j۰

i i , i۰, j۰

نیستند. درهم تنیده ولی هستند H برای CP‑در هم تنیده قاب های Φπ و Φ صورت این در .i۰ , j۰ و i۰, j۰ ∈ I که

{ϕi}i∈σc∪{ϕπ(i)}i∈σ و {ϕi}i∈σ∪{ϕπ(i)}i∈σc دید می توان سادگی به ،σ = I\{i۰, j۰} گرفتن نظر در با اثبات.

آنگاه σ = {i۰} اگر طرفی، از می باشند. H برای CP‑در هم تنیده قاب های Φπ و Φ پس، هستند. H برای قاب هایی

{ϕi}i∈I زیرا باشد قاب H برای نمی تواند {ϕi}i∈σ∪{ϕπ(i)}i∈σc می دهد نشان که ،ϕ j۰ < {ϕi}i∈σ∪{ϕπ(i)}i∈σc

نیستند. H برای در هم تنیده قاب های Φπ و Φ بنابراین است. پایه یک

نمی باشد. CP‑درهم تنیده خودش از نابدیهی چیدمان یک با که می دهد نشان را قابی زیر مثال

π آن در که می گیریم نظر در را Φπ = {ϕπ(i)}i∈[M] باشد. H برای پایه یک Φ = {ϕi}i∈[M] کنید فرض .۲ .۳ مثال

می باشد: زیر صورت به  [M] روی جایگشتی

π(i) =

 i + ۱ i , M

۱ i = M.

نیستند. H برای CP‑در هم تنیده قاب های Φπ و Φ صورت این در

اگر باشد. σ عضو بزرگترین i۰ کنید فرض بگیرید. نظر در را [M] از σ نابدیهی زیرمجموعه اثبات، برای اثبات.

گفت می توان π ضابطه به توجه با ،i۰ < M

ϕi۰+۱ < {ϕi}i∈σ ∪ {ϕπ(i)}i∈σc

و j۰ ∈ σ به طوری که دارد وجود j۰ < M مانند اندیسی ،i۰ = M اگر همچنین می آید. دست به نظر مورد نتیجه که
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کوچکترین j۰+۱ اینکه و π ضابطه به توجه با همچنین .ϕ j۰+۱ < {ϕi}i∈σ پس σcمی باشد. عضو کوچکترین j۰+۱

می شود. حاصل نتیجه بنابراین .ϕ j۰+۱ < {ϕπ(i)}i∈σc که می گیریم نتیجه می باشد σc عضو

بخش این ادامه در باشد؟ CP‑درهم تنیده خودش از چیدمان هر با که دارد وجود قابی آیا می شود: مطرح سوال این حال

از نتایجی به ابتدا می کنیم. دسته بندی اساس این بر را قاب ها معادل، شرایط بیان با واقع در می پردازیم. سوال این پاسخ به

می کنیم. اشاره هستند بحث این با ارتباط در که [۱۴]

{ϕi}i∈I آنگاه باشند. H برای ناصفر عناصر با اضافه دار قاب هایی {ψi}i∈I و {ϕi}i∈I کنید فرض [.۷ .۴ قضیه ،۱۴]

هستند. H برای CP‑درهم تنیده قاب های {ψi}i∈I و

هیلبرت فضای برای ناصفر عناصر با اضافه دار قاب هایی {ψi}i∈[M] و {ϕi}i∈[M] کنید فرض [.۱۴ .۴ قضیه ،۱۴]

هستند. H برای CP‑درهم تنیده قاب های آنها، آنگاه باشند. H N‑بعدی

می شود. حاصل زیر گزاره شده، ذکر نتایج به توجه با

صورت: این در باشد. [M] یا N روی جایگشتی π کنید فرض .۳ .۳ گزاره

H برای CP‑درهم تنیده قاب های {ϕπ(i)}i∈N و {ϕi}i∈N آنگاه باشد، H برای اضافه دار قاب یک {ϕi}i∈N اگر (۱)

هستند.

قاب های {ϕπ(i)}i∈[M] و {ϕi}i∈[M] آنگاه باشد، H برای ناصفر عناصر با اضافه دار قاب یک {ϕi}i∈[M] اگر (۲)

هستند. H برای CP‑درهم تنیده

با اکنون هستند. یکسان برد دارای {ϕπ(i)}i∈N و {ϕi}i∈N پس می باشد، N روی جایگشت یک π چون (۱) اثبات.

می شود. حاصل نظر مورد نتیجه ،[.۷ .۴ قضیه ،۱۴] از استفاده

بنابراین، می باشد [M] روی جایگشت یک π چون باشد، H برای ناصفر عناصر با اضافه دار قاب یک {ϕi}i∈[M] اگر (۲)

اثبات ،[.۱۴ .۴ قضیه ،۱۴] به توجه با پس است. H برای ناصفر عناصر با اضافه دار قاب یک نیز {ϕπ(i)}i∈[M]

می رسد. اتمام به قسمت این

می باشد. مفید بخش این ابتدای در شده مطرح سوال به پاسخ جهت در زیر گزاره
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از σ نابدیهی زیرمجموعه ،I روی π جایگشت تابع هر برای اگر باشد. H در دنباله یک {ϕi}i∈I کنید فرض .۴ .۳ گزاره

H برای قاب هایی {ϕi}i∈σc ∪ {ϕπ(i)}i∈σ و {ϕi}i∈σ ∪ {ϕπ(i)}i∈σc خانواده های به طوری که باشد داشته وجود I
است. H برای اضافه دار قاب یک {ϕi}i∈I آنگاه باشند،

از σ۰ محض زیرمجموعه π = Id برای فرض به توجه با است. H برای قاب یک {ϕi}i∈I می دهیم نشان ابتدا اثبات.

که دارد وجود I
{ϕi}i∈I = {ϕi}i∈σ۰ ∪ {ϕπ(i)}i∈σc۰

پایه یک {ϕi}i∈I کنید فرض خلف برهان با است. اضافه دار قابی {ϕi}i∈I می  دهیم نشان اکنون است. H برای قاب یک

یک σ اگر .J ⊂ I هر برای π(J) 1 J که بگیرید نظر در طوری I روی را π جایگشت است. H برای ریس

وجود j ∈ σc اندیس می کنیم ثابت باشد، H برای قاب یک {ϕi}i∈σ ∪ {ϕπ(i)}i∈σc که باشد I از محض زیرمجموعه

به طوری که دارد

ϕ j < {ϕi}i∈σ ∪ {ϕπ(i)}i∈σc.

، j ∈ σc هر برای نباشد، چنین اگر

ϕ j ∈ {ϕi}i∈σ ∪ {ϕπ(i)}i∈σc.

{ϕi}i∈I چون و ،ϕ j = ϕπ(i) به طوری که هست i ∈ σc درنتیجه و ϕ j ∈ {ϕπ(i)}i∈σc ، j ∈ σc هر برای بنابراین

می دهد نتیجه که j = π(i) که طوری به هست i ∈ σc ، j ∈ σc هر برای پس، . j = π(i) است، ریس پایه

این اثبات پس .J ⊂ I هر برای π(J) 1 J زیرا است تناقض یک این که π(σ) ⊆ σ بنابراین، .σc ⊆ π(σc)

می رسد. اتمام به قضیه

می کنیم. بیان را فصل این نتایج مهم ترین ،۴ .۳ و ۳ .۳ گزاره های از استفاده با اکنون

صورت: این در باشد. H در دنباله یک {ϕi}i∈N کنید فرض .۵ .۳ قضیه

و {ϕi}i∈N قاب های ،N روی π جایگشت تابع هر برای اگر تنها و اگر است H برای اضافه دار قاب یک {ϕi}i∈N
هستند. CP‑در هم تنیده قاب هایی H برای {ϕπ(i)}i∈N

باشد. H در ناصفر عناصر با دنباله یک {ϕi}i∈[M] کنید فرض .۶ .۳ قضیه

{ϕi}i∈[M] قاب های ،[M] روی πجایگشت تابع هر برای اگر تنها و اگر است H برای اضافه دار قاب یک {ϕi}i∈[M]

هستند. CP‑در هم تنیده قاب هایی H برای {ϕπ(i)}i∈[M] و
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هر با که را قاب هایی می دهند، پاسخ بخش این ابتدای در شده مطرح سوال به که این بر علاوه ۶ .۳ و ۵ .۳ قضایای

یک فقط و فقط که می دهد نشان قضیه این واقع در می کند. دسته بندی نیز هستند، CP‑درهم تنیده نیز خودشان از چیدمان

در می کنیم. تمرکز ریس پایه های روی بعد بخش در باشد. CP‑درهم تنیده خودش از چیدمان هر با می تواند اضافه دار قاب 

بخش، این آخر در می کنیم. دسته بندی را باشد CP‑درهم تنیده خودش از چیدمان یک با ریس پایه یک که حالت هایی واقع

است. الزامی ،۶ .۳ قضیه در قاب عناصر بودن ناصفر شرط که می دهیم نشان مثال یک با

Ψ = {ψi}i∈[۴] = {ϕ۱, ϕ۲, ϕ۳, قاب{۰ اکنون، باشد. H برای ریس پایه یک {ϕ۱, ϕ۲, ϕ۳} کنید فرض .۷ .۳ مثال

باشد: زیر صورت به [۴] روی π جایگشت اگر بگیرید. نظر در H برای را

π(i) =



۲ i = ۱

۴ i = ۲

۱ i = ۳

۳ i = ۴,

نیستند. CP‑درهم تنیده قاب های H برای Ψπ = {ψπ(i)}i∈[۴] و Ψ آنگاه

حداقل ،Ψπ Ψو در ۰ بردار وجود و π ضابطه به توجه با باشد. I از نابدیهی و دلخواه σزیرمجموعه ای کنید فرض اثبات.

نتیجه در و کنند تولید را فضا نمی توانند {ψi}i∈σc ∪ {ψπ(i)}i∈σ یا و {ψi}i∈σ ∪ {ψπ(i)}i∈σc مجموعه های از یکی

نیستند. CP‑درهم تنیده قاب های H برای Ψπ و Ψ بنابراین نیستند. قاب

جایگشت ها و هم تنیده CP‑در ریس پایه های .۴

جایگشت توابع تاثیر مثال یک ارائه با سپس و می کنیم معرفی را CP‑درهم تنیده ریس پایه های ابتدا فصل، این در

بیان CP‑درهم تنیدگی برای را معادلی شرط قضیه، یک قالب در و ادامه در می کنیم. بررسی آنها اندیس مجموعه روی را

می کنیم.

برای CP‑درهم تنیده ریس پایه یک H در ریس پایه های از ، j = ۱, . . . , n ،{ϕ j
i }i∈I گردایه یک .۱ .۴ تعریف

از {λ۱, . . . , λn} جایگشت های همه برای که داشته باشد وجود I از {σ۱, . . . , σn} افراز یک اگر می شود، گفته H

. j = ۱, . . . , n ،i ∈ σ j هر برای gi = ϕ
j
i آن در که باشد، H برای ریس پایه یک {gi}i∈I خانواده ،{۱, ۲, . . . , n}
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پایه یک از جایگشتی ، j = ۱, . . . , n ،{ϕ j
i }i∈I ریس پایه های آنها در که می کنیم بررسی را حالت هایی فصل این در

به طوری که باشد موجود I روی π j مانند جایگشتی ،۱ ≤ j ≤ n که j هر برای واقع در باشند. {ϕi}i∈I ریس

ϕ
j
i = ϕπ j(i)

می پردازیم. مثال یک ارائه به ابتدا مطلب، این توضیح برای .i ∈ I هر برای

اگر باشد. H برای ریس پایه یک {ϕi}i∈N کنید فرض .۲ .۴ مثال

π(i) =


i + ۲ i = ۱, ۳, ۵, . . .

i − ۲ i = ۴, ۶, ۸, . . .

۱ i = ۲

نیستند. H برای CP‑درهم تنیده ریس پایه های {ϕπ(i)}i∈N و {ϕi}i∈N این صورت در باشد، N روی جایگشتی تابع

برای کند. صدق CP‑درهم تنیده ریس پایه تعریف در که ندارد وجود I σاز نابدیهی زیرمجموعه هیچ می دهیم نشان اثبات.

باشد. I از دلخواه زیرمجموعه یک σ کنید فرض منظور این

اول: حالت

σ ⊆ {۲n + ۱ : n ∈ N ∪ {۰}}.

که طوری به دارد وجود n۰ ∈ N ∪ {۰} بنابراین باشد. σ مینیمم l کنید فرض حالت این برای

l = ۲n۰ + ۱.

پس .l = ۱ داریم n۰ = ۰ اگر حال

ϕ۱ < {ϕi}i∈σc. (۱ .۴)
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می دهد نتیجه که ،π(۲) = ۱ داریم همچنین

ϕ۱ = ϕπ(۲) < {ϕπ(i)}i∈σ (۲ .۴)

داریم (۲ .۴) و (۱ .۴) به توجه با و

ϕ۱ < {ϕπ(i)}i∈σ ∪ {ϕi}i∈σc.

پس

span
({ϕπ(i)}i∈σ ∪ {ϕi}i∈σc

)
, H.

باشد. H برای ریس پایه یک نمی تواند {ϕπ(i)}i∈σ ∪ {ϕi}i∈σc بنابراین

۲n۰+۱ چون طرفی از .ϕ۲n۰+۱ < {ϕi}i∈σc پس l < σc چون .n۰ > ۰ که می گیریم نظر در را حالتی اکنون

نتیجه در .۲n۰ − ۱ ∈ σc داریم ،n۰ > ۰ و می باشد σ مینیمم

ϕ۲n۰+۱ = ϕπ(۲n۰−۱) < {ϕπ(i)}i∈σ.

گرفت نتیجه می توان هم باز که

span
({ϕπ(i)}i∈σ ∪ {ϕi}i∈σc

)
, H

،۱ .۴ تعریف به توجه با و مجموع در یعنی نیست. H برای ریس پایه {ϕπ(i)}i∈σ ∪ {ϕi}i∈σc می دهد نشان که

درهم تنیده −CP ریس پایه تشکیل نمی توانند ،{ϕπ(i)}i∈I و {ϕi}i∈I ریس پایه های حالت این در که دادیم نشان

دهند.

دوم: حالت

σ ∩ {۲n : n ∈ N} , ∅.

۲m ∈ σ که باشد عددی بزرگترین m ∈ N و l = ۲ اگر باشد. σ در زوج اعداد مینیمم l = ۲k کنید فرض
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آنگاه

ϕ۲m < {ϕi}i∈σc , ϕ۲m < {ϕπ(i)}i∈σ.

نمی باشد. H برای ریس پایه  پس کند، تولید را H نمی تواند {ϕπ(i)}i∈σ ∪ {ϕi}i∈σc بنابراین

دارد وجود s مانند فردی عدد پس است I از محض زیرمجموعه σ چون باشد، زوج اعداد همه شامل σ اگر حال

که هست n مانند طبیعی عددی بنابراین .s < σ که

{۱, ۳, ۵, . . . , ۲n − ۱} ⊂ σ , ۲n + ۱ ∈ σc.

پس

ϕ۲n+۱ < {ϕπ(i)}i∈σc , ϕ۲n+۱ < {ϕi}i∈σ.

باشد. ریس پایه نمی تواند {ϕπ(i)}i∈σ ∪ {ϕi}i∈σc می دهد نتیجه هم باز که

کنید فرض آخر در

l = ۲k , l , ۲.

که طوری به دارد وجود k ≥ ۲ پس

ϕ۲k−۲ < {ϕi}i∈σ , ϕ۲k−۲ < {ϕπ(i)}i∈σc.

ریس پایه {ϕπ(i)}i∈I و {ϕi}i∈I یعنی این و نیست H برای ریس پایه {ϕπ(i)}i∈σ ∪ {ϕi}i∈σc بنابراین

نمی باشند. H برای CP‑درهم تنیده

می کنیم سعی بنابراین نیست. ساده مثال ها برخی در ریس پایه های هم تنیده گی CP‑در تشخیص می دهد، نشان قبل مثال

می باشد. مفید CP‑درهم تنیده ریس پایه های دسته بندی در زیر قضیه کنیم. دسته بندی را CP‑درهم تنیده ریس پایه های

باشد. I روی جایگشت توابع از دنباله ای {π j}nj=۱ و باشد H برای ریس پایه یک {ϕi}i∈I کنید فرض .۳ .۴ قضیه

ارزند: هم زیر گزاره های
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است. H برای CP‑درهم تنیده ریس پایه یک ، j = ۱, . . . , n ،{ϕπ j(i)}i∈I گردایه (۱)

گردایه ،{۱, ۲, . . . , n} روی جایگشت های از {λ j}nj=۱ دنباله هر برای به طوری که دارد وجود I از {σ j}nj=۱ افراز (۲)

می باشد. I از افراز یک {π j(σλ j)}nj=۱

افراز با باشد H برای CP‑درهم تنیده ریس پایه یک ، j = ۱, . . . , n ،{ϕπ j(i)}i∈I کنید فرض (۱)→(۲) اثبات.

دارد وجود ،{۱, ۲, . . . , n} روی {λ j}nj=۱ جایگشت های از دنباله ای نباشد، برقرار (۲) اگر .I از {σ j}nj=۱

یا بنابراین نیست. I از افراز یک {π j(σλ j)}nj=۱ به طوری که

n∪
j=۱

π j(σ j) , I

یا و

πr۰(σr۰)
∩

πs۰(σs۰) , ∅

،i۰ < π j(λ j) به طوری که دارد وجود i۰ ∈ I پس ،
∪n

j=۱ π j(σ j) , I اگر .I در r۰ , s۰ برخی برای

بنابراین می باشد H برای ریس پایه یک {ϕi}i∈I چون طرفی، از .۱ ≤ j ≤ n که j هر برای

ϕi۰ < span{ϕi : i ∈
n∪

j=1

πj(σj)}

از است. H برای CP‑درهم تنیده ریس پایه یک ، j = ۱, . . . , n ،{ϕπ j(i)}i∈I زیرا است تناقض یک این که

باشیم: داشته I در r۰ , s۰ برخی برای اگر دیگر، طرفی

πr۰(σr۰)
∩

πs۰(σs۰) , ∅

آنگاه

{ϕπr۰ (i)}i∈σr۰

∩
{ϕπs۰ (i)}i∈σs۰ , ∅

تمام قسمت این اثبات نتیجه در و است، H برای ریس پایه یک
∪n

j=۱{ϕπ j(i)}i∈σ j زیرا است غیرممکن این که

است.
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مجموعه های ،{۱, ۲, . . . , n} از {λ۱, . . . , λn} جایگشت  هر برای کنید فرض قسمت این اثبات برای (۲)→(۱)

{λ۱, . . . , λn}, {π۱(λ۱), . . . , πn(λn)}

j = ،{ϕπ j(i)}i∈σ j خانواده های {λ۱, . . . , λn} مختلف جایگشت های برای بنابراین باشند. I از افرازهایی

−CP ریس پایه یک ، j = ۱, . . . , n ،{ϕπ j(i)}i∈I نتیجه در هستند. H برای ریس پایه های ،۱, . . . , n

افراز با H برای درهم تنیده

{π۱(λ۱), . . . , πn(λn)}

می رسد. اتمام به گزاره این اثبات نتیجه این با می باشد. I از

می کنیم. بررسی ۲ .۴ مثال در را فوق قضیه از استفاده تاثیر اکنون،

و {ϕi}i∈I می دهیم نشان ،۳ .۴ قضیه از استفاده با باشند. ۲ .۴ مثال همانند π و {ϕi}i∈I کنید فرض .۴ .۴ مثال

افراز یک {σ,σc}پس بگیرید. نظر در N از σرا دلخواه زیرمجموعه نیستند. CP‑درهم تنیده ریس پایه های {ϕπ(i)}i∈I
نیستند. N از افرازی {π(σ), σc} و {σ, π(σc)} مجموعه های از یک هیچ که دید می توان سادگی به اما می باشد، N از

می شود. حاصل نظر مورد نتیجه ،۳ .۴ قضیه از استفاده با بنابراین

آشفتگی ها .۵

با ارتباط در که مسائل برخی بخش این در است، برخوردار بالایی اهمیت از قاب ها تئوری در آشفتگی بحث که آنجا از

پایه های و عملگرها آشفتگی، از جالب ارتباطی زیر قضیه می کنیم. بررسی را هستند CP‑درهم تنیده ریس پایه های آشفتگی

می دهد. نشان را CP‑درهم تنیده ریس

H روی معکوسپذیر عملگر یک T و باشد، H برای A, B کران های با ریس پایه یک {ϕi}i∈I کنید فرض .۱ .۵ قضیه

کند: صدق زیر شرایط در که باشد موجود I Jاز زیرمجموعه اگر ∑باشد.
i∈Jc | ⟨x, (I − T )ϕi⟩ |۲≤ λ۲ ∥ x ∥۲ و

∑
i∈J | ⟨x, (I − T )ϕi⟩ |۲≤ λ۱ ∥ x ∥۲ نامعادله های (۱)

.۰ < λ۱, λ۲ < A آن در که باشند برقرار x ∈ H هر برای
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باشند، پایا T تحت span{ϕi : i ∈ Jc} و span{ϕi : i ∈ J} زیرفضاهای (۲)

هستند. CP‑درهم تنیده ریس پایه های H برای {Tϕi}i∈I و {ϕi}i∈I آنگاه

برای ،[۱ .۳ گزاره ،۴] به استناد با بنابراین است. H برای ریس پایه یک {Tϕi}i∈I است، معکوسپذیر T چون اثبات.

خانواده σ ⊂ I
{ϕi}i∈σ ∪ {Tϕi}i∈σc,

داریم: x ∈ H هر برای .σ = Jc ⊂ I می دهیم قرار اکنون است. (۱+ ∥ T ∥)B کران با H برای بسل دنباله یک

∑
i∈σ
|⟨x, ϕi⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x,Tϕi⟩|۲ =
∑
i∈σ
|⟨x, ϕi⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x,Tϕi − ϕi + ϕi⟩|۲

=
∑
i∈σ
|⟨x, ϕi⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x, ϕi⟩ − ⟨(I − T ∗)x, ϕi⟩|۲

≥
∑

i∈σ
|⟨x, ϕi⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x, ϕi⟩|۲


−
∑

i∈σc

|⟨(I − T ∗)x, ϕi⟩|۲


≥ A∥x∥۲ − λ۱∥x∥۲

≥ (A − λ۱) ∥x∥۲.

این که و (۲) شرط به توجه با و است H برای قاب یک {ϕi}i∈σ ∪ {Tϕi}i∈σc بنابراین ،A− λ۱ > ۰ چون طرفی، از

گرفت: نتیجه می توان است، H برای پایه یک {ϕi}i∈I

{ϕi}i∈σ ∩ {Tϕi}i∈σc = ∅.

{ϕi}i∈σc ∪ {Tϕi}i∈σ داد نشان می توان مشابه طریق به است. H برای ریس پایه یک {ϕi}i∈σ ∪ {Tϕi}i∈σc پس

می رسد. اتمام به قضیه این اثبات بنابراین، می باشد. H برای ریس پایه یک نیز
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از زیرمجموعه دو اجتماع آنها تحت که می کند بیان را شرایطی می گیرد، قرار استفاده مورد بخش این ادامه در که بعد لم

شود. ریس پایه ریس، پایه یک

خانواده به طوری که I روی جایگشت توابع π۱, π۲ و باشد H برای ریس پایه یک {ϕi}i∈I کنید فرض .۲ .۵ لم

{ϕπ۱(i)}i∈σ ∪ {ϕπ۲(i)}i∈σc,

پایه یک {ϕπ۱(i)}i∈σ ∪ {ϕπ۲(i)}i∈σc صورت این در می باشد. I از نابدیهی زیرمجموعه ای σ که باشد، قاب H برای

است. H برای ریس

و | π۱(σ) |=| σ | پس هستند، دوسویی I روی π۲ و π۱ چون .π۱(σ) ∩ π۲(σc) = ∅ می دهیم نشان اثبات.

که این به توجه با درنتیجه .π۱(σ) ∪ π۲(σc) ⊊ I آنگاه ، π۱(σ) ∩ π۲(σc) , ∅ اگر .| π۲(σc) |=| σc |
گرفت نتیجه می توان است H برای ریس پایه یک {ϕi}i∈I

span
(
{ϕπ1(i)}i∈σ ∪ {ϕπ2(i)}i∈σc

)
, H,

است. H برای قاب یک {ϕπ۱(i)}i∈σ ∪ {ϕπ۲(i)}i∈σc زیرا است، تناقض یک که

می کند. بیان {ϕi}i∈I ریس پایه یک از متفاوت چیدمان با هم بافته های آشفتگی برای را بهینه ای شرایط بعد قضیه

توابع π۱, π۲ و باشد، ۰ < A ≤ B < ∞ کران های با H برای ریس پایه یک {ϕi}i∈I کنید فرض .۳ .۵ قضیه

و λ < A
۲ به طوری که دارد وجود λ مثبت ثابت کنید فرض همچنین باشند. I روی جایگشت

∑
i∈J
|⟨x, ϕπ۱(i) − ϕπ۲(i)⟩|۲ ≤ λ∥x∥۲ ∀x ∈ H, (۱ .۵)

خانواده های که است موجود I از σ نابدیهی مجموعه زیر صورت این در می باشد. Jناتهی ⊂ I جایی که

{ϕπ۱(i)}i∈σ ∪ {ϕπ۲(i)}i∈σc , {ϕπ۲(i)}i∈σ ∪ {ϕπ۱(i)}i∈σc

H برای CP‑درهم تنیده ریس پایه های {ϕπ۲(i)}i∈I و {ϕπ۱(i)}i∈I دیگر عبارت به هستند. H برای ریس پایه های
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هستند.

هر برای است. H برای ریس پایه یک {ϕπ۱(i)}i∈σ ∪ {ϕπ۲(i)}i∈σc می کنیم ثابت .σ = Jc می دهیم قرار اثبات.

داریم: x ∈ H

∑
i∈σ
|⟨x, ϕπ۱(i)⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x, ϕπ۲(i)⟩|۲ ≤
∑
i∈I
|⟨x, ϕπ۱(i)⟩|۲ +

∑
i∈I
|⟨x, ϕπ۲(i)⟩|۲

≤ ۲B∥x∥۲.

داریم: دیگر طرفی از می باشد. ۲B کران با H برای بسل دنباله یک {ϕπ۱(i)}i∈σ ∪ {ϕπ۲(i)}i∈σc خانواده پس

∑
i∈σ
|⟨x, ϕπ۱(i)⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x, ϕπ۲(i)⟩|۲ =
∑
i∈σ
|⟨x, ϕπ۱(i)⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x, ϕπ۲(i) − ϕπ۱(i) + ϕπ۱(i)⟩|۲

≥
∑
i∈σ
|⟨x, ϕπ۱(i)⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x, ϕπ۱(i)⟩|۲

−
∑
i∈σc

|⟨x, ϕπ۱(i) − ϕπ۲(i)⟩|۲

≥ (A − λ)∥x∥۲

≥ A
۲
∥x∥۲.

کران های با به ترتیب H برای قاب یک {ϕπ۱(i)}i∈σ ∪ {ϕπ۲(i)}i∈σc خانواده ،σ = Jc ⊂ I مجموعه برای بنابراین

{ϕπ۱(i)}i∈σc ∪ {ϕπ۲(i)}i∈σ خانواده داد نشان می توان مشابه روشی به است. A
۲ و ۲B پایین و بالا

درهم تنیده −CP ریس پایه های {ϕπ۲(i)}i∈I و {ϕπ۱(i)}i∈I ،۲ .۵ لم به استناد با نتیجه در است. H برای قاب یک نیز

هستند. H برای

CP‑درهم تنیده ریس پایه های آن از چیدمان یک و ریس پایه یک آنها تحت که می کنیم بیان را شرایطی زیر گزاره در

Φπ = {ϕπ(i)}i∈I و Φ = {ϕi}i∈I بسل دنباله های برای به ترتیب تجزیه عملگرهای TΦπ و TΦ ادامه، در هستند.

یعنی هستند.

TΦ(x) = {⟨x, ϕi⟩}i∈I.
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و

TΦπ(x) = {⟨x, ϕπ(i)⟩}i∈I,

.x ∈ H هر برای Tσ(x) = {⟨x, ϕi⟩}i∈σ همچنین

اگر هست. نیز B کران با بسل دنباله ای که باشد H در خطی مستقل مجموعه Φیک = {ϕi}i∈I کنید فرض .۴ .۵ گزاره

کند: صدق زیر شرایط در که باشد موجود σ ⊂ I به طوری که باشد I روی جایگشت تابع یک π

،T ∗
Φ

TΦπ = IU (۱)

.T ∗σ
Φ

Tσ
Φπ
= T ∗σ

Φπ
Tσ
Φ

(۲)

هستند. H برای CP‑درهم تنیده ریس پایه های {ϕπ(i)}i∈I و {ϕi}i∈I آنگاه

چون است. H برای قاب یک {ϕi}i∈σ ∪ {ϕπ(i)}i∈σc خانواده دهیم نشان است کافی ،۲ .۵ لم از استفاده با اثبات.

خانواده داد نشان می توان قبل قضیه اثبات مشابه می باشد، B کران با بسل دنباله یک {ϕi}i∈I

{ϕi}i∈σ ∪ {ϕπ(i)}i∈σc
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داریم: x ∈ H هر برای و است شده داده گزاره فرض در که σ ⊂ I برای اکنون می باشد. ۲B کران با بسل دنباله یک نیز

∥ x ∥۴ = ⟨x, x⟩۲

= ⟨T ∗ΦTΦπx, x⟩۲

= ⟨T ∗σΦ Tσ
Φπ

x + T ∗σ
c

Φ Tσc

Φπ
x, x⟩۲

≤ ۲|⟨T ∗σΦ Tσ
Φπ

x, x⟩|۲ + ۲|⟨T ∗σc

Φ Tσc

Φπ
x, x⟩|۲

= ۲|⟨T ∗σΦ Tσ
Φπ

x, x⟩|۲ + ۲|⟨T ∗σc

Φπ
Tσc

Φ x, x⟩|۲

≤ ۲|
∑
i∈σ
⟨ϕπ(i), x⟩⟨x, ϕi⟩|۲ + ۲|

∑
i∈σc

⟨ϕi, x⟩⟨x, ϕπ(i)⟩|۲

≤ ۲
∑
i∈σ
|⟨x, ϕπ(i)⟩|۲

∑
i∈σ
|⟨x, ϕi⟩|۲ + ۲

∑
i∈σc

|⟨x, ϕi⟩|۲
∑
i∈σc

|⟨x, ϕπ(i)⟩|۲

≤ ۲B ∥ x ∥۲
∑

i∈σ
⟨x, ϕi⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x, ϕπ(i)⟩|۲


می دهد نشان که
۱

۲B
∥ x ∥۲≤

∑
i∈σ
⟨x, ϕi⟩|۲ +

∑
i∈σc

|⟨x, ϕπ(i)⟩|۲
 .

برای قاب یک نیز {ϕi}i∈σc ∪ {ϕπ(i)}i∈σ خانواده داد نشان می توان مشابه طریق به می آید. دست به نظر مورد نتیجه پس

می شود. تمام گزاره اثبات بنابراین، است. H
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[4] T. Bemrose, P. G. Casazza, K. Gröchenig, M. C. Lammers, and R. G. Lynch, Weaving frames,
OAM, 10, 4 (2016), 1093-1116.



۴۱۴۴ −۲۳ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها الحسینی/ آبادی،محسنی عسکری،زنگی

[5] B. G. Bodmann, P. G. Casazza, and G. Kutyniok, A quantitative notion of redundancy for
finite frames, Appl. Comput. Harmonic. Anal., 3 (2011), 348-362.

[6] P.G. Casazza, and J. Kovačević, Uniform tight frames with erasures, preprint, (2001).
[7] P. G. Casazza, and R.G. Lynch, Weaving properties of Hilbert space frames,

(2015), International Conference on Sampling Theory and Applications (SampTA),
doi:10.1109/sampta.2015.7148861.

[8] P. G. Casazza, and G. Kutyniok, Finite frames, Theory and Applications, Birkhäuser, Boston
(2012).

[9] O. Christensen, An Introduction to Frames and Riesz Bases, 2nd edn, Birkhäuser, Boston,
(2015).

[10] O. Christensen, and Y. C. Eldar, Oblique dual frames and shift invariant spaces, Appl. Com-
put. harmon. Anal., 17 (2004), 48-68.

[11] I. Daubechies, Ten lectures on wavelets, CBMS Series, SIAM, (1992).
[12] I. Daubechies, A. Grossmann, and Y. Meyer, Painless nonorthogonal expansions, J. Math.

phys., 27 (1986), 1271-1283.
[13] R.J. Duffin and A.C. Schaeffer, A class of nonharmonic Fourier series, Trans. Amer. Math.

Soc., 72 (1952), 341-366.
[14] A. B. Hafshejani, and M. A. Dehghan, P-woven frames, J. Math. Anal. Appl., 479 (2019),

673-687.
[15] V.K. Goyal, J. Kovaèeviæ, and J.A. Kelner, Quantized frame expansions with erasures, Appl.

Comput. Harmon. Anal., 10, 3 (2001), 203–233.
[16] V.K. Goyal, M. Vetterli, and N.T. Thao, Quantized overcomplete expansions in Rn: analysis,

synthesis, and algorithms, IEEE Trans. Inform. Theory, 44, 1 (1998), 16–31.
[17] R. Holmes, and V. Paulsen, Optimal frames for erasures, Linear Algebra Appl., 377 (2004),

31–51.
[18] X. Xiao , G. Zhou, and Y. Zhu, Uniform excess frames in Hilbert spaces, Results. Math., 73

(2018), 108-121.
[19] J. Leng, and D. Han, Optimal dual frames for erasures II, Linear Algebra Appl., 435 (2011),

1464–1472.
[20] J. Lopez, and D. Han, Optimal dual frames for erasures, Linear Algebra Appl., 432 (2010),

471–482.


	مقدمه
	پیشنیازها
	قابهای CP-درهمتنیده و جایگشتها
	 پایههای ریس CP-در همتنیده و جایگشتها
	آشفتگیها

