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مقدمه .۱

مهم، نامساوی های میان در باشد. می آن ها های کاربرد و نامساوی ها مبحث محدب، آنالیز در مهم مباحث از یکی

به توان می آمار مفاهیم از دارد. غیره و احتمال و آمار اطلاعات، نظریه نظیر علومی در فراوانی کاربردهای ینسن نامساوی

در که یافت [۱۸] مقاله در توان می را آن در ینسن نامساوی اثرگذاری از ای نمونه که نمود اشاره واریانس و ریاضی امید

درنظریه همچنین است. نموده ارائه واریانس و ریاضی امید کران های برای مفیدی نتایج نامساوی این کمک به نویسنده آن

اشاره شانون آنتروپی به توان می آن از ای نمونه عنوان به که باشد می آنتروپی بحث آن پرکاربرد مفاهیم از یکی اطلاعات،

محدب، قوی طور به شرط وجود است. نموده ارائه ینسن نامساوی کمک به را آن از بهبودی نویسنده، [۱۶] مقاله در که نمود

محدب قوی بطور تابعی f اگر مثال طور به کند می ایجاد کاربردی مباحث در پژوهش انجام جهت مناسبی های موقعیت

خود مسطح های مجموعه از بسته بازه زیر هر روی یکتایی مینیمم نقطه توابع، این همچنین است. کراندار بالا از آنگاه باشد

. [۹] دارند

و کی‑فان نامساوی مینکوفسکی، نامساوی هولدر، نامساوی کوشی، نامساوی نظیر مهمی های نامساوی ریاضیات، در

ینسن نامساوی از نویسندگان اخیراً هستند. ینسن نامساوی از خاصی حالت همگی که دارد وجود ینسن‑مرسر نامساوی

،[۸]،[۶]،[۳]،[۲] ،[۱] مراجع در می توان را آنها از هایی نمونه که اند گرفته بهره ها نامساوی کران های بهبود یا و توسیع برای

یافت. [۱۶]،[۱۵] ،[۱۴] ،[۱۲]،[۱۱]

دهیم. می ارائه را نیاز مورد مقدماتی مفاهیم از برخی ادامه در

مجموع .
∑n

i=۱ pi = ۱ که باشند اعدادی p۱, ..., pn ∈ [۰, ۱] و x۱, ..., xn ∈ I کنید فرض .۱ .۱ تعریف

می نامند. (pi ضرایب (با xi نقاط محدب ترکیب را
∑n

i=۱ pixi

است: زیر صورت به f محدب تابع برای ([۱۹]،[۱۷]،[۷]،[۱]) ینسن معروف نامساوی

نامساوی صورت این در باشد. محدب تابع یک f : I −→ R کنید فرض ینسن). (نامساوی ۲ .۱ قضیه

f (
n∑

i=۱
pixi) ≤

n∑
i=۱

pi f (xi)

است. صادق xi ∈ I نقاط از
∑n

i=۱ pixi محدب ترکیب هر برای

شرط فاقد و پذیر مشتق دوبار توابع برای همچنین و محدب قوی طور به توابع برای ینسن نامساوی تعمیم مقاله این از هدف

می باشد. محدب قوی طور به
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ϕ : R+ −→ [۰,+∞] مدول با I بازه روی یکنواخت محدب تابع f : I −→ R کنید فرض ([۱۳]) .۳ .۱ قضیه

که طوری به باشد، {۱, ..., n} روی جایگشت یک π کنید فرض همچنین باشد. دنباله یک {xk}nk=۱ ⊆ [a, b] و

xπ(۱) ≤ xπ(۲) ≤ ... ≤ xπ(n).

نامساوی گاه آن

f (
n∑

k=۱
pkxk) ≤

n∑
k=۱

pk f (xk) −
n−۱∑
k=۱

pπ(k) pπ(k+۱)ϕ(xπ(k+۱) − xπ(k)) (۱ .۱)

باشد. می برقرار xk ∈ I نقاط از
∑n

k=۱ pkxk محدب ترکیب هر برای

اصلی نتایج .۲

کنیم. می ارائه را آن های ویژگی از یکی لم، یک قالب در سپس کنیم، می شروع محدب قوی طور به تابع تعریف از ابتدا

می شود. نظرگرفته در I = [a, b] صورت به I بازه مقاله این سراسر در

و x, y ∈ I همه برای هرگاه می شود، نامیده c > ۰ مدول با محدب قوی طور به I بازه بر f تابع ([۴]) .۱ .۲ تعریف

نامساوی: ۰ ≤ t ≤ ۱

f (tx + (۱ − t)y) + ct(۱ − t)(y − x)۲ ≤ t f (x) + (۱ − t) f (y),

باشد. برقرار

نامساوی آن گاه باشد، x ∈ I و c > ۰ مدول با محدب قوی طور به I بازه بر f کنید فرض .۲ .۲ لم

f (a + b − x) ≤ f (a) + f (b) − f (x) − ۲c(b − x)(x − a)

است. برقرار x ∈ I هر برای
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لذا .λ = b−x
b−a و a + b − x = (۱ − λ)a + λb بنابراین .x = λa + (۱ − λ)b کنید فرض اثبات.

f (x) + f (a + b − x) ≤ λ f (a) + (۱ − λ) f (b) − cλ(۱ − λ)(b − a)۲

+ (۱ − λ) f (a) + λ f (b) − cλ(۱ − λ)(b − a)۲

= f (a) + f (b) − ۲c(b − x)(x − a).

است. تمام قضیه اثبات بنابراین

می دهیم. ارائه است، نیاز مورد ادامه در که را مفیدی نتایج از برخی ۲ .۲ لم و ۳ .۱ قضیه کمک به اکنون

آن گاه باشد، I روی محدب قوی طور به تابعی f و باشد I بازه در صعودی و متناهی دنباله یک {xi}ni=۱ اگر .۳ .۲ لم

نامساوی

f (a + b − x) ≤ f (a) + f (b) −
n∑

i=۱
pi f (xi) − ۲c

n∑
i=۱

pi(b − xi)(xi − a)

− c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲

است. برقرار
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می گیریم: نتیجه ۲ .۲ لم و ۳ .۱ قضیه از استفاده با اثبات.

f (a + b −
n∑

i=۱
pixi) +

n∑
i=۱

pi f (xi)

= f (
n∑

i=۱
pi(a + b − xi)) +

n∑
i=۱

pi f (xi)

≤
n∑

i=۱
pi f (a + b − xi) − c

n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi − xi+۱)۲ +

n∑
i=۱

pi f (xi)

≤
n∑

i=۱
pi
(
f (a) + f (b) − ۲c(b − xi)(xi − a)

) − c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi − xi+۱)۲

= f (a) + f (b) − ۲c
n∑

i=۱
pi(b − xi)(xi − a) − c

n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi − xi+۱)۲.

است. کامل اثبات لذا

همچنین x̄ = {x۱, · · · , xn} و a ≤ xi ≤ b و باشد I بازه بر محدب قوی طور به تابعی f اگر .۴ .۲ قضیه

x۱ = min
۱≤i≤n
{xi}, xn = max

۱≤i≤n
{xi}

داریم: آن گاه
n∑

i=۱
pi f (xi) − f (

n∑
i=۱

pixi) ≤ f (a) + f (b) − ۲ f (
a + b

۲
) − Jc(x̄)

آن: در که

Jc(x̄) = c(b − xn)(x۱ − a) +
c
۲

(a + b − ۲
n∑

i=۱
pixi)۲

+ c(b −
n∑

i=۱
pixi)(

n∑
i=۱

pixi − a).
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.ϕ(r) = cr۲ دهید: قرار ۳ .۱ قضیه در اثبات.

و yi = a + b − xi کنید فرض همچنین .x̄ = {xi} و a ≤ x۱ ≤ x۲ ≤ · · · ≤ xn ≤ b کنید فرض .۵ .۲ لم

داریم: c > ۰ هر برای آن گاه ȳ = {yi}
Jc(x̄) = Jc(ȳ).

بنابراین: a ≤ yn ≤ · · · ≤ y۱ ≤ b, آن گاه yi = a + b − xi اگر اثبات.

Jc(ȳ) =

c(b − y۱)(yn − a) +
c
۲

(a + b − ۲
n∑

i=۱
piyi)۲ + c(b −

n∑
i=۱

piyi)(
n∑

i=۱
piyi − a)

= c(b − (a + b − x۱))(a + b − xn − a) +
c
۲

(a + b − ۲
n∑

i=۱
pi(a + b − xi))۲

+ c(b −
n∑

i=۱
pi(a + b − xi))(

n∑
i=۱

pi(a + b − xi) − a)

= c(b − xn)(x۱ − a) +
c
۲

(a + b − ۲
n∑

i=۱
pixi)۲ + c(b −

n∑
i=۱

pixi)(
n∑

i=۱
pixi − a)

= Jc(x̄).

آن گاه، باشند. I روی محدب قوی طور به تابعی f و I ی بازه در نزولی و متناهی ی دنباله یک {xi}ni=۱ اگر .۶ .۲ قضیه

داریم: را زیر نتیجه

۲
[

f (a) + f (b) − ۲ f (
a + b

۲
)
]
≥ f (a) + f (b) −

n∑
i=۱

pi f (xi)

− f (a + b −
n∑

i=۱
pixi) +

c
۲

n∑
i=۱

pi(a + b − ۲xi)۲ + Jc(x̄).

ی قضیه بنابر لذا و y۱ ≤ y۲ ≤ · · · ≤ yn این صورت در yi = a+ b− xi و x۱ ≥ · · · ≥ xn کنید فرض اثبات.
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داریم: ۳ .۱

f (a) + f (b) − ۲ f (
a + b

۲
) ≥

n∑
i=۱

pi f (yi) − f (
n∑

i=۱
piyi) + Jc(ȳ)

=

n∑
i=۱

pi f (a + b − xi) − f (
n∑

i=۱
pi(a + b − xi)) + Jc(x̄)

≥
n∑

i=۱
pi[۲ f (

a + b
۲

) − f (xi) +
c
۲

(a + b − ۲xi)۲]

− f (a + b −
n∑

i=۱
pixi) + Jc(x̄)

= f (a) + f (b) −
n∑

i=۱
pi f (xi) − f (a + b −

n∑
i=۱

pixi)

+
c
۲

n∑
i=۱

pi(a + b − ۲xi)۲ + Jc(x̄) −
[

f (a) + f (b) − ۲ f (
a + b

۲
)
]

می شود. حاصل نتیجه که

است. زیر صورت به محدب قوی طور به توابع از دیگر نتایجی

آن گاه x + y = a + b و باشد c مدول با محدب قوی طور به I روی f تابع و a ≤ x, y ≤ b اگر .۷ .۲ قضیه

۲ f (
a + b

۲
) +

c
۲

(x − y)۲ ≤ f (x) + f (y) ≤ f (a) + f (b) − ۲c(b − x)(b − y).

کنیم. می اثبات را چپ سمت نامساوی فقط بنابراین آید، می دست به ۲ .۲ لم از راست سمت نامساوی اثبات.
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داریم: بنابراین y = (۱ − λ)a + λb و x = λa + (۱ − λ)b کنید فرض

f (
a + b

۲
) = f (

λa + (۱ − λ)b
۲

+
(۱ − λ)a + λb

۲
)

≤ ۱
۲

f (λa + (۱ − λ)b) +
۱
۲

f ((۱ − λ)a + λb) − c
۴

((۲λ − ۱)(b − a))۲

=
۱
۲

f (x) +
۱
۲

f (y) − c
۴

(x − y)۲.

: می گیریم نتیجه بنابراین

۲ f (
a + b

۲
) +

c
۲

(x − y)۲ ≤ f (x) + f (y).

آمده ،[۲۶۸ ص [۱۰]] در زیر لم دهیم. می ارائه محدب قوی طور به توابع سازی مشخص برای را هایی روش ادامه، در

کنیم. می ارائه اینجا در را آن از ساده اثباتی آن اهمیت واسطه به اما است،

a < x < b هر برای اگر تنها و اگر می شود، گفته c > ۰ مدول با محدب قوی طور به f آن گاه , f ∈ C۲(I) اگر .۸ .۲ لم

می I روی پیوسته دوم مشتق با پذیر مشتق بار دو  و پیوسته توابع بیانگر C۲(I) ) باشد. برقرار f ′′(x) ≥ ۲c ی رابطه

باشد.)

کنیم: تعریف زیر صورت به را g : [۰, ۱]→ R تابع است کافی x, y ∈ I هر برای اثبات.

g(t) = f (tx + (۱ − t)y) + ct(۱ − t)(x − y)۲ − t f (x) − (۱ − t) f (y).

که می شود دیده راحتی به

g(۰) = g(۱) = ۰

و

g′′(t) = (x − y)۲ f ′′(tx + (۱ − t)y) − ۲c(x − y)۲

محدب قوی طور به تابعی f اگر تنها و اگر minx∈I f ′′(x) ≥ ۲c بنابراین .g(t) ≤ ۰ اگر تنها و اگر g′′(t) ≥ ۰ لذا

باشد. c مدول با
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آورد. دست به زیر صورت به مشابهی نتایج توان می ۸ .۲ لم کمک به

تابع آن گاه mg(I) := mint∈I{g′′(t)} − ۲c و g ∈ C۲(I) و c > ۰ اگر .۹ .۲ لم

f (x) = g(x) − ۱
۲

mg(I)x۲

باشد. می c مدول با محدب قوی طور به تابعی

چون اثبات.

f ′′(t) = g′′(t) − mg(I) = g′′(x) −min
x∈I
{g′′(t)} + ۲c ≥ ۲c

است. c مدول با محدب قوی طور به f تابع ۸ .۲ لم بنابر

و g ∈ C۲(I) و c > ۰ اگر .۱۰ .۲ لم

mg(I) = max
x∈I
{g′′(t)} + ۲c

است. c مدول با محدب قوی طور به f (x) = ۱
۲mg(I)x۲ − g(x) تابع آن گاه

چون اثبات.

f ′′(x) = mg(x) − g′′(x) = max
t∈I
{g′′(t)} + ۲c − g(x) ≥ ۲c

است. محدب قوی طور به f تابع ۸ .۲ لم بنابر

با محدب قوی طور به تابعی f همچنین P = {p۱, · · · , pn} و x̄ = {x۱, · · · , xn} کنید فرض .۱۱ .۲ تعریف

می شود: تعریف زیر صورت به Jn(P, x̄, f ) آن گاه باشد. c مدول

Jn(P, x̄, f ) :=
n∑

i=۱
pi f (xi) − f (

n∑
i=۱

pixi).
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آن گاه باشد. c مدول با I بر محدب قوی طور به تابعی f و x ≤ x۱ ≤ · · · ≤ xn ≤ b کنید فرض .۱۲ .۲ قضیه

f (
n∑

i=۱
pixi) ≤

n∑
i=۱

pi f (xi) − c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲.

.ϕ(r) = cr۲ دهید قرار ۳ .۱ قضیه در اثبات.

داریم: را زیر ی رابطه آن گاه .c > ۰ و x̄ ⊂ I و باشد صعودی ای دنباله x̄ = {x۱, · · · , xn} کنید فرض .۱۳ .۲ قضیه

Jn(P, x̄, g) ≥ ۱
۲

mg(I)Jn(P, x̄, x۲) + c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi − xi+۱)۲

.mg(I) = mint∈I{g′′(t)} − ۲c که

لذا باشد. می c مدول با محدب قوی طور به نیز f (x) = g(x)− ۱
۲mg(x)x۲ تابع ۹ .۲ لم بنابر ،c > ۰ چون اثبات.

داریم ۱۲ .۲ قضیه بنابر

Jn(P, x̄, f ) ≥ c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲

نتیجه در

Jn(P, x̄, g) − ۱
۲

mg(I)Jn(P, x̄, x۲) ≥ c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲,

کند. می کامل را اثبات این و

آن گاه c > ۰ و x̄ ⊂ I, g ∈ C۲(I) و باشد صعودی ای دنباله x̄ = {x۱, · · · , xn} کنید فرض .۱۴ .۲ قضیه

Jn(P, x̄, g) ≤ ۱
۲

mg(I)Jn(P, x̄, x۲) − c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲,

.mg(I) = maxt∈I{g′′(t)} + ۲c آن در که

لذا است. c مدول با محدب قوی طور به نیز f (x) = ۱
۲mg(I)x۲ − g(x) تابع ۱۰ .۲ لم بنابر c > ۰ چون اثبات.



۱۱۲۲ −۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها سیاری،برسم،غفاری/

داریم ۱۲ .۲ قضیه بنابر

Jn(P, x̄, f ) ≥ c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲

لذا
۱
۲

mg(I)Jn(P, x̄, x۲) − Jn(P, x̄, g) ≥ c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲.

شد. کامل اثبات بنابراین

تابع آن گاه، c > ۰ و g ∈ C۲(I), ng(I) = mint∈I{g′′(t)} کنید فرض .۱۵ .۲ لم

f (x) = g(x) − ۱
۲

ng(I)x۲ + cx۲

است. c مدول با محدب قوی طور به

چون اثبات.

f ′′(x) = g′′(x) − ng(I) + ۲c ≥ ۲c

است. c مدول با محدب قوی طور به f تابع ۸ .۲ لم بنابر پس

تابع آن گاه Ng(x) = maxt∈I{g′′(t)} و c > ۰ کنید فرض .۱۶ .۲ لم

f (x) =
۱
۲

Ng(x)x۲ − g(x) + cx۲

باشد. می c مدول با محدب قوی طور به

چون اثبات.

f ′′(x) = Ng(x) − g′′(x) + ۲c ≥ ۲c

است. c مدول با محدب قوی طور به f تابع ۸ .۲ لم بنابر پس



۱۲۲۲ −۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها سیاری،برسم،غفاری/

،c > ۰ همچنین g ∈ C۲(I) و باشد صعودی ای دنباله x̄ = {x۱, · · · , xn} کنید فرض .۱۷ .۲ قضیه

ng(I) = min
t∈I
{g′′(t)}

آن گاه

Jn(P, x̄, g) ≥ (
۱
۲

ng(E) − c)Jn(P, x̄, x۲) + c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲.

تابع ۱۵ .۲ لم بنابر c > ۰ چون اثبات.

f (x) = g(x) − ۱
۲

ng(I)x۲ + cx۲

داریم: ۱۲ .۲ قضیه بنابر است. c مدول با محدب قوی طور به

Jn(P, x̄, f ) ≥ c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲

بنابراین

Jn(P, x̄, g) − ۱
۲

ng(I)Jn(P, x̄, x۲) + cJn(P, x̄, x۲)

≥ c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲.

است. کامل اثبات نتیجه در

و g ∈ C۲(I), c > ۰ همجنین و باشد صعودی ای دنباله x̄ = {x۱, · · · , xn} ⊂ I کنید فرض .۱۸ .۲ قضیه

داریم: را زیر ی رابطه آن گاه Ng(I) = maxt∈I{g′′(t)}

Jn(P, x̄, g) ≤ (
۱
۲

Ng(I) + c)Jn(P, x̄, x۲) − c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi − xi+۱)۲.



۱۳۲۲ −۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها سیاری،برسم،غفاری/

تابع ۱۶ .۲ لم بنابر c > ۰ چون اثبات.

f (x) =
۱
۲

Ng(x)x۲ − g(x) + cx۲

داریم: ۱۷ .۲ قضیه طبق پس باشد، می c مدول با محدب قوی طور به

Jn(P, x̄, f ) ≥ c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲

بنابراین

۱
۲

Ng(I)Jn(P, x̄, x۲) − J(P, x̄, g) + cJn(P, x̄, x۲) ≥ c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲.

است. کامل اثبات لذا

آن گاه x̄ ⊆ I و c > ۰, g ∈ C۲(I) کنید فرض .۱۹ .۲ قضیه

g(a) + g(b) − ۲g(
a + b

۲
) − ۱

۴
mg(I)(a − b)۲ +

۱
۲

mg(I)Jn(P, x̄, x۲) + Jc(x̄)

≤ Jn(P, x̄, g)

≤ g(a) + g(b) − ۲g(
a + b

۲
) − ۱

۲
mg(I)[

(a − b)۲

۲
− Jn(P, x̄, x۲)] − Jc(x̄).

قرار ۴ .۲ قضیه در اکنون است، c مدول با محدب قوی طور به f (x) = g(x) − ۱
۲mg(I)x۲ تابع ۹ .۲ لم بنابر اثبات.

دهید:

f (x) = g(x) − ۱
۲

mg(I)x۲

داریم: بنابراین

Jn(P, x̄, f ) ≤ f (a) + f (b) − ۲ f (
a + b

۲
) − Jc(x̄)



۱۴۲۲ −۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها سیاری،برسم،غفاری/

نتیجه: در

Jn(P, x̄, g) − ۱
۲

mg(I)Jn(P, x̄, x۲) ≤g(a) − ۱
۲

mg(I)a۲ + g(b) − ۱
۲

mg(I)b۲

− ۲g(
a + b

۲
) + mg(I)(

a + b
۲

)۲ − Jc(x̄)

با محدب قوی طور به h(x) = ۱
۲ Mg(I)x۲ − g(x) تابع چون مشابه طور به می شود. نتیجه راست سمت نامساوی که

اکنون است، c مدول با محدب قوی طور به f (x) = −g(x) + ۱
۲ Mg(I)x۲ تابع ۱۰ .۲ لم بنابر است، c > ۰ مدول

دهید: قرار ۴ .۲ قضیه در

f (x) = −g(x) +
۱
۲

Mg(I)x۲

داریم: بنابراین

Jn(P, x̄, f ) ≤ f (a) + f (b) − ۲ f (
a + b

۲
) − Jc(x̄)

پس

۱
۲

Mg(I)Jn(P, x̄, x۲) − Jn(P, x̄, g) ≤ ۱
۲

Mg(I)a۲ − g(a)

+
۱
۲

Mg(I)b۲ − g(b) − Mg(I)(
a + b

۲
)۲ + ۲g(

a + b
۲

) − Jc(x̄),

می شود. نتیجه نامساوی چپ سمت که

یابیم. می Jn برای را کران هایی ادامه، در

آن گاه: x̄ ⊂ I و c > ۰, g ∈ C۲(I), کنید فرض .۲۰ .۲ قضیه

Jn(P, x̄, g) ≤ g(a) + g(b) − ۲g(
a + b

۲
) − ۱

۴
ng(I)(a − b)۲

+ c(a − b)۲ − (c − ۱
۲

ng(I))Jn(P, x̄, x۲) − Jc(x̄).

.ng(I) = mint∈I{g′′(I)} آن در که
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تابع ۱۵ .۲ لم بنابر اثبات.

f (x) = g(x) − ۱
۲

ng(I)x۲ + cx۲

داریم: بنابراین f (x) = g(x) − ۱
۲ng(I)x۲ + cx۲ دهید: قرار ۴ .۲ قضیه در است. محدب قوی طور به

Jn(P, x̄, f ) ≤ f (a) + f (b) − ۲ f (
a + b

۲
) − Jc(x̄).

Jn(P, x̄, g) − ۱
۲

ng(I)Jn(P, x̄, x۲) + cJn(P, x̄, x۲)

≤ g(a) − ۱
۲

ng(I)a۲ + ca۲ + g(b) − ۱
۲

ng(I)b۲ + cb۲

− ۲g(
a + b

۲
) + ng(I)(

a + b
۲

)۲ − ۲c(
a + b

۲
)۲ − Jc(x̄).

آن گاه: .x̄ ⊆ I و c > ۰, g ∈ C۲(I), کنید فرض .۲۱ .۲ قضیه

Jn(P, x̄, g) ≥ g(a) + g(b) − ۲g(
a + b

۲
) − c

۲
(a − b)۲ − ۱

۴
Ng(I)(a − b)۲

+
۱
۲

Ng(I)Jn(P, x̄, x۲) + cJn(P, x̄, x۲),

.Ng(I) = maxt∈I{g′′(t)} آن در که

قرار ۴ .۲ قضیه در اکنون است. محدب قوی طور به f (x) = ۱
۲ Ng(I)x۲ − g(x) + cx۲ تابع ۱۶ .۲ لم به بنا اثبات.

دهید:

f (x) =
۱
۲

Ng(I)x۲ − g(x) + cx۲.

داریم: نتیجه در

Jn(P, x̄, f ) ≤ f (a) + f (b) − ۲ f (
a + b

۲
) − Jc(x̄).
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بنابراین:

۱
۲

Ng(I)Jn(P, x̄, x۲) − Jn(P, x̄, g) + cJn(P, x̄, x۲)

≤ ۱
۲

Ng(I)a۲ − g(a) + ca۲

+
۱
۲

Ng(I)b۲ − g(b) + cb۲ − Ng(I)(
a + b

۲
)۲ + ۲g(

a + b
۲

) − ۲c(
a + b

۲
)۲.

می شود. حاصل نتیجه محاسبه، کمی با

داریم: را زیر ی نتیجه آن گاه g ∈ C۲(I) و c > ۰, x۱ ≤ x۲ ≤ · · · ≤ xn, اگر .۲۲ .۲ قضیه

Jn(P, x̄, g) ≤
Mg(I)

mg(I) + Mg(I)
(g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

))

+
mg(I)Mg(I)

Mg(I) + mg(I)
(Jn(P, x̄, x۲) − ۱

۴
(b − a)۲) −

mg(I)
mg(I) + Mg(I)

Jc(x̄)

−
mg(I)c

mg(I) + Mg(I)

n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲.



۱۷۲۲ −۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها سیاری،برسم،غفاری/

داریم: ۱۹ .۲ ی قضیه و ۱۴ .۲ ی قضیه بنابر
mg(I)

mg(I)+Mg(I) +
Mg(I)

Mg(I)+mg(I) = ۱ چون اثبات.

Jn(P, x̄, g) ≤
Mg(I)

Mg(I) + mg(I)
(g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

)

+
۱
۲

mg(I)Jn(P, x̄, x۲) −
mg(I)

۴
(b − a)۲) − Jc(x̄))

+
mg(I)

mg(I) + Mg(I)
(۱
۲

mg(I)Jn(P, x̄, x۲) − c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲)

=
Mg(I)

mg(I) + mG(I)
(g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

))

+
mg(I)Mg(I)

Mg(I) + mg(I)
(
Jn(p, x̄, x۲) − ۱

۴
(b − a)۲) − Mg(I)

Mg(I) + mg(I)
Jc(x̄)

−
mg(I)c

Mg(I) + mg(I)

n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲.

آن گاه: g ∈ C۲(I) و c > ۰, x۱ ≤ · · · ≤ xn کنید فرض .۲۳ .۲ قضیه

Jn(P, x̄, g) ≤
Ng(I)

ng(I) + Ng(I)
(g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

))

+
ng(I)Ng(I)

ng(I) + Ng(I)
(Jn(p, x̄, x۲) − ۱

۴
(b − a)۲)

−
cNg(I)

ng(I) + Ng(I)
(
Jn(p, x̄, x۲) + Jc(x̄) − (b − a)۲).



۱۸۲۲ −۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها سیاری،برسم،غفاری/

داریم: ۱۹ .۲ ی قضیه و ۱۸ .۲ ی قضیه بنابر اثبات.

Jn(P, x̄, g) ≤
Ng(I)

Ng(I) + ng(I)
[g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

) +
۱
۲

ng(I)Jn(P, x̄, x۲)

− ۱
۴

ng(I)(b − a)۲ + c(b − a)۲ − cJn(P, x̄, x۲) − Jc(x̄)]

+
ng(I)

ng(I) + Ng(I)
[(

۱
۲

Ng(I) + c)Jn(P, x̄, x۲)] − c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲]

=
Ng(I)

Ng(I) + ng(I)
(g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

))

+
ng(I)Ng(I)

ng(I) + Ng(I)
(Jn(P, x̄, x۲) − ۱

۴
(b − a)۲)

+
cNg(I)

ng(I) + Ng(I)
[(b − a)۲ − Jn(P, x̄, x۲) − Jc(x̄).

داریم: را زیر ی نتیجه آن گاه g ∈ C۲(I) و c > ۰, x۱ ≤ · · · ≤ xn اگر .۲۴ .۲ قضیه

Jn(P, x̄, g) ≥
mg(I)

mg(I) + Mg(I)
[g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

)]

+
mg(I)Mg(I)

Mg(I) + mg(I)
(Jn(P, x̄, x۲) − ۱

۴
(b − a)۲)

+
mg(I)

Mg(I) + mg(I)
Jc(x̄) +

Mg(I)
mg(I) + Mg(I)

n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲.



۱۹۲۲ −۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها سیاری،برسم،غفاری/

داریم: ۱۹ .۲ ی قضیه چپ سمت نامساوی و ۱۳ .۲ ی قضیه بنابر اثبات.

Jn(P, x̄, g) ≥
mg(I)

mg(I) + Mg(I)
[g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

)

− ۱
۴

mg(I)(b − a)۲ +
۱
۲

Mg(I)Jn(P, x̄, x۲) + Jc(x̄)]

+
Mg(I)

Mg(I) + mg(I)
[
۱
۲

mg(I)Jn(P, x̄, x۲) + c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲]

=
mg(I)

mg(I) + Mg(I)
(g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

))

+
mg(I)Mg(I)

mg(I) + Mg(I)
(Jn(P, x̄, x۲) − ۱

۴
(b − a)۲)

+
mg(I)c

mg(I) + Mg(I)

n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲ +
mg(I)

Mg(I) + mg(I)
Jc(x̄).

داریم: را زیر ی نتیجه آن گاه g ∈ C۲(I) و c > ۰, x۱ ≤ · · · ≤ xn اگر .۲۵ .۲ قضیه

Jn(P, x̄, g) ≥
ng(I)

ng(I) + Ng(I)
[g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

)]

+
ng(I)Ng(I)

ng(I) + Ng(I)
[Jn(P, x̄, x۲) − ۱

۴
(b − a)۲]

+
cNg(I)

ng(I) + Ng(I)
[

n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲ − Jn(P, x̄, x۲)].



۲۰۲۲ −۱ (۱۴۰۳) (۳)۱۱ جبرخطی و موجک ها سیاری،برسم،غفاری/

داریم: ۲۱ .۲ ی قضیه و ۱۷ .۲ ی قضیه بنابر اثبات.

Jn(P, x̄, g) ≥
ng(I)

ng(I) + Ng(I)
[g(a) + g(b) +

۱
۲

Ng(I)Jn(P, x̄, x۲)

− ۱
۴

Ng(I)(b − a)۲ + cJn(P, x̄, x۲) − c
۲

(b − a)۲]

+
Ng(I)

ng(I) + Ng(I)
[
۱
۲

ng(I)Jn(P, x̄, x۲)

+ c
n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲ − cJn(P, x̄, x۲)]

=
ng(I)

ng(I) + Ng(I)
[g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

)]

+
ng(I)Ng(I)

Ng(I) + ng(I)
[Jn(P, x̄, x۲) − ۱

۴
(b − a)۲]

+
ng(I)

ng(I) + Ng(I)
(cJn(P, x̄, x۲) − c

۲
(b − a)۲)

+
Ng(I)

Ng(I) + ng(I)
(c

n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲ − cJn(P, x̄, x۲)).

داریم: را زیر ی نتیجه ۱
۴(b−a)۲ ≥ Jn(P, x̄, x۲) ی رابطه و ۲۲ .۲ ی قضیه های فرض گرفتن نظر در با .۲۶ .۲ نتیجه

Jn(P, x̄, g) ≤
Mg(I)

ng(I) + Mg(I)
(g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

))

−
Mg(I)

Mg(I) + mg(I)
Jc(x̄) −

mg(I)C
Mg(I) + mg(I)

n−۱∑
i=۱

pi pi+۱(xi+۱ − xi)۲.
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شود: می حاصل زیر ی نتیجه ۲۳ .۲ ی قضیه از همچنین

Jn(P, x̄, g) ≤
Ng(I)

Ng(I) + ng(I)
(g(a) + g(b) − ۲g(

a + b
۲

))

−
cNg(I)

Ng(I) + ng(I)
(Jn(P, x̄, x۲) + Jc(x̄) − (b − a)۲).
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