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چکیده
می کنیم ارائه را روشی لژاندر، موجک توابع از استفاده با مقاله، این در

ترکیبی، مرزی شرایط با منفرد ۴ مرتبه مرزی مقدار مسئله حل برای که

بیان را لژاندر موجک توابع خواص ابتدا می باشد. اجرا قابل و موثر

فضای در متعامد موجک پایه های از استفاده با سپس و می کنیم

می آوریم به دست را W۵
٢ [٠, ١] فضای در موجک پایه های ،L٠]٢, ١]

را ε-تقریب جواب می روند. کار به فوق روش ساختن برای که

است. بهینه جواب یک جواب این که می کنیم ثابت و می کنیم معرفی

بررسی W۵
٢ [٠, ١] فضای در را فوق روش پایداریی و همگرایی بعلاوه

عددی مثال دو فوق روش دقت و کارایی دادن نشان برای می کنیم.

می کنیم. حل روش این با را
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مقدمه . ١

:[١٧] می گیریم نظر در را زیر چهار مرتبه مرزی مقدار مسئله مقاله، این در


u(۴)(x) + h١(x)u

′′′
(x) + h٢(x)u

′′
(x) + h٣(x)u

′
(x) + h۴(x)u(x) = f (x), x ∈ (٠, ١),

λiu = ri, (i = ١, ٢, ٣, ۴),
(١ . ١)

بعلاوه هستند. معلوم توابع p j(x) و h j(x) =
p j(x)

xα j (١−x)β j
, ( j = ١, ٢, ٣, ۴) ، f (x) ∈ L٠]٢, ١] که

(١ . ١) معادله ی در اگر هستند. خطی صورت به که می باشند مرزی شرایط λiu = ri, (i = ١, ٢, ٣, ۴)

اولیه مقدار مسئله یک صورت به (١ . ١) معادله ی آنگاه ،λiu = u(i)(٠), (i = ١, ٢, ٣, ۴) باشیم داشته

اگر و است نقطه ای چهار مسئله یک (١ . ١) مسئله آنگاه λiu = u(xi), (i = ١, ٢, ٣, ۴) اگر می باشد.

λ١u = γ١u(٠) + γ٢u
′
(٠) + γ٣u(τ١) +

∫ ١
٠ g١(x)u(x)dx,

λ٢u = µ١u(١) + µ٢u
′
(١) + µ٣u(τ٢) +

∫ ١
٠ g٢(x)u(x)dx,

u(x) ∈ W۵
٢ [٠, ١] معادله این در می باشد. مرکب مرزی شرایط با مسئله یک (١ . ١) مسئله ی آنگاه

فرض می شود. تعریف ٣ بخش در که است بازتولید هسته ی فضای W۵
٢ [٠, ١] که است مجهول تابع

در (١ . ١) معادله ی طرفین ضرب با صورت این در ،β = max١≤i≤۴{βi} و α = max١≤i≤۴{αi} کنیم

داشت: خواهیم xα(١ − x)β

فروتن). (محمدرضا mr− f orootan@pnu.ac.ir ایمیلها: آدرس
http://doi.org/10.22072/wala.2022.555235.1386 © (١۴٠١) جبرخطی و موجک ها
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q٠(x)u(۴)(x) + q١(x)u

′′′
(x) + q٢(x)u

′′
(x) + q٣(x)u

′
(x) + q۴(x)u(x) = q٠(x) f (x), x ∈ (٠, ١),

λiu = ri, (i = ١, ٢, ٣, ۴),
(١ . ٢)

(١ . ٢) مسئله  جواب که است واضح .qi(x) = xα−αi(١ − x)β−βi pi(x) و q٠(x) = xα(١ − x)β که

کنیم. حل را (١ . ٢) مرزی مقدار مسئله است کافی نتیجه، در می باشد. نیز (١ . ١) مسئله ی جواب

عنوان به دارند. شیمیایی و بیولوژی فیزیکی، پدیده های مطالعه ی در مهمی بسیار نقش مرزی مقدار مسائل

به می توان را مختلف چگالی های با قسمت n از متشکل یکنواخت مقطع با سیم یک ارتعاشات مثال،

الاستیک پایداری نظریه در مسائل از بسیاری بعلاوه، .[١٢] گرفت نظر در مرزی مقدار مسئله یک عنوان

توجه مورد مرزی مقدار مسائل حل اخیراً، .[١۵] کرد حل و بیان مرزی مقدار مسائل صورت به می توان را

معمولا پژوهش ها این در .[١۴ ،١٩ ،٩ ،١٠ ،١۶] است گرفته قرار ریاضیدانان و پژوهشگران از بسیاری

هم چنین می گیرد. قرار بحث مورد عددی روش آن دقت و سرعت و می گردد معرفی عددی روش یک

که روش هایی از یکی می گیرد. قرار بحث مورد دیگر عددی روش های به نسبت روش آن معایب و مزیت ها

در .[١ ،٧ ،۶] است هیلبرت فضای بازتولید هسته ی روش است، گرفته قرار توجه مورد اخیر سال های در

می سازیم W۵
٢ [٠, ١] بازتولید هسته ی فضای در متعامد پایه ی یک لژاندر١، توابع از استفاده با مقاله، این

می گردد. استفاده چهار مرتبه مرزی مقدار مسئله حل برای پایه این از که

لژاندر موجک توابع . ٢

را لژاندر توابع ابتدا منظور این برای می باشد. لژاندر موجک های معرفی بخش، این در ما هدف

را لژاندر موجک توابع لژاندر، توابع از استفاده با سپس و می کنیم بیان را آنها خواص برخی و معرفی

می آوریم. به دست
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لژاندر توابع . ٢ . ١

از است عبارت n مرتبه از لژاندر دیفرانسیل معادله

(١ − x٢)y
′′ − ٢xy

′
+ n(n + ١)y = ٠,

پایه ی یک لژاندر توابع این می شوند. مطرح معادله، این جواب های عنوان به Ln(x) لژاندر توابع که

پایه ی یک ،pn(x) =
√

٢n + ١Ln(٢x − ١) توابع بنابراین هستند. ،L١−]٢, ١] فضای در متعامد

هستند: صادق زیر روابط در که می باشند ρ(x) = ١ وزن با ،L٠]٢, ١] فضای روی متعامد

P٠(x) = ١, P١(x) = ٢x − ١,

(n + ١)Pn+١(x) = (٢n + ٢)(١x − ١)Pn(x) − nPn−١(x), n ≥ ١,

∫ ١

٠
Pn(x)Pm(x)ρ(x)dx = γm,nδm,n,

به طوری که

γm,n =


٠, if m , n,

١, if m = n = ٠,

١
٢n+١ , if m = n , ٠.

لژاندر موجک های . ٢ . ٢

:[۵ ،١٨ ،١٣] می کنیم تعریف زیر صورت به را [٠, ١] بازه ی روی لژاندر های موجک

φ٠(x) =


k١(x) = −

√
١۵
٢٢)١٧۴x٣ − ٢١۶x٢ + ۵۶x − ٣), x ∈ [٠, ١

٢),

k٢(x) =
√

١۵
٢٢)١٧۴x٣ − ۴۵۶x٢ + ٢٩۶x − ۶١), x ∈ [١

٢ , ١],
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φ١(x) =


k٣(x) = −

√
١
١)٢١۶٨٠x٣ − ١٣٢٠x٢ + ٢٧٠x − ١١), x ∈ [٠, ١

٢),

k۴(x) =
√

١
١)٢١۶٨٠x٣ − ٣٧٢٠x٢ + ٢۶٧٠x − ۶١٩), x ∈ [١

٢ , ١],

φ٢(x) =


k۵(x) = −

√
٣۵
٢)١٧۵۶x٣ − ١٧۴x٢ + ٣٠x − ١), x ∈ [٠, ١

٢),

k۶(x) =
√

٣۵
٢)١٧۵۶x٣ − ۵٩۴x٢ + ۴۵٠x − ١١١), x ∈ [١

٢ , ١],

φ٣(x) =


k٧(x) = −

√
۵
۴٢(۴٢٠x٣ − ٢۴۶x٢ + ٣۶x − ١), x ∈ [٠, ١

٢),

k٨(x) =
√

۵
۴٢(۴٢٠x٣ − ١٠١۴x٢ + ٨٠۴x − ٢٠٩), x ∈ [١

٢ , ١],

φ٠
ik(x) =

√
٢i−١φ٢)٠i−١x − k) =

√
٢i−١


k٢)١i−١x − k), x ∈ [ k

٢i−١ ,
k+١

٢
٢i−١ ),

k٢)٢i−١x − k), x ∈ [
k+١

٢
٢i−١ ,

k+١
٢i−١ ],

٠, صورت این غیر ,در

φ١
ik(x) =

√
٢i−١φ٢)١i−١x − k) =

√
٢i−١


k٢)٣i−١x − k), x ∈ [ k

٢i−١ ,
k+١

٢
٢i−١ ),

k۴(٢i−١x − k), x ∈ [
k+١

٢
٢i−١ ,

k+١
٢i−١ ],

٠, صورت این غیر ,در
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φ٢
ik(x) =

√
٢i−١φ٢)٢i−١x − k) =

√
٢i−١


k۵(٢i−١x − k), x ∈ [ k

٢i−١ ,
k+١

٢
٢i−١ ),

k۶(٢i−١x − k), x ∈ [
k+١

٢
٢i−١ ,

k+١
٢i−١ ],

٠, صورت این غیر ,در

φ٣
ik(x) =

√
٢i−١φ٢)٣i−١x − k) =

√
٢i−١


k٢)٧i−١x − k), x ∈ [ k

٢i−١ ,
k+١

٢
٢i−١ ),

k٢)٨i−١x − k), x ∈ [
k+١

٢
٢i−١ ,

k+١
٢i−١ ],

٠, صورت این غیر ,در

.i = ١, ٢, · · · , k = ٠, ١, ٢, · · · , ٢i−١ − ١ آن در که

می دهیم قرار

{ϕi(x)}∞i=١ = {φ٠
٢٠(x), φ٠

٢١(x), φ١
٢٠(x), φ١

٢١(x), φ٢
٢٠(x), φ٢

٢١(x), φ٣
٢٠(x), φ٣

٢١(x), φ٠
٣٠(x), · · · }.

است. L٠]٢, ١] فضای روی مقیاسی٢، چند متعامد پایه یک {ϕi(x)}∞i=١ .٢ . ١ لم

کنید. مراجعه [١٨] مرجع به اثبات برای اثبات.

بازتولید هسته ی فضای در متعامد موجک توابع . ٣

W۵
٢ [٠, ١] بازتولید هسته ی فضای در متعامد پایه یک لژاندر، موجک توابع از استفاده با بخش این در

می گیرد. قرار استفاده مورد (١ . ٢) معادله حل در که می آوریم به دست

می شود: تعریف زیر صورت به W۵
٢ [٠, ١] بازتولید هسته ی فضای .٣ . ١ تعریف

W۵
٢ [٠, ١] = {u| u(۴) ∈ C([٠, ١]), u(۵) ∈ L٠]٢, ١]},

2Multi-scale
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می باشد: زیر صورت به فضا این در نرم و داخلی ضرب و

⟨u, v⟩W۵
٢
=

۴∑
i=٠

u(i)(٠)v(i)(٠) +
∫ ١

٠
u(۵)(x)v(۵)(x)dx, ∥u∥W۵

٢
=
√
⟨u, u⟩W۵

٢
.

منطور این برای باشد، معادله مرزی شرایط شامل که می کنیم معرفی بازتولیدی هسته ی فضای حال

می کنیم: بیان را زیر تعریف

کنیم فرض .٣ . ٢ تعریف

W۵
٠]٢,٠, ١] = {u| u ∈ W۵

٢ [٠, ١], u(٠) = u
′
(٠) = · · · = u(۴)(٠) = ٠, u(۴)(١) = ٠},

فضای یک بنابراین و است W۵
٢ [٠, ١] فضای از بسته فضای زیر یک W۵

٠]٢,٠, ١] صورت این در

است. بازتولید هسته ی

می آوریم. به دست W۵
٠]٢,٠, ١] فضای برای متعامد پایه ی یک ،(١ . ٢) معادله ی حل روش بیان برای

می کنیم: تعریف زیر صورت به را {ψi(x)}∞i=١ توابع

{ψi(x)}∞i=١ = {Jϕi(x)}∞i=١

= {Jφ٠
٢٠(x), Jφ٠

٢١(x), Jφ١
٢٠(x), Jφ١

٢١(x), Jφ٢
٢٠(x), Jφ٢

٢١(x), Jφ٣
٢٠(x), Jφ٣

٢١(x), Jφ٠
٣٠(x), · · · }.

داریم: را زیر قضیه متعامد پایه های برای صورت این در .Ju = ١
٣!

∫ x
٠ (x − t)۴u(t)dt آن در که

است. W۵
٠]٢,٠, ١] فضای برای مقیاسی چند متعامد پایه ی {ψi(x)}∞i=١ گردایه ی .٣ . ٣ قضیه

داریم: J تابع تعریف از کنیم. بررسی را بودن کامل و بودن متعامد که است کافی اثبات برای اثبات.

⟨ψi, ψ j⟩W۵
٢,٠
= ⟨Jϕi, Jϕ j⟩W۵

٢,٠
= ⟨ϕi, ϕ j⟩L٢ =


١, i = j,

٠, جاها .سایر

.u ≡ ٠ آنگاه ،⟨u, ψi⟩W۵
٢,٠
= ٠ اگر که می دهیم نشان بودن کامل برای است. برقرار بودن متعامد لذا
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چون
⟨ψi, u⟩W۵

٢,٠
= ⟨Jϕi, u⟩W۵

٢,٠
= ⟨ϕi, u(۴)⟩L٢ = ٠,

.u ≡ ٠ که می گیریم نتیجه ،٣ . ٢ تعریف از استفاده با حال .u(۴) ≡ ٠ داریم لذا

به نسبت W۵
٢,٠ فضای در اضافی شرط ۶ ما چون می سازیم. W۵

٢ فضای برای متعامدی پایه ی حال

این در بسازیم، W۵
٢,٠ فضای پایه ی از استفاده با W۵

٢ فضای برای پایه ای اگر بنابراین داریم، W۵
٢ فضای

صدق زیر شرط های در که باشیم داشته gk(x) ∈ W۵
٢ , k = ٠, ١, ٢, . . . , ۵ مانند تابع ۶ باید صورت

کنند:

،⟨gi(x), g j(x)⟩W۵
٢
= ٠, i , j, i, j = ٠, ١, · · · , ۵ الف)

،⟨gk(x), gk(x)⟩W۵
٢
= ١, k = ٠, ١, · · · , ۵ ب)

.⟨gi(x), ψ j(x)⟩W۵
٢
= ٠, i = ٠, ١, · · · , ۵, j = ٠, ١, ٢ · · · ج)

فرض می کنند. صدق فوق شرط های در W۵
٢ [٠, ١] فضای در g١(x) = x و g٠(x) = ١ که است واضح

شرط های در gk(x) داخلی، ضرب تعریف از استفاده با . gk(x) = axk ∈ W۵
٢ , k = ٢, ٣, ۴, ۵ کنیم

در شده بیان مطلب از استفاده با .a = ١
k! که می گیریم نتیجه (ب) شرط از و می کند صدق (ج) و (الف)

می آوریم. به دست W۵
٢ [٠, ١] فضای برای پایه ای بالا،

متعامد موجک پایه ی یک {ρ j(x)}∞j=١ = {١, x,
x٢
٢! , . . . ,

x۵
۵! , ψ٠, ψ١, ψ٢, . . . } گردایه ی .۴ . ٣ قضیه

است. W۵
٢ [٠, ١] فضای برای

که: است واضح (الف)-(ج) شرط های و ٣ . ٣ قضیه ی از استفاده با اثبات.

⟨ρi(x), ρ j(x)⟩W۵
٢
=


١, i = j,

٠, i , j.

آنگاه ،⟨u, ρ j⟩W۵
٢
= ٠ اگر که می کنیم ثابت بودن کامل برای حال هستند. متعامد {ρ j(x)}∞j=١ بنابراین
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چون .u ≡ ٠

⟨u, xk

k!
⟩W۵

٢
= ٠⇒ u(k)(٠) = ٠, k = ٠, ١, . . . , ۴,

⟨u, x۵

۵!
⟩W۵

٢
= ٠⇒ u(۴)(١) = ٠,

⟨u, ψi(x)⟩W۵
٢
= ⟨u, Jϕi(x)⟩W۵

٢
= ⟨u(۴), ϕi(x)⟩L٢ = ٠⇒ u(۴) ≡ ٠,

.u ≡ ٠ داشت خواهیم بالا، معادلات از استفاده با بنابراین

تعریف زیر صورت به را L : W۵
٢ [٠, ١] → L٠]٢, ١] خطی عملگر (١ . ٢) معادله ی از استفاده با

کنیم: می

Lu = q٠(x)u(۴)(x) + q١(x)u
′′′

(x) + q٢(x)u
′′

(x) + q٣(x)u
′
(x) + q۴(x)u(x),

.qi(x) = xα−αi(١ − x)β−βi pi(x) و q٠(x) = xα(١ − x)β که

باشد، W۵
٢ [٠, ١] بازتولید هسته ی Rt(x) اگر و است بازتولید هسته ی فضای W۵

٢ [٠, ١] .۵ . ٣ قضیه
هستند. کراندار [٠, ١] بازه ی روی ∂k

∂tk
Rt(x), k = ١, ٢, · · · , ۵ و Rt(x) آنگاه

کنید. مراجعه [۴] مرجع به اثبات برای اثبات.

است. کراندار و خطی L عملگر آنگاه ،qi(x) ∈ C([٠, ١]), i = ٠, ١, . . . , ۴ اگر .۶ . ٣ قضیه

داریم: L بودن کراندار برای است. خطی L عملگر که است واضح اثبات.

∥Lu∥٢
L٢ = ⟨Lu,Lu⟩ =

∫ ١
٠ (Lu)٢dx =

∫ ١
٠

(∑۴
k=٠ q۴−k(x)u(k)

)٢
dx

≤
∫ ١

٠

(∑۴
k=٠ ak|u||u(k)| +∑۴

k=١ bk|u
′ ||u(k)| +∑۴

k=٢ ck|u
′′ ||u(k)|

+
∑۴

k=٣ c۴−k|u
′′′ ||u(k)| + b٠|u(۴)|٢

)
dx,

(٣ . ١)
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داریم: طرفی از هستند. مثبت ثابت های ai, bi, ci, (i = ٠, ١, . . . , ۴) که

∫ ١
٠ |u

(s)||u(k)|dx ≤
√∫ ١

٠ |u(s)|٢dx.
∫ ١

٠ |u(k)|٢dx

≤ ١
٢

( ∫ ١
٠ |u

(s)|٢dx +
∫ ١

٠ |u
(k)|٢dx

)
, s, k = ٠, ١, . . . , ۴, s , k.

که دارند وجود Nk مانند ثابت هایی لذا هستند، پیوسته [٠, ١] بازه ی روی ∂kR(x,.)
∂xk چون

∥∂
kR(x,.)
∂xk ∥W۵

٢
≤ Nk, k = ٠, ١, . . . , ۴,

داریم: ۵ . ٣ قضیه ی از استفاده با بعلاوه

|u(k)(x)| = |⟨u(.), ∂
kR(x,.)
∂xk ⟩W۵

٢
| ≤ ∥u(.)∥W۵

٢
.∥∂

kR(x,.)
∂xk ∥W۵

٢

≤ Nk∥u(.)∥W۵
٢
, k = ٠, ١, . . . , ۴.

بنابراین

∫ ١
٠ |u

(k)(x)|٢dx ≤ N٢
k ∥u∥

٢
W۵

٢
, k = ٠, ١, . . . , ۴,

داشت: خواهیم k = ۵ برای و

∥u(۵)(x)∥٢
L٢ =
∫ ١

٠
(
u(۵)(x)

)٢dx ≤ ∑۴
i=٠ u(i)(٠)u(i)(٠) +

∫ ١
٠
(
u(۵)(x)

)٢dx = ∥u∥٢
W۵

٢
.

است. مثبت ثابت یک a که ∥Lu∥٢
L٢ ≤ a∥u∥٢

L٢ داریم (٣ . ١) معادله ی در فوق روابط جایگذاری با حال

است. کراندار L عملگر نتیجه در
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بنویسیم: زیر صورت به می توانیم را (١ . ١) معادله ،L عملگر تعریف از استفاده با


Lu = f (x), x ∈ [٠, ١],

λiu = ri, i = ١, ٢, ٣, ۴.
(٣ . ٢)

ε-تقریب جواب  . ۴

از استفاده با جواب این که می آوریم به دست را (٣ . ٢) معادله ی ٣ ε-تقریب جواب بخش، این در

می آید. به دست L٠]٢, ١] فضای روی دوم درجه معادله یک بهینه جواب کردن پیدا

هرگاه می گوییم (٣ . ٢) معادله ی ε-تقریب جواب یک را un .١ . ۴ تعریف

∀ε > ٠ ∃N > ٠, n ≥ N : ∥Lun − f ∥٢
L٢ +

۴∑
i=١

(
λiun − ri

)٢
< ε٢.

،n > N که n هر ازای به که به  طوری است، موجود N مانند طبیعی عدد ε > ٠ هر ازای به .٢ . ۴ قضیه
آنگاه

un =
∑n

i=١ d∗i ρi(x), (١ . ۴)

می کند. صدق زیر رابطه ی در (d∗١, d
∗
٢, . . . , d

∗
n) آن در که است (٣ . ٢) معادله ی ε-تقریب جواب

∥∑n
i=١ d∗iLρi − f ∥٢

L٢ +
∑۴

j=١
(∑n

i=١ d∗i λ jρi − r j
)٢
= mindi

(
∥∑n

i=١ diLρi − f ∥٢
L٢

+
∑۴

j=١
(∑n

i=١ diλ jρi − r j
)٢)
.

3ε-approximate
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صورت این در باشد، (٣ . ٢) معادله ی دقیق جواب u(x) کنیم فرض اثبات.

u =
∞∑

i=١
ciρi(x); ci = ⟨u, ρi⟩L٢, i = ١, ٢, . . . .

داریم: دیگر عبارت به

∀ε > ٠ ∃N, n > N : ∥
∞∑

i=n+١
ciρi(x)∥٢ < ε٢

∥L∥٢ +∑۴
i=١ ∥λi∥٢

.

بعلاوه

mindi

(
∥∑n

i=١ diLρi − f ∥٢
L٢ +
∑۴

j=١
(∑n

i=١ diλ jρi − r j
)٢)

≤ ∥∑n
i=١ ciLρi − f ∥٢

L٢ +
∑۴

j=١
(∑n

i=١ ciλ jρi − r j
)٢

≤ ∥∑n
i=١ ciLρi − Lu∥٢

L٢ +
∑۴

j=١
(∑n

i=١ ciλ jρi − λ ju
)٢

≤ ∥L∥٢∥∑∞i=n+١ ciρi∥٢ +
∑۴

j=١ ∥λ j∥٢∥
∑∞

i=n+١ ciρi∥٢

< ε٢.

می باشد. (٣ . ٢) معادله ی ε-تقریب جواب un =
∑n

i=١ d∗i ρi(x) نتیجه در

می کنیم: تعریف زیر صورت به را F تابع

F(d١, d٢, . . . , dn) = ∥
n∑

i=١
diLρi − f ∥٢

L٢ +

۴∑
j=١

( n∑
i=١

diλ jρi − r j
)٢
.

داریم: نتیجه در

∂F
∂dk
= ٢
∑n

i=١ di⟨Lρi,Lρk⟩L٢ − ٢⟨Lρi, f ⟩L٢

+٢
∑۴

j=١
∑n

i=١ diλ jρiλ jρk − ٢
∑۴

j=١ λ jρkr j, k = ١, ٢, . . . , n.
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نشان را (٣ . ٢) معادله ی ε-تقریب جواب وجود زیر خطی معادلات صورت این ،در ∂F
∂dk
= ٠ کنیم فرض

می دهند.

∑n
i=١ di⟨Lρi,Lρk⟩L٢ +

∑۴
j=١
∑n

i=١ diλ jρiλ jρk

= ⟨Lρi, f ⟩L٢ +
∑۴

j=١ λ jρkr j, k = ١, ٢, . . . , n.
(٢ . ۴)

می دهیم قرار

A =
(
⟨Lρi,Lρk⟩L٢ +

∑۴
j=١ λ jρiλ jρk

)
n×n
,

b =
(
⟨Lρi, f ⟩L٢ +

∑۴
j=١ λ jρkr j

)T
n×١
,

می شود: تبدیل زیر معادله ی به (٢ . ۴) معادله ی صورت این در

Ad = b (٣ . ۴)

.d = (d١, d٢, . . . , dn)T که

می باشد F(d١, d٢, . . . , dn) تابع مینیمم نقطه ی ،(٣ . ۴) معادله ی برای (d∗١, d
∗
٢, . . . , d

∗
n) یکتای جواب

به دست را (٣ . ٢) معادله ی برای یکتایی جوابε-تقریب می توان (٢ . ۴) و (١ . ۴) معادلات از استفاده با و

آورد.

دارد. یکتا جواب (٢ . ۴) معادله ی آنگاه باشد، معکوس پذیر L عملگر اگر .٣ . ۴ قضیه

است: زیر صورت به (٢ . ۴) معادله ی همگن شکل اثبات.

∑n
i=١ di⟨Lρi,Lρk⟩L٢ +

∑۴
j=١
∑n

i=١ diλ jρiλ jρk = ٠, (k = ١, ٢, . . . , n).

ضرب dk, (k = ١, ٢, . . . , n) در را بالا معادله ی طرفین یکتادارد، جواب بالا معادله ی اینکه اثبات برای
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داشت: خواهیم صورت این در می کنیم، جمع باهم را معادلات تمام و می کنیم

⟨∑n
i=١ diLρi,

∑n
k=١ dkLρk⟩L٢ +

∑۴
j=١

(∑n
i=١ diλ jρi.

∑n
i=١ dkλ jρk

)
= ٠.

با: است معادل بالا رابطه ی

∥∑n
i=١ diLρi∥L٢ +

∑۴
j=١

(∑n
i=١ diλ jρi

)٢
= ٠.

نتیجه در

∥∑n
i=١ diLρi∥L٢ = ٠,

∑۴
j=١

(∑n
i=١ diλ jρi

)٢
= ٠.

.di = ٠ نتیجه در هستند، متعامد پایه ρiها و است پذیر معکوس L عملگر چون

پایداری و همگرایی . ۵

همگرایی ابتدا می کنیم. بررسی را قبل بخش های در شده بیان روش پایداری و همگرایی بخش، این در

می کنیم. بررسی را فوق روش

این در باشد. معادله  این ε-تقریب جواب un و (٣ . ٢) معادله ی دقیق جواب u کنیم فرض .١ . ۵ قضیه
داریم: آنگاه باشد، کراندار [٠, ١] بازه ی روی i = ۵, ۶, · · · به ازای u(i) اگر صورت

∥u − un∥٢W۵
٢
≤ ٢−( j−١)nC, j ∈ {٢, ٣, · · · , i − ۵}, i = ٧, ٨, · · ·

نقطه ی حول u(i)(x) تابع تیلور بسط در که است جملاتی تعداد با برابر j و است مثبت ثابت یک C که

است. شده گرفته مشتق بار دو از بیش فوق تابع از k
٢i−١

کنیم فرض اثبات.

vn(x) =
∑۵

j=٠ d j
x j

j! +
∑n

i=١
∑٣

l=٠
∑٢i−١−١

k=٠ dl
i,kJφl

i,k, (١ . ۵)
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که است واضح .dl
i,k = ⟨u(x), Jφl

i,k⟩W۵
٢

و d j = ⟨u(x), x j

j! ⟩W۵
٢

آن در که کند صدق (٣ . ٢) معادله در

داریم: ٢ . ۴ قضیه از استفاده با .limn→∞ vn = u

∥u − un∥٢W۵
٢
= ∥L−١L(u − un)∥٢

W۵
٢
≤ ∥L−٢∥١∥Lu − Lun)∥٢

L٢

≤ ∥L−٢∥١
(
∥Lu − Lun∥٢L٢ +

۴∑
i=١
|λiun − ri|٢

)
≤ ∥L−٢∥١

(
∥Lu − Lvn∥٢L٢ +

۴∑
i=١
|λivn − ri|٢

)
≤ ∥L−٢∥١

(
∥Lu − Lvn∥٢L٢ +

۴∑
i=١
|λivn − λiu|٢

)
≤ ∥L−٢∥١

(
∥L∥٢∥u − vn∥٢W۵

٢
+

۴∑
i=١
∥λi∥٢∥u − vn∥٢W۵

٢

)
≤ M١∥u − vn∥٢W۵

٢
.

نتیجه در

∥u − un∥٢W۵
٢
≤ M١∥u − vn∥٢W۵

٢

≤ M١∥u −
۵∑

j=٠
d j

x j

j!
−

n∑
i=١

٣∑
l=٠

٢i−١−١∑
k=٠

dl
i,kJφl

i,k∥٢W۵
٢

= M١

∞∑
i=n+١

٣∑
l=٠

٢i−١−١∑
k=٠

(
dl

i,k
)٢
. (٢ . ۵)
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داریم: l = ٠ ازای به منظور این برای .
(
dl

i,k
)٢ ≤ (١

٣(٢ic١ می دهیم نشان

|d٠
i,k| =|⟨u(x) − ψi(x)⟩W۵

٢,٠
|٢ = |⟨u(x) − Jϕi(x)⟩W۵

٢,٠
|٢

=|⟨u(x) − Jφ٠
i,k(x)⟩W۵

٢,٠
|٢ =
∣∣∣∣ ∫ ١

٠
u(۵)(x)(Jφ٠

i,k(x))(۵)dx
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣ ∫ ١

٠
u(۵)(x)φ٠

i,k(x)dx
∣∣∣∣.

رابطه ی از استفاده با حال

u(۵)(x) = u(۵)(
k

٢i−١ ) + u(۶)(
k

٢i−١ )(x − k
٢i−١ ) + · · ·

+
u(۵+ j)(ξ)
( j − ١)!

(x − k
٢i−١ ) j−١, ζ ∈ (

k
٢i−١ ,

k + ١
٢i−١ ).

داشت: خواهیم

|d٠
i,k| ≤
∣∣∣∣u(۵)(

k
٢i−١ )

∫ k+١
٢i−١

k
٢i−١

φ٠
i,k(x)dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣u(۶)(
k

٢i−١ )
∫ k+١

٢i−١

k
٢i−١

(x − k
٢i−١ )φ٠

i,k(x)dx
∣∣∣∣ + · · ·

+
∣∣∣∣ ∫ k+١

٢i−١

k
٢i−١

u(۵+ j)(ξ)
( j − ١)!

(x − k
٢i−١ ) j−١φ٠

i,k(x)dx
∣∣∣∣.

داریم: t = ٢i−١x − k فرض با [١٣] مرجع در شوندگی۴ محو خاصیت با توجه با طرفی از

∫ k+١
٢i−١

k
٢i−١

φ٠
i,k(x)dx =

√
٢i−١
∫ k+١

٢i−١

k
٢i−١

φ٢)٠i−١x − k)dx

=
√

٢i−١
∫ ١

٠
φ٠(t)(

١
٢

)
i−١

dt

=(
١
√

٢
)
i−١ ∫ ١

٠
φ٠(t)dt = ٠.

4Vanishing moments
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نوشت: می توان j = ١, ٢, ٣ ازای به مشابه طور به

∫ k+١
٢i−١

k
٢i−١

(x − k
٢i−١ ) jφ٠

i,k(x)dx = ٠.

به دست را زیر رابطه ی ،[٠, ١] بازه ی روی i = ۵, ۶, ٧, ٨ به ازای u(i) بودن کراندار از استفاده با طرفی از
می آوریم:

∣∣∣∣ ∫ k+١
٢i−١

k
٢i−١

u(۵+ j)(ξ)
( j − ١)!

(x − k
٢i−١ ) j−١φ٠

i,k(x)dx
∣∣∣∣ ≤ M٢

( j − ١)!

∫ k+١
٢i−١

k
٢i−١

(x − k
٢i−١ ) j−١|φ٠

i,k(x)|dx

=
M٢

( j − ١)!

√
٢i−١
∫ k+١

٢i−١

k
٢i−١

(x − k
٢i−١ ) j−١|φ٢)٠i−١x − k)|dx

=
M٢

( j − ١)!

√
٢i−١
∫ ١

٠
(

t
٢i−١ ) j−١|φ٠(t)|(١

٢
)i−١dt

=
M٢

( j − ١)!
١

٢(i−١)( j− ١
٢ )

∫ ١

٠
t j−١|φ٠(t)|dt

=٢(i−١)( j− ١
٢ )C١M٢.

که می گیریم نتیجه بنابراین |u( j)(x)| ≤ M٢, ∀x ∈ [٠, ١] و C١ =
١

( j−١)!

∫ ١
٠ t j−١|φ٠(t)|dt که

|d٠
i,k| ≤ ٢(i−١)( j−١

٢ )C١M٢.

قبل رابطه ی اگر .|dl
i,k| ≤ ٢(i−١)( j−١

٢ )C١M٢ داشت خواهیم l = ١, ٢, ٣ برای مشابه طور به  نتیجه، در
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می باشد. زیر صورت به که می آید به دست نظر مورد نتیجه کنیم جایگذاری (٢ . ۵) معادله در را

∥u − un∥W۵
٢
≤

√√√
M١

∞∑
i=n+١

٣∑
l=٠

٢i−١−١∑
k=٠

(
dl

i,k
)٢ (٣ . ۵)

≤ C١M٢

√√√
M١

∞∑
i=n+١

٣∑
l=٠

٢i−١−١∑
k=٠

(
٢(i−١)( j−١

٢ ))٢ (۴ . ۵)

= C١M٢

√√
M١

∞∑
i=n+١

٢−٢(i−١)( j−٫(١۴ ≤ C٢−( j−١)n (۵ . ۵)

.C = C١M٢

√
۴M١

٢−٢−١( j−١) که

معکوس پذیر و متقارن (٣ . ۴) معادله در A ماتریس می پردازیم. شده بیان روش پایداری بررسی به حال

می شود: تعریف زیر به صورت A ماتریس شرطی عدد و است

cond(A)٢ = |
τ١

τ٢
|,

روش پایداری برای می باشد. A ماتریس ویژه مقادیر کوچکترین و بزرگترین ترتیب به τ٢ و τ١ آن در که

کرانداری که است کافی منظور این برای است. کراندار A ماتریس شرطی عدد که می دهیم نشان فوق

کنیم. بررسی را ویژه مقادیر

ماتریس ویژه مقدار یک τ و باشد شده تعریف (٣ . ۴) رابطه ی توسط A ماتریس کنیم فرض .٢ . ۵ قضیه
این در .∥x∥ = ١ و x = (x١, x٢, · · · , xn)T به طوری که باشد τ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار x و A

صورت

١
∥L−٢∥١ ≤ τ ≤ ∥L∥

٢ +

۴∑
l=١
∥λl∥٢. (۶ . ۵)
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داریم و Ax = τx لذا است A ماتریس ویژه مقدار یک τ چون اثبات.

τxi =

n∑
j=١

ai jx j =

n∑
j=١

(
⟨Lρi,Lρ j⟩L٢ +

۴∑
l=١

λlρiλlρ j

)
x j

=

n∑
j=١

(
⟨Lρi, x jLρ j⟩L٢ +

۴∑
l=١

λlρix jλlρ j

)
= ⟨Lρi,

n∑
j=١

x jLρ j⟩L٢ +

۴∑
l=١

λlρi

n∑
j=١

x jλlρ j.

داشت: خواهیم آن ها جمع و i = ١, ٢, · · · , n ازای به xi در بالا معادله طرفین ضرب با

τ = τ

n∑
j=١

x٢
j = ⟨

n∑
i=١

xiLρi,

n∑
j=١

x jLρ j⟩L٢ +

۴∑
l=١

( n∑
i=١

xiλlρi

n∑
j=١

x jλlρ j

)
= ∥

n∑
i=١

xiLρi∥٢L٢ +

۴∑
l=١

(
λl

n∑
i=١

xiρi

)٢
≤ ∥L∥٢

n∑
i=١

x٢
i +

۴∑
l=١
∥λl∥٢

n∑
i=١

x٢
i

= ∥L∥٢ +
۴∑

l=١
∥λl∥٢.

بنابراین

τ ≤ ∥L∥٢ +
۴∑

l=١
∥λl∥٢. (٧ . ۵)

کنیم فرض می توانیم مسئله کلیت دادن دست از بدون .Lu = g و u =
∑n

i=١ xiρi کنیم فرض بعلاوه،
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صورت این در .∥u∥W۵
٢
= ١

١ = ∥u∥W۵
٢
= ∥L−١g∥W۵

٢
≤ ∥L−١∥.∥g∥.

طرفی از

τ ≥ ∥L
n∑

i=١
xiρi∥٢L٢ = ∥Lu∥٢

L٢ = ∥g∥٢ ≥
١

∥L−٢∥١ . (٨ . ۵)

می آید. به دست حکم (٨ . ۵) و (٧ . ۵) معادلات از استفاده با نتیجه در

به دست زیر صورت به A ماتریس شرطی عدد برای بالا کران یک می توان (۶ . ۵) رابطه از استفاده با

آورد:

cond(A)٢ ≤
(
∥L∥٢ +

۴∑
l=١
∥λl∥٢
)
∥L−٢∥١.

عددی نتایج . ۶

قرار بررسی مورد را مثال هایی قبل، بخش های در شده معرفی الگوی از استفاده با بخش، این در

و تقریبی جواب un(x) مثال ها، این در می نماییم. ارائه را عددی روش این از حاصل نتایج و می دهیم

به دست زیر رابطه ی از مطلق خطای هم چنین، می باشد. شده داده دیفرانسیل معادله دقیق جواب u(x)

می آید:

en(x) = |un(x) − u(x)|,

می باشد. پایه ها تعداد n آن در که

:[١٧] می گیریم نظر در را زیر همگن غیر مرزی شرایط با مرزی مقدار مسئله .١ . ۶ مثال

u(۴)(x) + ١
x
√

x(١−x)
u
′′′

(x) + ١
xu
′′

(x) + ١
x٢ u
′
(x) + ١

x٢ √١−x
u(x) = f (x), x ∈ (٠, ١),

u(٠) = ٠, ٢u
′
(٠) = u

′′
(٠), ٢u(١) = u

′
(١), u

′′′
(٠) = ٣

∫ ١
٠ u(x)dx.
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x u(x) u١٨(x) e١٨(x) u٣۵(x) e٣۵(x) [17] در e٢٠٠(x)

٠٫٠ ٠٫٠ ٠٫٠ ٠٫٠ ٠٫٠ ٠٫٠ ٠٫٠
٠٫٢ ٠٫٢۴۴٢٨٠۵۵٢ ٠٫٢۴۴٢٨٠۴٠٣ ١٫۴٨ × ٧−١٠ ٠٫٢۴۴٢٨٠۵۵٠ ١٫۶٣ × ٩−١٠ ١٫١٠ × ١٠−۶

٠٫۴ ٠٫۵٩۶٧٢٩٨٧٩ ٠٫۵٩۶٧٢٩۶١٢ ٢٫۶٧ × ٧−١٠ ٠٫۵٩۶٧٢٩٨٧۶ ٣٫٠۵ × ٩−١٠ ٢٫۵٣ × ١٠−۶

٠٫۶ ١٫٠٩٣٢٧١٢٨٠ ١٫٠٩٣٢٧١۶۶۶ ٣٫٨۵ × ٧−١٠ ١٫٠٩٣٢٧١٢٨۴ ٣٫٧۶ × ٩−١٠ ۴٫٢۵ × ١٠−۶

٠٫٨ ١٫٧٨٠۴٣٢٧۴٣ ١٫٧٨٠۴٣٣٣٧۴ ۶٫٣١ × ٧−١٠ ١٫٧٨٠۴٣٢٧۴٨ ۵٫٢٠ × ٩−١٠ ۶٫٣٨ × ١٠−۶

١٫٠ ٢٫٧١٨٢٨١٨٢٨ ٢٫٧١٨٢٨٢٧۵٠ ٩٢١ × ٧−١٠ ٢٫٧١٨٢٨١٨٢٠ ٨٫۴۵ × ٩−١٠ ٩٫۴٣ × ١٠−۶

١ . ۶ مثال عددی نتایج :١ جدول

x u(x) u١٨(x) e١٨(x) u٣۵(x) e٣۵(x) [17] در e١٠٠(x)
٠٫٠٨ −٠٫٠٠١٣٨٩٨٠۶ −٠٫٠٠١٣٨٩٧٠١ ١٫٠۵ × ٧−١٠ −٠٫٠٠١٣٨٩٨٠۴ ١٫٧٧ × ٩−١٠ ٢٫٠٨ × ١٠−۶

٠٫٣٢ ٠٫٠٠۶٧٢۶١٨٧ ٠٫٠٠۶٧٢۶٣۴٨ ١٫۶٠ × ٧−١٠ ٠٫٠٠۶٧٢۶١٨٩ ١٫۴٨ × ٩−١٠ ٨٫۶٢ × ١٠−۶

٠٫۴٨ ٠٫٠۴۴۴٢۵٨٠٢ ٠٫٠۴۴۴٢۴٩٩١ ٨٫١١ × ٧−١٠ ٠٫٠۴۴۴٢۵٨١١ ٩٫١٧ × ٩−١٠ ۵٫١٨ × ١٠−۵

٠٫۶۴ ٠٫١٢٢٨٨٠٠٠٠ ٠٫١٢٢٨٨٠٣٧۴ ٣٫٧۴ × ٧−١٠ ٠٫١٢٢٨٨٠٠٠٢ ٢٫٠٠ × ٩−١٠ ١٫٣۵ × ١٠−۴

٠٫٨٠ ٠٫٢۵٢۴٣٣۴٠٢ ٠٫٢۵٢۴٣۴٠١٠ ۶٫٠٧ × ٧−١٠ ٠٫٢۵٢۴٣٣۴٠٠ ٢٫٢٣ × ٩−١٠ ٢٫٧٠ × ١٠−۴

٠٫٨٨ ٠٫٣٣٩٢۵١۵٩٢ ٠٫٣٣٩٢۵١٨٨٨ ٢٫٩۵ × ٧−١٠ ٠٫٣٣٩٢۵١۵٩۵ ٢٫١١ × ٩−١٠ ٣٫۵٩ × ١٠−۴

٠٫٩۶ ٠٫۴۴٢١٧٩٨٩٨ ٠٫۴۴٢١٨٠٠۵١ ١٫۵٢ × ٧−١٠ ٠٫۴۴٢١٧٩٩٠۵ ۶٫٢٢ × ٩−١٠ ۴٫۶۵ × ١٠−۴

٢ . ۶ مثال عددی نتایج :٢ جدول

نشان ١ جدول   در عددی نتایج می شود. مشخص f (x) تابع u(x) = xex دقیق جواب از استفاده با که

است. شده داده

:[١٧] می گیریم نظر در را زیر همگن غیر مرزی شرایط با ۴ مرتبه مرزی مقدار مسئله .٢ . ۶ مثال

u(۴)(x) − exu(x) = − ١۵
١۶x٣/٢ − ex

(
− ١

٢ +
√

x
)
x٢, x ∈ (٠, ١),

u(٠) = u
′
(٠) = u

(١
۴
)
= ٠, ٢u

′′
(١) − ٢u

′
(١) − ٢١

∫ ١
٠ u(x)dx = ٠.

نشان ٢ جدول   در عددی نتایج می باشد. فوق دیفرانسیل معادله دقیق جواب u(x) =
(√

x − ١
٢

)
x٢ که

است. شده داده

نتیجه گیری

ترکیبی مرزی شرایط در که آوردیم به دست پایه هایی لژاندر، موجک توابع از استفاده با مقاله، این در

سپس و کردیم بیان را لژاندر موجک توابع خواص ابتدا می کند. صدق منفرد ۴ مرتبه مرزی مقدار مسئله

آوردن به دست برای که کردیم بیان را روشی W۵
٢ [٠, ١] فضای در متعامد موجک پایه های از استفاده با

روش پایداری و همگرایی برای مطمئن روش یک هم چنین می گیرد. قرار استفاده مورد ε-تقریب جواب

معادلات دیگر حل برای که کردیم بیان را خطی دیفرانسیل معادلات از رده ای حل برای لژاندر موجک
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دادن نشان برای مثال هایی برد. به کار می توان نیز جزئی مشتقات دیفرانسیل معادلات مانند دیفرانسیل

سرانجام است. شده مقایسه دقیق جواب های با نتایج و است شده آورده تکنیک این کاربرد و درستی

است. شده داده  نشان روش این بودن موثر و بالا دقت

قدردانی و تشکر

صمیمانه اند، نموده مقاله دقیق ی مطالعه صرف که زمانی خاطر به محترم داور(ان) و ادیتور از نویسنده

نمایند. می قدردانی و تشکر
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