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فضاها این در نرم بازیاب قاب های با را R٣ و R٢ در فاز ضعیف بازیاب قاب های رابطه همچنین

دو از استفاده با را R٣ در فاز ضعیف بازیاب قاب های از کاملی بندی طبقه انتها در کرد. خواهیم بیان را

می کنیم. بیان R۴ و R٢ هیلبرت متناهی فضای خصوص در هم مطالبی و داد خواهیم ارائه متفاوت روش

است. شده آورده مثال چندین هستند ممکن نتایج بهترین ما نتایج که دهیم نشان اینکه برای

مقدمه . ١

سری های زمینه در ٣ شفر و ٢ دافین توسط ابتدا پذیر تفکیک هیلبرت فضای در ١ قاب ها مفهوم

بیشتر عمل در را آنها کاربرد که دارند ۴ کنشی آ خاصیت ها قاب .[١١] شد معرفی غیرهارمونیک فوریه

کاربرد و مطالعه مورد امروزه که است حوزه هایی از یکی ۵ نرم و فاز بازیابی می سازد. ممکن پایه ها از

به و شد معرفی [٣] در بار اولین هیلبرت فضای قاب های برای فاز بازیابی است. گرفته قرار بسیار

گردید. تحقیق برای مهم موضوع یک به تبدیل سرعت

است شده تعریف بردارها برای فقط و است فاز بازیابی از شده ضعیف حالت فاز، ضعیف بازیابی مفهوم

در است. شده تعریف نیز تصاویر توسط فاز ضعیف بازیابی مفهوم ،[٢] در اخیرا البته .( [۴] و [۵] )

فضای H کنید فرض می پردازیم. است گرفته قرار استفاده مود مقاله این در که نمادهایی معرفی به ابتدا

داد. خواهیم نمایش R و N با ترتیب به را حقیقی اعداد و طبیعی اعداد و باشد متناهی بعد با هیلبرت

شده تولید خطی فضای جای به [{ fi}i∈I] نماد از و {١, ٢, ٣, . . . ,m} مجموعه جای به [m] نماد از ما

می باشد. N از نامتناهی یا متناهی مجموعه ای زیر I آن در که کرد خواهیم استفاده { fi}i∈I توسط

اگر است قاب یک H پذیر تفکیک هیلبرت فضای در { fi}i∈I مانند بردارها از خانواده هر .١ . ١ تعریف

رحیمی)، (اصغر rahimi@maragheh.ac.ir اکرمی)، (فاتح fateh.akrami@gmail.com ایمیلها: آدرس
فرد). حسنخانی (محمدعلی m.hasankhani@vru.ac.ir دارابی)، (بیاض bdaraby@maragheh.ac.ir
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باشیم داشته f ∈ H هر ازای به که باشد داشته وجود چنان ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت های

A∥ f ∥٢ ≤
∑
i∈I
|⟨ f , fi⟩|٢ ≤ B∥ f ∥٢

یک A = B اگر می شوند. نامیده { fi}i∈I قاب برای بالا کران و پایین کران ترتیب به B و A ثابت های

ضرایب {⟨ f , fi⟩}∞i=١ مقادیر می نامیم. پارسوال را قاب A = B = ١ اگر و می شود اطلاق تنگ قاب

می شوند. نامیده f ∈ H بردار برای قاب

٠ < A ≤ ثابت های اگر است ریس دنباله یک H هیلبرت فضای در Φ = {ϕi}i∈I خانواده .١ . ٢ تعریف
باشیم داشته {ci}i∈I اسکالر دنباله هر برای که باشد موجود چنان B < ∞

A
∑
i∈I
|ci|٢ ≤ ∥

∑
i∈I

ciϕi∥٢ ≤ B
∑
i∈I
|ci|٢

است. ریس پایه یک Φ = {ϕi}i∈I گوییم باشد، کامل H در دنباله این اگر

در است. یکریخت n برخی برای Rn با H متناهی بعد با حقیقی هیلبرت فضای هر که است بدیهی

آن در که می شود استفاده Rn فضای برای استاندارد پایه نمایش برای {ei}ni=١ مقاله، این سرتاسر

⟨ei, e j⟩ = δi, j =


١ i = j,

٠ i , j.

است (نرم) فاز بازیاب H حقیقی هیلبرت فضای در { fi}i∈I مانند بردارها از خانواده ای .١ . ٣ تعریف
شرط در i ∈ I هر برای که x, y ∈ H هر برای اگر

|⟨x, fi⟩| = |⟨y, fi⟩|

.(∥x∥ = ∥y∥) x = ±y باشیم داشته کند، صدق

٠ < ai < ∞ ، و i ∈ I هر برای آن گاه باشد، (نرم) فاز بازیاب { fi}i∈I اگر باشید داشته نظر در
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قاب های کران حفظ در باید ،|I| = ∞ که حالتی در اما بود. خواهد (نرم) فاز بازیاب نیز {ai fi}i∈I قاب

کرد. احتیاط

قاب ها متناهی، بعد با حالت در چون است. اساسی موضوعی ، ۶ متممی خاصیت مقاله این در

ارائه آن متناهی حالت در را متممی خاصیت تعریف ما ابتدا هستند، H برای مولدی مجموعه های

می کنیم.

هر برای اگر است متممی خاصیت دارای Rn در { fk}mk=١ مانند بردارها از خانواده هر .۴ . ١ تعریف
.[{ fk}k∈Ic] = Rn یا [{ fk}k∈I] = Rn یا باشیم داشته I ⊂ [m] زیرمجموعه

شد. ظاهر بار اولین برای [٧] مقاله در زیر نتیجه

خاصیت دارای اگر تنها و اگر است فاز بازیاب Rn در { fi}mi=١ مانند بردارها از خانواده هر .۵ . ١ قضیه
باشد. متممی

از زیرمجموعه هر برای اگر است کامل اسپارک Rn در { fi}mi=١ مانند بردارها از خانواده هر .۶ . ١ تعریف
.[{ fi}i∈I] = Rn ،|I| = n که I مانند [m]

اسپارک قاب و m ≥ ٢n−١ اگر .m ≥ ٢n−١ آنگاه باشد، Rn در فاز بازیاب { fi}mi=١ اگر .١ . ٧ نتیجه
اسپارک اگر تنها و اگر است فاز بازیاب { fi}mi=١ ،m = ٢n− ١ اگر است. فاز بازیاب آن گاه باشد، کامل

باشد. کامل

شدند. ظاهر [۴] در بار اولین برای زیر تعریف دو

٧ فاز بدون ساختار یک H حقیقی هیلبرت فضای در { fi}i∈I مانند بردارها از خانواده ای .١ . ٨ تعریف
شرط در i ∈ I هر برای که x, y ∈ H هر برای اگر است

|⟨x, fi⟩| = |⟨y, fi⟩|

.x = θy به طوری که باشد داشته وجود |θ| = ١ یک کند، صدق

6Complement property
7 Phaseless reconstruction
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بدون ساختار یک n بعد با H حقیقی هیلبرت فضای در {ϕi}i∈I مانند بردارها از خانواده ای .١ . ٩ تعریف
هر برای که x = (a١, a٢, . . . , an), y = (b١, b٢, . . . , bn) ∈ Rn هر برای اگر است ٨ ضعیف فاز

شرط در i ∈ I

|⟨x, fi⟩| = |⟨y, fi⟩|

.ai , ٠ , bi آن در که ai = θbi ،i ∈ [n] هر برای به طوری که باشد داشته وجود |θ| = ١ یک کند، صدق

است. فاز بدون ساختار با معادل ضعیف فاز بدون ساختار بعدی، قضیه به بنا

هستند. فاز بدون ساختار یک ،Rn در ضعیف فاز بدون ساختار با قاب های [۵] .١ . ١٠ قضیه

دارد. وجود [۶] در خاصی حالت خطی، مستقل مجموعه های برای

بود. خواهد متعامد مجموعه آن گاه باشد، Rn در نرم بازیاب { fi}ni=١ اگر .١ . ١١ قضیه

نیست برقرار همیشه مطلب این عکس ولی می کند ایجاب را نرم بازیابی فاز، بازیابی که است بدیهی

نمی کند. صدق متممی خاصیت در چون نیست فاز بازیاب ولی است نرم بازیاب متعامد یکا پایه چون

مجموعه زیر چون نباشند، (نرم) فاز بازیاب است ممکن (نرم) فاز بازیاب های قاب های زیرمجموعه

قضیه به بنا و نیستند فاز بازیاب بنابراین و کنند صدق متممی خاصیت در توانند نمی خطی مستقل های

پس باشند، متعامد باید متمایز بردار دو هر آن گاه باشد، نرم بازیاب قاب یک از زیرمجموعه هر اگر ١ . ١١

باشد. داشته هم بیشتری عضوهای است ممکن علاوه به باشد. متعامد مجموعه یک باید قاب بنابراین

بود. خواهند (نرم) فاز بازیاب هم هنوز مجموعه ها این متعامد تصاویر اما

٩ بردارها توسط فاز ضعیف بازیابی . ٢

توسعه [۴] در و شد معرفی [۵] در بار اولین برای Rn در بردارها“ توسط فاز ضعیف ”بازیابی مفهوم

آن محاسبه توان سیگنال، یک فاز بازیابی برای موجود روش های محدودیت های از یکی یافت. بیشتری

با خانواده ای هیچ ولی است فاز بازیاب Rn در بردار -٢n − ١ از عمومی خانواده هر می دانیم است.

در چگال و باز مجموعه همان عمومی، خانواده از منظور .[٣] باشد فاز بازیاب نمی تواند عضو ٢n − ٢

8Weak Phaseless reconstruction
9Weak phase retrieval by vectors



١٣٢١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

می تواند فاز ضعیف بازیابی که ادعا این با نویسندگان ،[۵] در است. Rn در عضوی -٢n − ١ خانواده

برای اصلی عدد شرط که شد داده نشان [۴] در چند هر شد، شروع پذیرد انجام Rn در بردار n + ١ با

حاصل مقاله دو این در که نتایجی اما کند. پیدا کاهش بردار ٢n − ٢ به می تواند تنها فاز ضعیف بازیابی

حقیقی حالت برای هم مثال هایی مقاله، دو این در بود. جالب و مهم بسیار فاز بازیابی مفهوم فهم در شد،

شد. ارائه فاز ضعیف بازیاب

داده نشان Phaser با و شود می گرفته نظر در eiθ با برابر x = reiθ بردار فاز باشید داشته نظر در

تک مدولی بخش همان فاز از منظور لذا .|⟨x, ϕi⟩| = |⟨eiθx, ϕi⟩| ،θ ∈ Rn هر برای می دانیم می شود.

آن گاه x = (١,
√

٣) اگر مثال، برای بود. خواهد eiθ همان یا x قطبی تجزیه از

با برابر x بردار فاز و x = ٢e
πi
٣ داریم لذا ،θ = arctan(

√
٣

١ ) = π
٣ و r = |x| =

√
١٢ +

√
٣٢ = ٢

دارند، یکسانی فاز Rn در y = (b١, b٢, . . . , bn) و x = (a١, a٢, . . . , an) بردار دو گوییم است. e
πi
٣

.phase(ai) = phase(bi) باشیم داشته i = ١, ٢, . . . , n هر برای اگر

فاز ضعیف طور به ،Rn در y = (b١, b٢, . . . , bn) و x = (a١, a٢, . . . , an) بردار دو .٢ . ١ تعریف
داشته ،ai , ٠ , bi آن در که i ∈ [n] هر برای به طوری که باشد موجود |θ| = ١ یک اگر دارند، یکسانی

.phase(ai) = θphase(bi) باشیم

،θ = −١ اگر و هستند هم علامت ضعیف طور به y و x گوییم ،θ = ١ اگر حقیقی، هیلبرت فضای در

دارند. هم مخالف علامت ضعیف طور به y و x گوییم

برداربه دو ببینیم است کافی بردار، دو بودن ضعیف هم فاز بررسی برای حقیقی، هیلبرت فضای در پس

دارند. هم مخالف علامت ضعیف طور به یا هم علامت ضعیف طور

با برابر x بردار فاز چون ندارند، یکسانی فاز y = (−١,−
√

٣) و x = (١,
√

٣) بردار دو مثال، برای

اینجا در چون هستند. هم فاز ضعیف به طور بردار دو این ولی می باشد. e
۴πi
٣ با برابر y بردار فاز ولی e

πi
٣

است. - ١ با برابر θ

باشند. صفر غیر دو هر که می کنیم مقایسه هایی مولفه برای را y و x بردار دو فاز تنها ما بالا، تعریف در

بردار بالا، تعریف به بنا بنابراین هم فازند. ضعیف به طور (٢−,٠) و (١, ٢) بردار دو تعریف این با پس

است. فاز فاقد صفر بردار چند هر دارد یکسانی فاز ضعیف به طور Rn در بردارها همه با ،Rn در صفر

x = هر برای اگر است، فاز ضعیف بازیاب Rn در {ϕi}mi=١ مانند بردارها از خانواده ای .٢ . ٢ تعریف
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هر برای |⟨x, ϕi⟩| = |⟨y, ϕi⟩| شرط با و Rn به متعلق y = (b١, b٢, . . . , bn) و (a١, a٢, . . . , an)

هم فازند. ضعیف به طور y و x شود نتیجه ،i ∈ [m]

صفر می توانند دو هر یا bi یا ai که است این در فاز بازیابی با فاز ضعیف بازیابی تفاوت بنابراین

باشند.

مورد در زیر اساسی نتیجه .x < ٠ اگر sgn(x) = −١ و x > ٠ اگر sgn(x) = ١ ،x ∈ R هر برای

هم علامت ضعیف به طور بردار دو کی کنیم تعیین که می کند فراهم را سودمندی شرط فاز ضعیف بازیابی

هستند. هم دیگر علامت مخالف ضعیف به طور یا و هستند

باشند. Rn در بردار دو ،y = (b١, b٢, . . . , bn) و x = (a١, a٢, . . . , an) کنید فرض [۵] .٢ . ٣ گزاره
معادلند: زیر عبارت های آن گاه

sgn(aia؛ j) = sgn(bib j) ،٠ ≤ i , j ≤ n هر برای . ١

هستند. هم دیگر علامت مخالف ضعیف به طور یا و هستند هم علامت ضعیف به طور یا y و x . ٢

هستند. هم دیگر علامت مخالف ضعیف به طور (١, ٢, ٣) و (−١−,٢, ٠) بردار دو نتیجه این با

هر ازای به آن گاه باشد، Rn در فاز) ضعیف بازیاب ترتیب (به فاز بازیاب {xi}mi=١ اگر که است واضح

خواهد فاز) ضعیف بازیاب ترتیب (به فاز بازیاب نیز {cixi}mi=١ ،i = ١, ٢, . . . ,m آن در که ci > ٠

بود.

شد. ظاهر [۴] در هم زیر مهم قضیه

.m ≥ ٢n − ٢ آن گاه باشد، Rn در فاز ضعیف بازیاب {xi}mi=١ اگر .۴ . ٢ قضیه

می باشد. زیر شکل به نیست، R٢ در فاز بازیاب که R٢ در فاز ضعیف بازیاب برای مثال ساده ترین

بگیرید نظر در R٢ در را زیر کامل اسپارک قاب .۵ . ٢ مثال

{ϕi}٢i=١ = {(١, ١), (١−,١)}.



١٣۴١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

داریم ،z = (z١, z٢) ∈ R٢ هر برای و است مساوی نرم با تنگ قاب {ϕi}٢i=١

٢∑
i=١
|⟨ϕi, zi⟩|٢ = ٢||z||٢.

باشند. زیر ماتریس عمودی بردارهای {ϕi}٢i=١ کنید فرض

١ ١

١ −١


باشیم داشته i = ١, ٢ برای و y = (b١, b٢) و x = (a١, a٢) هر برای آن گاه

|⟨ϕi, x⟩|٢ = |⟨ϕi, y⟩|٢,

آن گاه

(a١ + a٢(٢ = |a١ + a٢|٢ = |b١ + b٢|٢ = (b١ + b٢(٢

و

(a١ − a٢(٢ = |a١ − a٢|٢ = |b١ − b٢|٢ = (b١ − b٢(٢

داشت خواهیم آن گاه

a٢
١ + a٢

٢ + ٢a١a٢ = b٢
١ + b٢

٢ + ٢b١b٢

و

a٢
١ + a٢

٢ − ٢a١a٢ = b٢
١ + b٢

٢ − ٢b١b٢

لذا و

a١a٢ = b١b٢

بازیاب {ϕi}٢i=١ قاب وضوح به اما است. R٢ در فاز ضعیف بازیاب قاب این ٢ . ٣ گزاره به بنا نتیجه در



١٣۵١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

نمی کند. صدق متممی خاصیت شرط در چون نیست. R٢ در فاز

بیان را کامل اسپارک قاب های و فاز ضعیف بازیاب قاب های بین رابطه زیر مهم قضیه ،[۴] در

می کند.

است. کامل اسپارک X آن گاه باشد، Rn در فاز ضعیف بازیاب X = {xi}٢n−٢
i=١ اگر .۶ . ٢ قضیه

است. شده ارائه خصوص این در مثال چندین ادامه در و نیست برقرار کلی حالت در قضیه این عکس

R٢ در فاز ضعیف بازیاب قاب های طبقه بندی . ٣

اگر تنها و اگر هستند R٢ در فاز ضعیف بازیاب {xi}٢i=١ مانند بردارها از مجموعه یک [٢] .٣ . ١ قضیه
باشند. (١, b), (١,−b) یا (١, ١), (١−,١) شکل های به بردار دو نرمال سازی، از بعد

ضعیف بازیاب R٢ در برداری دو قاب های از دیگر حالت های دهیم نشان نقض مثال چند با می توانیم

نیستند. فاز

نمی توانند ،b , ±d,±c و a , ±c,±d آن در که {(a, b), (c, d)} شکل به قاب های .٣ . ٢ مثال
صورت این در .{ψ}٢i=١ = {(١, ٢), (−٣, ۴)} کنید فرض مثال، برای باشند. R٢ در فاز ضعیف بازیاب

و x ولی ،|⟨x, ψi⟩| = |⟨y, ψi⟩| داریم i = ١, ٢ برای y = (١/۴, ٠/٨) و x = (١, ١) دادن قرار با

هم b , ±d آن در که {(a, b), (a, d)} صورت به قاب های همچنین نیستند. هم فاز ضعیف به طور y

ضعیف بازیاب {λi}٢i=١ = {(١, ٣), (٢−,١)} عضوی دو قاب مثال برای نیستند. فاز ضعیف بازیاب

برای y؛ = (١١
۵ ,

٣
۵) و x = (١, ١) دهیم قرار است کافی مطلب، این دادن نشان برای نیست. فاز

ترتیب، همین به نیستند. هم فاز ضعیف به طور y و x ولی ،|⟨x, λi⟩| = |⟨y, λi⟩| داریم i = ١, ٢

حالت آخرین برای نیستند. فاز ضعیف بازیاب هم b , ±c آن در که {(b, a), (c, a)} شکل به قاب های

عضوی دو قاب مثال برای نیستند. فاز ضعیف بازیاب نیز {(a, b), (−b, a)} صورت به قاب های هم

قرار است کافی مطلب، این دادن نشان برای نیست. فاز ضعیف بازیاب {δi}٢i=١ = {(١, ٢), (−٢, ١)}
فقط ،R٢ در فاز ضعیف بازیاب عضوی دو های مجموعه تنها بنابراین .y = (١

۵ ,
٧
۵) و x = (١, ١) دهیم

است. ٣ . ١ قضیه قاب های شکل به

قاب های خانواده در ،R٢ در فاز ضعیف بازیاب مجموعه های که داد خواهیم نشان بخش این انتهای در

نیستند. چگال R٢ در عضوی دو



١٣۶١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

در عضوی دو قاب های خانواده در ،R٢ در فاز ضعیف بازیاب عضوی دو قاب های خانواده .٣ . ٣ قضیه
نیستند. چگال R٢

را ،|a− b| > ١ و a, b > ١ آن در که R٢ در {ϕi}٢i=١ = {(a, ٠), (٠, b)} مانند عضوی دو قابی اثبات.

قاب اگر ϵ؛ = ١
٢ دهید قرار نیست. فاز ضعیف بازیاب و است کامل اسپارک قاب این بگیرید. نظر در

عضوی دو فاز ضعیف بازیاب

{ψi}٢i=١ = {(a − ϵ١, ϵ٢), (ϵ٣, b − ϵ۴)}

قضیه به بنا آن گاه ،|a − b| > ١ و
∑٢

i=١ ∥ϕi − ψi∥ < ϵ به طوری که ϵi > ٠ ،i ∈ [۴] هر برای آن در که

است. ممکن غیر امر این اما ϵ٢؛ = ±(b − ϵ۴) و a − ϵ١ = ±ϵ٣ باشیم داشته باید ٣ . ١

نشده حل مسئله یک است، درست مقاله این نویسندگان نظر از که ٣ . ٣ قضیه کلی حالت رد یا اثبات

است.

٢n−٢ قاب های خانواده در ،Rn در {ϕ١}٢n−٢
i=١ شکل به فاز ضعیف بازیاب قاب های خانواده :١ حدس

نیست. چگال متناهی n هر برای ،Rn در عضوی

مثال برای باشند. فاز ضعیف بازیاب که ندارند نیازی تنگ قاب های ولی است نرم بازیاب تنگ، قاب هر

x = (٢, ١) دهید قرار است کافی نیست. فاز ضعیف بازیاب R٢ در {(١, ٠), (٠, ١)} متعامد یکا پایه

قضیه به نیاز هستنذ، تنگ قاب فاز، ضعیف بازیاب قاب های کدام بدانیم اینکه برای .y = (−٢, ١) و

داریم: زیر

اگر تنها و اگر است، تنگ -A قاب یک ،ϕi = (ai, bi) ∈ R٢ آن در که {ϕi}mi=١ قاب [٩] .۴ . ٣ قضیه
باشد: برقرار زیر شرط دو

،
∑m

i=١ a٢
i =
∑m

i=١ b٢
i = A (١)

.
∑m

i=١ aibi = ٠ (٢)

صفر، غیر c هر برای {c(١, ١), c(١−,١)} فرم به فاز ضعیف بازیاب قاب هر ٣ . ١ قضیه به بنا پس

بود. خواهد R٢ در تنگ قاب



١٣٧١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

R۴ و R٣ در فاز ضعیف بازیاب قاب های طبقه بندی . ۴

واحد بردار گونه هر فاقد ،R٢ در فاز ضعیف بازیاب عضوی دو مجموعه های دیدیم قبل بخش در

جواب نگاه اولین در نه؟ یا است برقرار نیز n > ٢ برای مطلب این بپرسیم خود از است طبیعی هستند.

بردارهای برخی مضارب به را بردارها برخی و دهیم دوران را قاب هر بردارهای توانیم می ما است. منفی

داد خواهیم نشان ولی باشد. فاز ضعیف بازیاب است ممکن یافته دوران قاب این و نماییم تبدیل پایه

است. استاندارد پایه بردارهای از مضربی هرگونه فاقد R٣ در فاز ضعیف بازیاب قاب که

ضعیف بازیاب قاب یک m > ٢n − ٢ هر برای Φ = {ϕi}mi=١ ∈ Rn اگر می دانیم که طور همان

و x = (a١, a٢, . . . , an) کنید فرض باشد. هم فاز بازیاب قاب، این که ندارد نیازی باشد، فاز

Φ آن گاه ،|{i|aibi , ٠}| = ٢ و باشد Rn در فاز ضعیف بازیاب Φ اگر .y = (b١, b٢, . . . , bn)

می توانیم حتما آن گاه a jb j , ٠ و aibi , ٠ آن در که aibi = a jb j اگر نباشد. فاز بازیاب است ممکن

.[۴] ،|ai| = |bi| بگیریم نتیجه

می دانیم باشد. Rn در فاز ضعیف بازیاب می تواند {ϕi}mi=١ قاب زمانی چه کرد خواهیم بررسی ابتدا ما

a, b آن در که باشد (a, b), (a,−b) شکل به گاه هر است R٢ در {ϕi}٢i=١ فاز ضعیف بازیاب قاب هر

صفرند. غیر دلخواه حقیقی اعداد

اسپارک نیست. درست m = ٢n− ١ حالت در فاز ضعیف بازیابی برای ١ . ٧ نتیجه باشید داشته نظر در

کلی حالت در مطلب این عکس اما می دهد نتیجه را فاز ضعیف بازیابی m = ٢n − ١ حالت در کامل

نیست. برقرار

آن عضو دو چون است R٢ در فاز ضعیف بازیاب X = {(٢, ١), (−٢, ١), (١−,٢)} قاب .١ . ۴ مثال
نیست. کامل اسپارک قاب X ولی هستند. (a, b), (a,−b) شکل به

داریم: را زیر نتیجه ۵ . ١ قضیه از

است. فاز ضعیف بازیاب قاب یک دارد متممی خاصیت که قاب هر .٢ . ۴ قضیه

کنید فرض مثال، برای نیست. درست کلی حالت در هم مطلب این عکس ولی

Φ = {ϕ١ = (١, ١), ϕ٢ = (١−,١), ϕ٣ = (١, ١), ϕ۴ = (٣−,٣)}.
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چون نمی کند صدق متممی خاصیت در ولی است R٢ در فاز ضعیف بازیاب قاب Φ

span{ϕ١, ϕ٣} , R٢, span{ϕ٢, ϕ۴} , R٢.

لم دارد. وجود Rn برای {ϕi}٢n−٢
i=١ ضعیف بازیاب قاب که است شده داده نشان قبلا ،n = ٢, ٣, ۴ برای

است. [۴] از ۵ بخش در شده اشاره فاز ضعیف بازیاب قاب دو از تعمیمی آن، از بعد توضیحات و زیر

آن در که {(a, b, c), (−a, b, c), (a,−b, c), (a, b,−c)} شکل به Φ = {ϕk}۴k=١ قاب هر .٣ . ۴ لم
است. R٣ در فاز ضعیف بازیاب ،a, b, c , ٠

قاب سطری بردارهای روی ما اثبات.

Φ =



ϕ١ a b c

ϕ٢ −a b c

ϕ٣ a −b c

ϕ۴ a b −c


Ei ردیف هر آن در که است ضرایب ماتریس زیر ماتریس ،x = (a١, a٢, a٣) اگر کرد. خواهیم کار

است. آمده به دست |⟨x, ϕi⟩|٢ بسط از که است ضرایبی نشان دهنده



a١a٢ a١a٣ a٢a٣ a٢
١ a٢

٢ a٢
٣

E١ ٢ab ٢ac ٢bc a٢ b٢ c٢

E٢ −٢ab −٢ac ٢bc a٢ b٢ c٢

E٣ −٢ab ٢ac −٢bc a٢ b٢ c٢

E۴ ٢ab −٢ac −٢bc a٢ b٢ c٢
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می دهند نتیجه زیر سطری عمل های آن گاه



a١a٢ a١a٣ a٢a٣ a٢
١ a٢

٢ a٢
٣

F١ = E١ − E٢ ۴ab ۴ac ٠ ٠ ٠ ٠

F٢ = E٣ − E۴ −۴ab ۴ac ٠ ٠ ٠ ٠

F٣ = E١ − E٣ ۴ab ٠ ۴bc ٠ ٠ ٠

F۴ = E٢ − E۴ −۴ab ٠ ۴bc ٠ ٠ ٠

F۵ = E١ − E۴ ٠ ۴ac ۴bc ٠ ٠ ٠

F۶ = E٢ − E٣ ٠ −۴ac ۴bc ٠ ٠ ٠


می دهند نتیجه زیر سطری عمل های حال



a١a٢ a١a٣ a٢a٣ a٢
١ a٢

٢ a٢
٣

G١ = F١ − F٢ ٨ab ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

G٢ = F٣ + F۴ ٠ ٠ ٨bc ٠ ٠ ٠

G٣ = F۵ − F۶ ٠ ٨ac ٠ ٠ ٠ ٠


ماتریس به و کرده حذف را ستون سه این ما لذا است، صفر با برابر راست سمت ستون سه چون



a١a٢ a١a٣ a٢a٣

G١ = F١ − F٢ ٨ab ٠ ٠

G٢ = F٣ + F۴ ٠ ٠ ٨bc

G٣ = F۵ − F۶ ٠ ٨ac ٠


این ساخته ایم. ١ ≤ i , j ≤ ٣ هر برای aia j کردن مشخص برای را فرآیندی ما بنابراین می رسیم.

ازای به که می دهد نشان

که فرآیندی به بنا آن گاه کند، صدق |⟨x, ϕi⟩|٢ = |⟨y, ϕi⟩|٢ شرط در که شده داده y = (b١, b٢, b٣)

۴ این ،٢ . ٣ گزاره به بنا لذا ،aia j = bib j می آوریم دست به ١ ≤ i , j ≤ ٣ هر برای ساخته ایم، قبلا
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است. R٣ در فاز ضعیف بازیاب بردار

صورت به {ϕk}۶k=١ قاب هر داد نشان می توان ترتیب همین به

{(a, b, c,−d), (−a, b, c, d), (a,−b, c, d), (a, b,−c,−d), (a,−b, c,−d), (a,−b,−c, d)}

است. R۴ در فاز ضعیف بازیاب ،a, b, c, d , ٠ آن در که

کنید فرض

Ψ =



ψ١ a b c −d

ψ٢ −a b c d

ψ٣ a −b c d

ψ۴ a b −c −d

ψ۵ a −b c −d

ψ۶ a −b −c d


ضرایبی نشان دهنده Ei ردیف هر آن در که است ضرایب ماتریس زیر ماتریس ،x = (a١, a٢, a٣, a۴) اگر

است. آمده به دست |⟨x, ϕi⟩|٢ بسط از که است



a١a٢ a١a٣ a١a۴ a٢a٣ a٢a۴ a٣a۴ a٢
١ a٢

٢ a٢
٣ a٢

۴

E١ ٢ab ٢ac −٢ad ٢bc −٢bd −٢cd a٢ b٢ c٢ d٢

E٢ −٢ab −٢ac −٢ad ٢bc ٢bd ٢cd a٢ b٢ c٢ d٢

E٣ −٢ab ٢ac ٢ad −٢bc −٢bd ٢cd a٢ b٢ c٢ d٢

E۴ ٢ab −٢ac −٢ad −٢bc −٢bd ٢cd a٢ b٢ c٢ d٢

E۵ −٢ab ٢ac −٢ad −٢bc ٢bd −٢cd a٢ b٢ c٢ d٢

E۶ −٢ab −٢ac ٢ad ٢bc −٢bd −٢cd a٢ b٢ c٢ d٢
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می دهند نتیجه زیر سطری عمل های آن گاه



a١a٢ a١a٣ a١a۴ a٢a٣ a٢a۴ a٣a۴ a٢
١ a٢

٢ a٢
٣ a٢

۴

F١ = E١ − E۴ ٠ ۴ac ٠ ۴bc ٠ −۴cd ٠ ٠ ٠ ٠

F٢ = E٢ − E۵ ٠ −۴ac ٠ ۴bc ٠ ۴cd ٠ ٠ ٠ ٠

F٣ = E٣ − E۶ ٠ ۴ac ٠ −۴bc ٠ ۴cd ٠ ٠ ٠ ٠

A١ =
١
٢(F١ + F٢) ٠ ٠ ٠ ۴bc ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

A١ =
١
٢(F١ + F٣) ٠ ۴ac ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

A١ =
١
٢(F٢ + F٣) ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴cd ٠ ٠ ٠ ٠


می دهند نتیجه زیر سطری عمل های حال



a١a٢ a١a٣ a١a۴ a٢a٣ a٢a۴ a٣a۴

E′١ = ٢E١ − A١ − A٢ + A٣ ۴ab ٠ −۴ad ٠ −۴bd ٠

E′٢ = ٢E٢ − A١ + A٢ − A٣ −۴ab ٠ −۴ad ٠ ۴bd ٠

E′٣ = ٢E٣ + A١ − A٢ − A٣ −۴ab ٠ ۴ad ٠ −۴bd ٠

E′۴ = ٢E۴ + A١ + A٢ − A٣ ۴ab ٠ −۴ad ٠ −۴bd ٠


ماتریس به و کرده حذف را ستون سه این ما لذا است، صفر با برابر راست سمت ستون سه چون



a١a٢ a١a٣ a١a۴ a٢a٣ a٢a۴ a٣a۴

D١ =
−١
٢ (E′٢ + E′٣) ۴ab ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

A٢ ٠ ۴ac ٠ ٠ ٠ ٠

D٢ =
−١
٢ (E′١ + E′٢) ٠ ٠ ۴ad ٠ ٠ ٠

A١ ٠ ٠ ٠ ۴bc ٠ ٠

D٣ =
−١
٢ (E′٣ + E′۴) ٠ ٠ ٠ ٠ ۴bd ٠

A٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴cd





١۴٢١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

این ساخته ایم. ١ ≤ i , j ≤ ۴ هر برای aia j کردن مشخص برای را فرآیندی ما بنابراین می رسیم.

کند، صدق |⟨x, ϕi⟩|٢ = |⟨y, ϕi⟩|٢ شرط در که شده داده y = (b١, b٢, b٣, b۴) ازای به که می دهد نشان

بنا لذا ،aia j = bib j می آوریم دست به ١ ≤ i , j ≤ ۴ هر برای ساخته ایم، قبلا که فرآیندی به بنا آن گاه

است. R٣ در فاز ضعیف بازیاب بردار ۶ این ،٢ . ٣ گزاره به

پایه بردارهای شامل Φ اگر باشد. Rn در فاز ضعیف بازیاب Φ = {ϕi}mi=١ کنید فرض [۴] .۴ . ۴ گزاره
است. فاز بازیاب Φ آن گاه باشد، استاندارد

است. بدیهی زیر نتیجه ۴ . ۴ گزاره از

شامل که ندارد وجود Rn برای Φ = {ϕi}٢n−٢
i=١ شکل به فاز ضعیف بازیاب مجموعه هیچ .۵ . ۴ قضیه

باشد. Rn در استاندارد پایه بردارهای

I ⊂ [٢n − ٢] هر برای صورت دراین باشد، فاز ضعیف بازیاب Rn در {xi}٢n−٢
i=١ اگر [٢] .۶ . ۴ قضیه

دارای x
∥x∥ −

y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ آن گاه ،y ⊥ span{xi}i∈Ic و x ⊥ span{xi}i∈I اگر ،|I| = n − ١ با

از جدا محافظ دارای x − y و x + y آن گاه ،∥x∥ = ∥y∥ = ١ اگر به ویژه هستند. ١٠ هم از جدا محافظ

بود. خواهند هم

٢ . ٣ گزاره از n = ٣ برای بودن فاز ضعیف بازیاب دادن نشان برای را بهتری شرایط ۶ . ۴ قضیه

بازیاب ٣ . ۴ لم شکل به قاب هایی که داد نشان می توان ممکن حالت ٣ با تنها مثال برای می کند. فراهم

فازند. ضعیف

این اما ،y ⊥ span{ϕi}i∈Ic و x ⊥ span{ϕi}i∈I آن گاه ،I = {(a, b, c), (−a, b, c)} اگر :١ حالت
محافظ دارای x

∥x∥ −
y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ بنابراین و y = (٠, c, b) و x = (٠,−c, b) می کند ایجاب مطلب

هستند. مجزا

این از ،y ⊥ span{ϕi}i∈Ic و x ⊥ span{ϕi}i∈I آن گاه ،I = {(a, b, c), (a,−b, c)} اگر :٢ حالت
محافظ دارای x

∥x∥ −
y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ لذا و y = (c, ٠, b) و x = (−c, ٠, b) باشیم داشته باید مطلب

هستند. مجزا

این اما ،y ⊥ span{ϕi}i∈Ic و x ⊥ span{ϕi}i∈I آن گاه ،I = {(a, b, c), (a, b,−c)} اگر :٣ حالت

10Disjointly supported



١۴٣١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

مجزا محافظ دارای x
∥x∥ −

y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ لذا و y = (b, a, ٠) و x = (−b, a, ٠) می کند ایجاب مطلب

هستند.

داد: نشان می توان ۶ . ۴ قضیه از استفاده با

مولفه های در صفر درایه دو که ندارد وجود R٣ در {ϕi}۴i=١ مانند فازی ضعیف بازیاب قاب هیچ .٧ . ۴ لم
صورت به یکسان

{x١ = (٠, a٢, a٣), x٢ = (٠, b٢, b٣), x٣ = (c١, c٢, c٣), x۴ = (d١, d٢, d٣)}

R٢ در فاز ضعیف بازیاب آن یکسان مولفه های دو از عضوی ۴ مجموعه زیر هر آن در که باشند داشته

باشند.

x بردار دو و |I| = {(٠, a٢, a٣), (٠, b٢, b٣)} کنید فرض شود، کم مطلب کلیت از اینکه بدون اثبات.

انتخاب ،||x|| , ||y|| آن در که y ⊥ span{xi}i∈Ic و x = (١, ٠, ٠) ⊥ span{xi}i∈I شرط با را y و

این دارد. خود مولفه های در صفر یک حداکثر y ولی دارد دومش مولفه دو در صفر درایه دو x آن گاه کنید.

نمی تواند ۶ . ۴ قضیه بر بنا لذا و نیستند مجزا محافظ دارای x
∥x∥ −

y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ می کند ایجاب مطلب

باشد. فاز ضعیف بازیاب

کنید فرض .٨ . ۴ مثال

Φ =



٠ ١ ٢

٠ ١ −٢

٣ ١ −٢

٣ −١ ٢


y = (٠, ٢, ١) ⊥ و x = (١, ٠, ٠) ⊥ span{xi}i∈I و I = {(٠, ١, ٢), (٠, ٢−,١)} دهید قرار حال

نیستند. مجزا محافظ دارای x
∥x∥ −

y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ ولی ،span{xi}i∈Ic

می دانیم .٩ . ۴ مثال
Φ = {(١, ١), (١−,١), (١, ١), (٣−,٣)}



١۴۴١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

ولی است. R٢ در فاز ضعیف بازیاب قاب یک

Ψ = {(١, ١, ١), (٢, ١−,١), (٢, ١, ١), (۶, ٣−,٣)}

چون باشد، R٣ در فاز ضعیف بازیاب نمی تواند لذا و نیست کامل اسپارک قاب

{(١, ١), (٢, ١), (٢, ١), (۶, ٣)}

باشد. R٢ در فاز ضعیف بازیاب نمی تواند

مضرب یک از بیش شامل که ندارد وجود R٣ در {ϕi}۴i=١ مانند فازی ضعیف بازیاب قاب هیچ .١٠ . ۴ لم
باشد. استاندارد پایه بردارهای از

باشد. پایه بردارهای از مضرب دو شامل {ϕi}۴i=١ کنید فرض شود، کم مطلب کلیت از اینکه بدون اثبات.

همچنین دارد. وجود {ϕi}۴i=١ بردارهای در یکسان مولفه دو در صفر دو که می کند ایجاب مطلب این

بازیاب {ϕi}۴i=١ ،٧ . ۴ لم به بنا نتیجه در نیستند. R٢ در فاز ضعیف بازیاب (١, ٠), (٠, ١) بردارهای

نیست. R٣ در فاز ضعیف

می کنیم: ثابت n = ۴ حالت برای را ٧ . ۴ لم ما حال

صورت به R۴ در Φ = {ϕi}۶i=١ مانند فازی ضعیف بازیاب قاب هیچ .١١ . ۴ لم

{(٠, ٠, a٣, a۴), (٠, ٠, b٣, b۴), (c١, c٢, c٣, c۴), (d١, d٢, d٣, d۴), (e١, e٢, e٣, e۴), ( f١, f٢, f٣, f۴)}

نباشند. R٢ در فاز ضعیف بازیاب (b٣, b۴) و (a٣, a۴) بردارهای آن در که ندارد وجود



١۴۵١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

کنید فرض اثبات.

Φ =



٠ ٠ a٣ a۴

٠ ٠ b٣ b۴

c١ c٢ c٣ c۴

d١ d٢ d٣ d۴

e١ e٢ e٣ e۴

f١ f٢ f٣ f۴


.

u = (c, d) و t = (a, b) بردارهای آن گاه نیستند، R٢ در فاز ضعیف بازیاب (b٣, b۴) و (a٣, a۴) چون

ما نیستند. هم فاز ضعیف طور به t, u ∈ R٢ اما |⟨t, ai⟩| = |⟨u, ai⟩| ،i = ٣, ۴ برای که موجودند چنان

i ∈ [۶] برای حال .u = (u١, u٢, c, d) و t = (t١, t٢, a, b) آن در که می دهیم توسعه R۴ به را u و t

دو ،i = ٣, ۴ برای اما داریم، عددی تساوی دو ما i = ١, ٢ برای ،|⟨t, xi⟩| = |⟨u, xi⟩| می دهیم قرار

⟨t, xi⟩ = −⟨u, xi⟩ و i = ٣, ۴ برای ⟨t, xi⟩ = ⟨u, xi⟩ فرض با دارد. وجود مجهولی چهار معادله

هم فاز ضعیف طور به u و t اما داریم. u و t برای یکتایی جواب معادلات سیستم این ،i = ۵, ۶ برای

نیستند.

داد: توسعه n = ۴ به را ١٠ . ۴ لم می توان

مضرب یک از بیش شامل که ندارد وجود R۴ در {ϕi}۶i=١ مانند فاز ضعیف بازیاب قاب هیچ .١٢ . ۴ لم
باشد. R۴ پایه بردارهای از

می باشد. ١٠ . ۴ لم اثبات مشابه کاملا لم این اثبات اثبات.

کامل اسپارک قاب هرگاه .١٣ . ۴ نکته

{(a١, a٢, a٣, a۴), (b١, b٢, b٣, b۴), (c١, c٢, c٣, c۴), (d١, d٢, d٣, d۴), (e١, e٢, e٣, e۴), ( f١, f٢, f٣, f۴)}

تایی، سه و دو یکسان مولفه های از عضوی ۴ زیرمجموعه هر آن گاه باشد، R۴ در فاز ضعیف بازیاب

است. بهتر دوم نتیجه اما بود. خواهد R٣ و R٢ در فاز ضعیف بازیاب



١۴۶١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

کامل اسپارک قاب .١۴ . ۴ مثال

X = {(١, ١, ٢, ٣), (٠, ١, ٣−,١), (٢−,١−,١, ٣), (٠, ٣−,٢−,١), (٠, ١, ۴, ۵), (٠, ١, ٣,−۵)}

R٢ در فاز ضعیف بازیاب تایی، دو یکسان مولفه های از عضوی ۴ زیرمجموعه هر بگیرید. نظر در را R۴ در

{(١, ١, ٢), (٠, ١, ١), (٢−,١−,١), (٠, ٢−,١), (٠, ١, ۴), (٠, ١, ٣)} ،١١ . ۴ لم بنابر چون ولی است،

بود. نخواهد R۴ در فاز ضعیف بازیاب قاب، این لذا نیست، R٣ در فاز ضعیف بازیاب

پایه بردار به بردارها از یکی که داد دوران چنان می توان را قاب هر بردارهای می دانیم که طور همان

نیست. پایا دوران تحت فاز ضعیف بازیابی خاصیت همچنین شود. تبدیل

کافی است ۶ . ۴ قضیه در است، کامل اسپارک قاب یک ،{xi}٢n−٢
i=١ فاز ضعیف بازیابی قاب هر چون

حال باشد. R٣ در فاز ضعیف بازیاب {xi}۴i=١ کنید فرض دهیم. قرار بررسی مورد را |I| = n− ١ حالت

اگر ،|I| = ٢ هر برای
x
∥x∥ −

y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ آن گاه ،y = (y١, y٢, y٣) ⊥ span{xi}i∈Ic و x = (x١, x٢, x٣) ⊥ span{xi}i∈I

هستند. مجزا محافظ دارای

باشیم داشته باید پس هستند. مجزا محافظ دارای x− y و x+ y داریم ،∥x∥ = ∥y∥ = ١ کنیم فرض اگر

سه بنابراین هستند. مجزا محافظ دارای (x١ − y١, x٢ − y٢, x٣ − y٣) و (x١ + y١, x٢ + y٢, x٣ + y٣)

بیفتد: اتفاق است ممکن زیر حالت

:١ حالت

x١ + y١ , ٠ و x١ − y١ = ٠, x٢ + y٢ , ٠ و x٢ − y٢ = ٠, x٣ + y٣ = ٠ و x٣ − y٣ , ٠

است غیرممکن حالت این اما .y = (x١, x٢,−x٣) و x = (x١, x٢, x٣) باشیم داشته باید حالت این در

بیابیم. آن برای نقضی مثال می توانیم I تغییر با چون



١۴٧١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

کامل اسپارک قاب .١۵ . ۴ مثال

Φ =



١ ٢ ٣

۴ ۵ ۶

١ −٢ ٣

۴ −۵ ۶


آن گاه ،I = {(١, ٢, ٣), (۴, ۵, ۶)} دهیم قرار اگر بگیرید. نظر در را

I′ = کنیم فرض اگر اما ،y = (١, ٢, ١) ⊥ span{xi}i∈Ic و x = (٢−,١, ١) ⊥ span{xi}i∈I
y = (٣, ١−,٠) ⊥ و x = (٣, ٢−,٠) ⊥ span{xi}i∈I′ داشت خواهیم آن گاه ،{(١, ٢, ٣), (٢−,١, ٣)}
همواره اگر کلی حالت در نیستند. مجزا محافظ دارای x

∥x∥ −
y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ ولی ،span{xi}i∈{Φ}−I′

این بردارها تعداد به توجه با ولی باشد، فاز بازیاب باید قاب این ،[۴] به بنا باشد، برقرار حالت این

بود. خواهد ممکن غیر مطلب

:٢ حالت

x١ + y١ = x١ − y١ = ٠, x٢ + y٢ , ٠ و x٢ − y٢ = ٠, x٣ + y٣ = ٠ و x٣ − y٣ , ٠

،y = (٠, x٢,−x٣) و x = (٠, x٢, x٣) باشیم داشته باید حالت این در

:∥x∥ , ∥y∥ دهید قرار حال

:٣ حالت
y = و x = (٠, x٢, x٣) آن گاه .∥y∥ = k∥x∥ باشیم داشته باید ،k ∈ R برخی برای حالت این در

هستند. مجزا محافظ دارای x
∥x∥ −

y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ و (٠,−kx٢, kx٣)

می کنیم: ارائه است، مناسب ٣ حالت برای که ۶ . ۴ قضیه برای مثالی حال

کنید فرض .١۶ . ۴ مثال

Φ =



٣ ١ ٢

−٣ ١ ٢

٣ −١ ٢

٣ ١ −٢





١۴٨١۵١٢٧ - ١ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی دارابی، رحیمی، اکرمی،

x = (٢−,٠, ١) ⊥ span{(٣, ١, ٢), (−٣, ١, ٢)} آن گاه R٣است، در فاز ضعیف قابΦبازیاب می دانیم

و
x
∥x∥ −

y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ نیز و ∥x∥ , ∥y∥ داریم .y = (٠, ۴, ٢) ⊥ span{(١−,٣, ٢), (٣, ٢−,١)}

. x
∥x∥ −

y
∥y∥ = (٠, −۴√

۵ , ٠) و x
∥x∥ +

y
∥y∥ = (٠, ٠, ٢√

۵) چون هستند مجزا محافظ دارای

از مضربی هیچ شامل ،R٢ در عضوی ٢ فاز ضعیف بازیاب قاب هر دیده ایم، قبلا که طور همان

نیستند. پایه بردارهای

بردارهای از مضربی شامل که ندارد وجود ،R٣ در عضوی ۴ فاز ضعیف بازیاب قاب هیچ .١٧ . ۴ قضیه
باشد. پایه

وجود R٣ در X = {xi}۴i=١ فاز ضعیف بازیاب قاب کنیم فرض است. خلف برهان به روش اثبات اثبات.

صورت به و پایه بردارهای از مضربی شامل که دارد

X =



a١ ٠ ٠

b١ b٢ b٣

c١ c٢ c٣

d١ d٢ d٣


زیرمجموعه برای ،۶ . ۴ قضیه بر بنا آن گاه است، فاز ضعیف بازیاب X چون باشد.

I = {(a١, ٠, ٠), (b١, b٢, b٣)},

،y = (٠,−c٣, c٢) = (٠,−d٣, d٢) ⊥ span{xi}i∈Ic و x = (٠,−b٣, b٢) ⊥ span{xi}i∈I داریم

b٢ = c٢ = d٢ می کند ایجاب مطلب این هستند. مجزا محافظ دارای x
∥x∥ −

y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ آن گاه

به باید X لذا ،b١ = c١ = −d١ باشیم داشته باید ١٣ . ۴ ملاحظه به بنا همچنین .c٣ = d٣ = −b٣ و
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شکل

X =



a١ ٠ ٠

b١ b٢ −b٣

b١ b٢ b٣

−b١ b٢ b٣


x = (٠, b٣, b٢) ⊥ span{xi}i∈I′ داریم ،I′ = {(a١, ٠, ٠), (−b١, b٢,−b٣)} می دهیم قرار حال باشد.

و

نیستند. مجزا محافظ دارای x
∥x∥ −

y
∥y∥ و x

∥x∥ +
y
∥y∥ اما ،y = (−b٢, b١, ٠) ⊥ span{xi}i∈(I′)c

کنیم. طبقه بندی را R٣ در عضوی ۴ فاز ضعیف بازیاب قاب های می خواهیم اکنون

شکل به اگر تنها و اگر است فاز ضعیف بازیاب R٣ در Φ = {ϕk}۴k=١ کامل اسپارک قاب .١٨ . ۴ قضیه

{ϵϕ١ = ϵ(a, b, c), ϵϕ٢ = ϵ(−a, b, c), ϵϕ٣ = ϵ(a,−b, c), ϵϕ۴ = ϵ(a, b,−c)}

هیچ شامل مجموعه این ،a, b, c , ٠ چون است. −١ یا +١ با برابر ϵ و a, b, c , ٠ آن در که باشد

بود. نخواهد استاندارد پایه بردارهای از مضربی

است. واضح ٣ . ۴ لم به :⇐بنا اثبات.

صورت به Φ = {ϕk}۴k=١ قاب کنید :⇒فرض

Φ =



a١ a٢ a٣

b١ b٢ b٣

c١ c٢ c٣

d١ d٢ d٣


یکسان مولفه های دو از زیرمجموعه هر ١٣ . ۴ ملاحظه به بنا آن گاه باشد. R٣ در فاز ضعیف بازیاب

{(a٢, a٣), (b٢, b٣), (c٢, c٣), (d٢, d٣)} بردارهای مجموعه اگر باشند. R٢ در فاز ضعیف بازیاب باید
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اگر .(b٢, b٣) = (a٢,−a٣) باید حداقل آن گاه باشد، R٢ در فاز ضعیف بازیاب

{(a١, a٣), (b١, b٣), (c١, c٣), (d١, d٣)}

اگر .(b١, b٣) = (a١,−a٣) باید حداقل آن گاه باشد، R٢ در فاز ضعیف بازیاب

{(a١, a٢), (b١, b٢), (c١, c٢), (d١, d٢)}

شکل به باید Φ لذا .(c١, c٢) = (a١,−a٢) باید حداقل آن گاه باشد، R٢ در فاز ضعیف بازیاب

Φ =



a١ a٢ a٣

a١ a٢ −a٣

a١ −a٢ c٣

d١ d٢ d٣


آن گاه .I = {(a١, a٢, a٣), (a١, a٢,−a٣)} کنید فرض می بندیم. به کار را ۶ . ۴ قضیه حال باشد.

d١ = −a١ پس ،y = (a٢, a٢, ٠) ⊥ span{ϕi}i∈Ic بنابراین و x = (−a٢, a٢, ٠) ⊥ span{ϕi}i∈I
x = (−a٢, a٢, ٠) ⊥ آن گاه .I′ = {(a١, a٢, a٣), (a١,−a٢, c٣)} کنید فرض سرانجام .d٢ = a٢ و

و span{ϕi}i∈I′
y = همچنین .c٣ = a٣ می شود نتیجه آن از که ،y = (−a٣, ٠, a١) ⊥ span{ϕi}i∈{Φ}−I′

.d٣ = a٣ لذا و ،(a٣, ٠, a١) ⊥ span{ϕi}i∈{Φ}−I′

قاب یک R٣ در ضعیف بازیاب قاب هر آن گاه ،a١ = a٢ = a٣ دهیم قرار اگر ١٨ . ۴ قضیه در

نیست. برقرار مطلب این قضیه، کلی حالت در ولی بود. خواهد نرم بازیاب
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