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مقدمه . ١

محسوب کسری حساب کاربردی و بااهمیت بسیار بخش های از یکی ١ کسری دیفرانسیل معادلات

بوده  پژوهشگران توجه مورد همواره معادلات از دسته این برای مناسب حل روش های یافتن و می شود

در کسری، دیفرانسیل معادلات جواب یکتایی و وجود برای کافی و لازم شرایط به مربوط قضایای است.

.[۶ ،١۴] آمده است تفصیل به مراجع از بعضی

علوم مختلف حوزه های در وسیعی کاربردهای حساب، از مهمی شاخه ی عنوان به ٢ کسری حساب

دارد. [٢] اقتصاد و [١۵] پزشکی ،[١٨] فیزیکی پدیده های مدل سازی قبیل از

رفته اند. کار به معادلات این حل برای مختلفی عددی و تحلیلی روش های معادلات، سایر مانند

دقت با عددی روش های از استفاده نیست، امکان پذیر سادگی به تحلیلی جواب یافتن که مواردی در

حل برای رفته کار به عددی روش های جمله از است. مناسبی جایگزین جواب، تعیین برای قبول قابل

استفاده ،[٢٣] ۴ متناهی تفاضل روش ،[١٧] ٣ کالوکیشن روش به می توان کسری دیفرانسیل معادلات

نمود. اشاره ۶ موجک ها و ،[٣ ،١٠ ،١١ ،١۶ ،٢١] ۵ عملیاتی ماتریس های از

سیگنال، پردازش عددی، آنالیز بهینه، کنترل سیستم، تحلیل و تجزیه قبیل از مواردی در موجک ها

از وسیعی پهنه ی دقیق نمایش در و هستند پرکاربرد بسیار سریع الگوریتم های و زمان-فرکانس الگوریتم

پهنه ی در متعامد توابع خانواده ی اساس بر توابع تقریب دارند. اهمیتی حائز نقش عمل گر ها، و توابع

کاربردهای با متعامد توابع جمله از می خورد. چشم به مهندسی و علوم در کاربردی مسائل از وسیعی

چلیشکف ، ٧ لژاندر های چندجمله ای بلاک-پالس، توابع کسینوس، و سینوس توابع به می توان گسترده،

مسئول ∗نویسنده
(محمدرضا yaghouti@guilan.ac.ir شریعتی)، مداح (نسیم nasim.maddah62@gmail.com ایمیلها: آدرس

یاقوتی).
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این متعامد پایه های از استفاده اصلی مزیت کرد. اشاره لژاندار و ١٠ برنولی موجک های و ٩ لاگر ، ٨

.[١ ،٩ ،١٢ ،٢٢] می یابد تقلیل غیرخطی یا خطی جبری معادلات دستگاه یک به مسأله که است

خود به را بیشتری توجه ،١١ تعامد مانند خاص ویژگی های دارای موجک های موجک ها، میان در

که ساخت ١۴ هموار موجک از ١٣ متعامدیکه پایه  ی یک ١٢ دابیشز اینگرید ١٩٨٨ سال در می کنند. جلب

[٠, ٢N−١] بازه ی صورت به آن ١٧ مقیاس محمل١۶تابع ،N مرتبه ی از ١۵ صفر گشتاور داشتن فرض با

بود. خواهد

توابع برای کسری انتگرال عملیاتی ماتریس ،١٨ پالس بلاک شبه توابع تعریف کمک به مقاله این در

صورت به کسری دیفرانسیل معادلات از دسته ای آن از استفاده با و می شود معرفی دابیشز موجک مقیاس

کلی

aDαt y(t) = f
(
t, y(t)

)
, a ≤ t < T, (١ . ١)

هم چنین دارد. اشاره ١٩ کاپوتو کسری مشتق به D نماد و α ∈ Q ،(١ . ١) رابطه ی در می شوند. حل

می گیریم نظر در زیر صورت به را اولیه شرایط

y(k)(a) = yk, k = ٠, ١, . . . , ⌈α⌉ − ١,

است. α با مساوی یا بزرگتر صحیح عدد نزدیک ترین ⌈α⌉ که طوری به
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سپس، می شود. ارائه موجک نظریه ی و کسری حساب پایه ای مفاهیم و تعاریف از برخی ،٢ بخش در

ادامه در می شود. بیان آن ها جالب ویژگی های از برخی و معرفی پالس بلاک شبه توابع ،٣ بخش در

در سپس می شود. معرفی دابیشز موجک مقیاس توابع کسری انتگرال عملیاتی ماتریس ،۴ بخش در

از دسته ای حل برای قبل بخش در شده معرفی عملیاتی ماتریس از استفاده با عددی روش یک ،۵ بخش

سرانجام، می شود. ارائه ٢٠ خطا آنالیز ،۶ بخش در ادامه در و می شود تشریح کسری دیفرانسیل معادلات

نتایج و می شوند حل مذکور روش از استفاده با ،٧ بخش در مثال دو پیشنهادی، روش کاربرد بررسی برای

می شوند. ارائه نمودار و جدول قالب در

اولیه مفاهیم و تعاریف . ٢

نظریه ی بر مروری سپس و می دهیم ارائه کسری انتگرال و مشتق از تعاریفی ابتدا بخش، این در

داشت. خواهیم دابیشز موجک ویژه به و موجک

کسری حساب . ٢ . ١

شده اند. نوشته [۶ ،١۴] منابع از بخش این مطالب

می شود تعریف زیر صورت به α > ٠ مرتبه ی از ٢١ ریمان-لیوویل انتگرال عمل گر .٢ . ١ تعریف

aIαt f (t) =a D−αt f (t) =
١
Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−١ f (τ)dτ. (٢ . ١)

می شود تعریف زیر صورت به α مرتبه ی از کاپوتو کسری مشتق .٢ . ٢ تعریف

aDαt f (t) =a D−(n−α)
t f (n)(t) =

١
Γ(n − α)

∫ t

a

f (n)(τ)dτ
(t − τ)α+١−n , n − ١ < α < n,

.n ∈ N که طوری به

20Error analysis
21Riemann-Liouville



١٠٩١٢۵ - ١٠۵ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها یاقوتی/ شریعتی، مداح

مشتق n + ١ دارای T > a هر برای f (t) تابع و ،٠ ≤ n − ١ < α < n که کنید فرض .٢ . ٣ نکته

معمولی مشتق همان کاپوتو مشتق ،α→ n وقتی صورت این در باشد. [a,T ] بازه ی در پیوسته کران دار

عبارتی به بود، خواهد n طبیعی مرتبه ی از f (t) تابع

lim
α→n

aDαt f (t) = f (n)(t), n = ١, ٢, . . . , a ≤ t ≤ T.

است: برقرار زیر رابطه ی کاپوتو کسری مشتق و ریمان-لیوویل انتگرال عمل گر برای .۴ . ٢ نکته

aD−αt
(
aDαt f (t)

)
= f (t) −

n−١∑
k=٠

f (k)(t)
∣∣∣
t=a

(t − a)k

Γ(k + ١)
, n − ١ ≤ α < n.

موجک نظریه ی . ٢ . ٢

L٢(R) از
{
V j
}

j∈Z زیرفضاهای از دنباله ای ،L٢(R) از ٢٢ چندریزه سازی آنالیز یک [١٣] .۵ . ٢ تعریف
باشند: برقرار زیر ویژگی های که طوری به است

.· · · ⊂ V−١ ⊂ V٠ ⊂ V١ ⊂ · · · ⊂ L٢(R) . ١

. f (t) ∈ V٠ ⇔ f (٢ jt) ∈ V j . ٢

. f (٢ jt) ∈ V j ⇔ f (٢ jt + ١) ∈ V j . ٣

.
∩

j V j = {٠}, (
∪

j V j) = L٢(R) . ۴

یک {ϕ(t − n)} که طوری به دارد وجود ناصفر انتگرال با مقیاس تابع به موسوم ϕ(t) ∈ V٠ تابع . ۵

است. V٠ برای یکه متعامد پایه ی

اگر است N مرتبه ی از صفر گشتاور دارای f (t) تابع [٢٠] .۶ . ٢ تعریف

∫
R

tm f (t)dt = ٠, ٠ ≤ m ≤ N − ١,

∫و
R

tN f (t)dt , ٠.

22Multiresolution
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رابطه ی ،N مرتبه ی از صفر گشتاورهای داشتن فرض با یعنی مقدمه، در مطرح شده شرایط تحت

می شود نوشته زیر صورت به دابیشز موجک مقیاس تابع برای ٢٣ دومقیاسی

ϕ(t) =
√

٢
D−١∑
k=٠

hkϕ(٢t − k), (٢ . ٢)

دسترس در مراجع از بعضی در و شده اند محاسبه دابیشز توسط {hk}k∈Z مقادیر .D = ٢N که طوری به

.[۵ ،١٣] هستند

که می شود استنباط روشنی به ،۵ . ٢ تعریف به توجه با

{ϕ j,k(t) := ٢ j/٢ϕ(٢ jt − k)| j, k ∈ Z},

است. V j برای یکه متعامد پایه ی یک

داد نمایش زیر صورت به می توان را f (t) ∈ L٢(R) تابع هر بنابراین

P j f (t) =
+∞∑

k=−∞
c j,kϕ j,k(t), (٢ . ٣)

و است V j فضای در f تابع متعامد تصویر P j f آن در که

c j,k =

∫ +∞
−∞

f (t)ϕ j,k(t)dt.

نوشته زیر شکل به (٢ . ٣) رابطه ی صحیح، انتهای و ابتدا نقاط با t ∈ [a, b] و f ∈ V j که حالتی در

می شود

P j f (t) =
٢ jb−١∑

k=٢ ja+١−L

c j,kϕ j,k(t), a < t < b,

23Dilation relation
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می شود نتیجه ،۵ . ٢ تعریف چهارم ویژگی از .[٨ ،١٩] L = D − ١ آن در که

lim
j→∞
∥ f − P j f ∥L٢ = ٠.

شود، زده تقریب ،N مرتبه ی از دابیشز موجک با ،V j فضای در f ∈ CN هموار تابع اگر .٢ . ٧ قضیه
آن گاه

∃C > ٠, ∥ f − P j f ∥L٢ ≤ C٢− jN .

ببینید. را [۴] اثبات برای اثبات.

دوتایی و صحیح نقاط در دابیشز موجک مقیاس تابع محاسبه ی . ٢ . ٢ . ١

صورت به ٢۴ دوتایی نقاط

t =
k
٢ j , j, k ∈ Z.

بود خواهند زیر شکل به [٠,D − ١] بازه ی در نقاط این j ≥ ٠ برای .[٢٠] می شوند تعریف

t =
n
٢ j , n = ٠, ١, ٢, · · · , ٢ j(D − ١).

هیچ دابیشز موجک مقیاس تابع برای هستند. صحیح نقاط همان دوتایی نقاط j = ٠ وقتی وضوح به

به صحیح نقاط در تابع این مقادیر ابتدا می آید ادامه در که روندی در اما ندارد. وجود صریحی صورت

نقاط جای گذاری با می شوند. تعیین دوتایی نقاط در تابع مقادیر آن، از استفاده با سپس و می آیند دست

می رسیم زیر همگن دستگاه به ،(٢ . ٢) رابطه ی در محمل بازه ی صحیح

(A − I)Φ = ٠,

24Dyadic points
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آن در که

AD×D =
√

٢



h٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠

h٢ h١ h٠ · · · ٠ ٠ ٠

h۴ h٣ h٢ · · · ٠ ٠ ٠
...
...
... · · · ...

...
...

٠ ٠ ٠ · · · hD−٣ hD−۴ hD−۵

٠ ٠ ٠ · · · hD−١ hD−٢ hD−٣

٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠ hD−١



,

و

ΦD×١ =



ϕ(٠)

ϕ(١)

ϕ(٢)
...

ϕ(D − ٣)

ϕ(D − ٢)

ϕ(D − ١)



,

شرط یک به یکتا جواب داشتن برای اکنون است. A ماتریس با هم مرتبه همانی ماتریس I و

[١٣] است زیر صورت به که داریم نیاز نرمال سازی

D−١∑
k=٠
ϕ(t − k) = ١.

می آیند. دست به بازه صحیح نقاط در مقیاس تابع مقادیر آمده، دست به خطی دستگاه حل با سرانجام،

نقاط در مقیاس تابع مقادیر ٢۵ کسکد الگوریتم به موسوم زیر بازگشتی الگوریتم از استفاده با ادامه در

25Cascade
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می شوند تعیین دوتایی

ϕ
( n
٢ j

)
=
√

٢
D−١∑
k=٠

hkϕ
( n
٢ j−١ − k

)
, n = ١, ٣, ۵, · · · , ٢ j(D − ١) − ١.

پالس بلاک شبه توابع . ٣

نقاط که تفاوت این با است پالس بلاک توابع با مشابه توابعی معرفی توابع، این تعریف از ما قصد

نیستند. الفاصله متساوی لزوماً و می شوند انتخاب دلخواه طور به گره ای

صورت به [٠,T ) بازه ی روی پالس بلاک شبه توابع از عضوی m افراز یک m ∈ N برای .٣ . ١ تعریف
می کنیم: تعریف زیر

bi(t) =

 ١, ti ≤ t < ti+١,

٠, صورت این غیر ,در
(٣ . ١)

و ،i = ١, . . . ,m که

٠ = t١ < t٢ < · · · < tm < tm+١ = T.

i, j = برای دیگر عبارت به دارند. تعامد و ٢۶ انفصال ویژگی  (٣ . ١) در شده تعریف
{
bi
}m
i=١ توابع

داریم ،١, . . . ,m

bi(t)b j(t) =


bi(t), i = j,

٠, i , j,

26Disjointness
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و

∫ T

٠
bi(t)b j(t)dt =


∆it, i = j,

٠, i , j,

.∆it = ti+١ − ti آن در که

داد نمایش زیر صورت به می توان را f (t) ∈ L٠])٢,T )
)

کراندار و مقدار حقیقی تابع

f (t) =
∞∑

i=١
fibi(t), (٣ . ٢)

که طوری به

fi =
١
∆it

∫ T

٠
f (t)bi(t)dt.

می کنیم: استفاده زیر صورت به جمله m با (٣ . ٢) قطع شده ی سری از توابع، تقریب برای

f (t) ≈
m∑

i=١
fibi(t) = FT Bm(t) = Bm(t)T F, (٣ . ٣)

.F = [ f١, f٢, . . . , fm]T آن در که

پالس بلاک شبه توابع کسری انتگرال عملیاتی ماتریس . ٣ . ١

نوشت زیر صورت به می توان را (٢ . ١) رابطه ی می کنیم. صرف نظر اندیس ها از ادامه در سادگی برای

Iα f (t) =
١
Γ(α)

tα−١ ∗ f (t), ٠ ≤ t < T, (۴ . ٣)

داریم (٣ . ٣) از است. ٢٧ کانولوشن ضرب ∗ آن در که

27Convolution product
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Iα f (t) =
١
Γ(α)

tα−١ ∗ f (t) ≈ FT ١
Γ(α)

{
tα−١ ∗ Bm(t)

}
.

بگیریم نتیجه می توانیم ٢٨ لاپلاس تبدیل از استفاده با

L
{ ١
Γ(α)

tα−١ ∗ bi(t)
}
=

١
Γ(α + ١)

Γ(α + ١)
S α+١

{
e−sti − e−sti+١

}
.

می دهد نتیجه لاپلاس معکوس تبدیل اکنون

١
Γ(α)

∫ t

٠
(t − τ)α−١bi(τ)dτ =

١
Γ(α + ١)

{
(t − ti)αu(t − ti)− (t − ti+١)αu(t − ti+١)

}
, (۵ . ٣)

به پالس بلاک شبه توابع ویژگی های و تعریف به توجه با است. ٢٩ واحد پله ای تابع u(t) این جا در که

برای روشنی

داشت خواهیم j = ١, . . . ,m

(t − t j)αu(t − t j) ≈
m∑

i=١
di, jbi(t) =

[
٠, . . . , ٠, d j, j, d j+١, j, . . . , dm, j

]Bm(t),

که

di, j =
١
∆it

∫ ti+١−t j

ti−t j

tαu(t)dt =
(ti+١ − t j)α+١ − (ti − t j)α+١

∆it(α + ١)
, i, j = ١, . . . ,m.

28Laplace transform
29Unit step function
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بنویسیم می توانیم (۵ . ٣) از بنابراین

١
Γ(α)

∫ t

٠
(t − τ)α−١bi(τ)dτ =

١
Γ(α + ١)

[
٠, ٠, . . . , ٠, di,i, di+١,i − di+١,i+١, di+٢,i − di+٢,i+١, . . . , dm,i − dm,i+١

]
Bm(t),

می گیریم نتیجه سرانجام و

IαBm(t) =
١
Γ(α)

∫ t

٠
(t − τ)α−١Bm(τ)dτ = FαBm(t), (۶ . ٣)

داریم فوق رابطه ی در که

Fα =
١

Γ(α + ٢)



d̄١,١ d̄٢,١ − d̄٢,٢ d̄٣,١ − d̄٣,٢ . . . d̄m,١ − d̄m,٢

d̄٢,٢ d̄٣,٢ − d̄٣,٣ . . . d̄m,٢ − d̄m,٣

d̄٣,٣ . . . d̄m,٣ − d̄m,۴
. . .

...

٠ d̄m,m


,

و

d̄i, j =
(ti+١ − t j)α+١ − (ti − t j)α+١

ti+١ − ti
.

دابیشز موجک مقیاس توابع برای کسری انتگرال عملیاتی ماتریس . ۴

می گیریم نظر در زیر صورت به را دابیشز موجک مقیاس توابع بردار

ϕm(t) =
[
ϕ j,k١(t), ϕ j,k١+١(t), . . . , ϕ j,k٢(t)

]T
,
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باشند زیر صورت به گره ای نقاط کنید فرض .k٢ − k١ = m − ١ که

T =
{
ti|i = ١, . . . ,m

}
,

می کنیم تعریف زیر صورت به را دابیشز موجک مقیاس توابع ماتریس

Φm = [ϕm(t١), ϕm(t٢), . . . , ϕm(tm)].

داریم گره ای نقاط در

ϕm(t) = ΦmBm(t), (١ . ۴)

آن جا از و

Bm(t) =
(
Φm

)−١
ϕm(t). (٢ . ۴)

باشد زیر صورت به دابیشز موجک مقیاس توابع برای کسری انتگرال عملیاتی ماتریس کنید فرض اکنون

Iαϕm(t) ≈ Pαϕm(t). (٣ . ۴)

بنویسیم می توانیم (٢ . ۴) و ،(١ . ۴) ،(۶ . ٣) از گره ای نقاط در

Iαϕm(t) = IαΦmBm(t) = ΦmIαBm(t) = ΦmFαBm(t) = ΦmFα(Φm)−١ϕm(t),

می شود نتیجه بنابراین

Pα = ΦmFα
(
Φm

)−١
. (۴ . ۴)
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پیشنهادی روش . ۵

٢ مرتبه ی از (DWM) ٣٠ دابیشز موجک مقیاس توابع مبنای بر عددی روش یک بخش این در

اولیه ی شرایط با (١ . ١) کسری دیفرانسیل معادلات حل برای

y(k)(٠) = ٠, k = ٠, ١, . . . , ⌈α⌉ − ١, (١ . ۵)

می دهیم. ارائه

می دهیم قرار .T = ١ و a = ٠ می کنیم فرض

Dαy(t) =
k٢∑

k=k١

c j,kϕ j,k(t) = CTϕm(t), (٢ . ۵)

عمل گر گیری کار به با سپس شوند. تعیین باید c j,k ضرایب و ،k٢ = ٢ j − ٢ ،k١ = ١ − L آن در که

داشت خواهیم (٣ . ۴) رابطه ی و (١ . ۵) اولیه شرایط اعمال و α مرتبه ی از لیوویل ریمان انتگرال

y(t) = CT Iαϕm(t) = CT Pαϕm(t). (٣ . ۵)

گره ای نقاط عنوان به بازه  دوتایی نقاط گرفتن نظر در و (١ . ١) معادله ی در (٣ . ۵) ،(٢ . ۵) جای گذاری با

ها c j,k آن در که می رسیم غیرخطی یا خطی معادلات دستگاه یک به ،(۴ . ۴) و (١ . ۴) از استفاده با و

می آید. دست به عددی جواب (٣ . ۵) رابطه ی از استفاده با سپس و دستگاه این حل با هستند. مجهولات

خطا آنالیز . ۶

در را خود قضیه ی آن، از استفاده با سپس و بیان را ٣١ یانگ معروف نامساوی ابتدا بخش، این در

می کنیم. اثبات و بیان عددی خطای با ارتباط

30Daubechies Wavelet Method
31Young’s inequality
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،t هر تقریباً برای آن گاه ،g ∈ Lp(١ ≤ p ≤ ∞) و f ∈ L١ کنید فرض یانگ) (نامساوی .١ . ۶ قضیه
هم چنین و ، f ∗ g ∈ Lp که طوری به دارد وجود f ∗ g(t)

∥ f ∗ g∥p ≤ ∥ f ∥١∥g∥p.

ببینید. را [٧] اثبات برای اثبات.

روش با آمده دست به عددی جواب و دقیق جواب ترتیب به y(t) و Y(t) کنید فرض .٢ . ۶ قضیه
معادله ی برای V j فضای در N مرتبه ی از دابیشز موجک مقیاس تابع از استفاده با DWM پیشنهادی

مؤلفه ی به نسبت ٣٢ لیپ شیتز شرط در f کنید فرض هم چنین باشند. (١ . ۵) اولیه ی شرایط با (١ . ١)

خطای برای که طوری به دارد وجود D > ٠ آن گاه باشد. برقرار ١ . ۶ قضیه ی شرایط و کند صدق دوم
٣٣ مانده ی

E(t) = Dαy(t) − f
(
t, y(t)

)
,

داریم

∥E(t)∥٢ ≤ D٢− jN .

بنویسیم می توانیم (۴ . ٣) از اثبات.

Y(t) − y(t) = Iα
(DαY(t)

) − Iα
(Dαy(t)

)
= Iα
(DαY(t) −Dαy(t)

)
=

١
Γ(α)

tα−١ ∗ (DαY(t) −Dαy(t)
)
.

32Lipschitz condition
33Residual error
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داریم ،١ . ۶ قضیه ی کمک به و اخیر رابطه ی روی Lنُرم-٢ اعمال با

∥Y(t) − y(t)∥٢ =
١
Γ(α)
∥tα−١ ∗ (DαY(t) −Dαy(t)

)∥٢
≤ ١
Γ(α)
∥tα−١∥١∥DαY(t) −Dαy(t)∥٢

=
١
Γ(α)

∫ ١

٠
|tα−١|dt ∥DαY(t) −Dαy(t)∥٢.

می رسیم زیر رابطه ی به نتیجه در

∥Y(t) − y(t)∥٢ ≤
١

Γ(α + ١)
∥DαY(t) −Dαy(t)∥٢. (١ . ۶)

که طوری به دارد وجود λ > ٠ طرفی از

∥ f (t,Y(t)
) − f
(
t, y(t)

)∥٢ ≤ λ∥Y(t) − y(t)∥٢. (٢ . ۶)

بنویسیم می توانیم است (١ . ١) معادله ی دقیق جواب Y(t) که این  به توجه با اکنون

E(t) = Dαy(t) − f
(
t, y(t)

) − (DαY(t) − f
(
t,Y(t)

))
,

می گیریم نتیجه (٢ . ۶) و (١ . ۶) گیری کار به و Lنُرم-٢ اعمال با

∥E(t)∥٢ ≤ ∥Dαy(t) −DαY(t)∥٢ + ∥ f
(
t,Y(t)

) − f
(
t, y(t)

)∥٢
≤ ∥Dαy(t) −DαY(t)∥٢ +

λ

Γ(α + ١)
∥DαY(t) −Dαy(t)∥٢.

بنابراین

∥E(t)∥٢ ≤ K∥DαY(t) −Dαy(t)∥٢,
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که طوری به

K = ١ +
λ

Γ(α + ١)
.

که طوری به دارد وجود C > ٠ که می دانیم ،٢ . ٧ قضیه ی از طرفی از

∥DαY(t) −Dαy(t)∥٢ ≤ C٢− jN ,

می رسیم زیر رابطه ی به سرانجام

∥E(t)∥٢ ≤ KC٢− jN ,

می کند. کامل را اثبات که

عددی نتایج . ٧

در مقدار بیشترین می دهیم. قرار نقد مورد مثال دو ارائه ی با را پیشنهادی روش کاربرد بخش، این در

عنوان به را (RMSE) ٣۶ مربعات میانگین جذر خطای و ( ٣۵ بی نهایت (نُرم ٣۴ مطلق خطای بردار

و Y(t) کنید فرض می کنیم. استفاده دقیق جواب به عددی جواب نزدیکی میزان بررسی برای معیاری

آن گاه باشند. V j فضای در عددی جواب و دقیق جواب ترتیب به y j(t)

e j(ti) =
∣∣∣Y(ti) − y j(ti)

∣∣∣ , ti ∈ [٠, ١), i = ١, ٢, . . . ,m,

∥e j(ti)∥∞ = max
١≤i≤m

∣∣∣Y(ti) − y j(ti)
∣∣∣ ,

34Absolute error
35Infinity norm
36Root-Mean-Square error
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RMS E =

√∑m
i=١ e j

٢(ti)
m

.

خطی کسری دیفرانسیل معادله ی ابتدا .٧ . ١ مثال

Dαy(t) + y(t) = t۴ − ١
٢

t٣ − ٣
Γ(۴ − α)

t٣−α +
٢۴

Γ(۵ − α)
t۴−α, ٠ < α < ١, (٧ . ١)

صورت به (٧ . ١) معادله ی دقیق جواب می کنیم. حل y(٠) = ٠ اولیه ی شرط با α = ١
۴ برای را

.[١] است y(t) = t۴ − ١
٢ t٣

را دقیق جواب همین طور و j = ۶ ازای به پیشنهادی روش با آمده دست به عددی نتایج ١ جدول

ازای به مربعات میانگین جذر خطای و مطلق خطای مقدار بیشترین می دهد. نشان نقاط از بعضی در

j = ۵ برای آمده دست به عددی جواب نمودار ١ شکل هم چنین، است. آمده ٢ جدول در مختلف سطوح

می دهد. نشان را دقیق جواب و
زمان پیشنهادی روش دقیق جواب مطلق خطای

٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٢٫٢٢٢۶٢٧٧e − ٢٢
٠٫٢٣۴ −٠٫٠٠٣۴٢٠٣ −٠٫٠٠٣۴١٩٨ ۵٫١۴١٠١۵٢e − ٠٧
٠٫۴٨۴ −٠٫٠٠١٧۶٣۵ −٠٫٠٠١٧٧۵٧ ١٫٢١٧۵٩٠٧e − ٠۵
٠٫٧٣۴ ٠٫٠٩٢٨۶٣١ ٠٫٠٩٢٨٢۵٠ ٣٫٨٠٨٩٣٨۶e − ٠۵
٠٫٩٨۴ ٠٫۴۶٢٠٩٩۶ ٠٫۴۶٢٠٢٢٨ ٧٫۶٧٣٣۴٧٣e − ٠۵

٧ . ١ مثال بازه، نقاط از بعضی در دقیق جواب و j = ۶ ازای به عددی نتایج :١ جدول

خطا j = ۴ j = ۵ j = ۶ j = ٧
∥e j(t)∥∞ ٩٫۴٧۵۵٩۶۴e − ٠۴ ٢٫٧٧٩٧٢٣٣e − ٠۴ ٧٫۶٧٣٣۴٧٣e − ٠۵ ٢٫٠۵٠٣۴٨۶e − ٠۵
RMS E ٣٫٩٧٩١۴٩٨e − ٠۴ ١٫١۶٠٢٩١٨e − ٠۴ ٣٫٢٠٠١٧٨٠e − ٠۵ ٨٫۵۵٨٩٧٨٨e − ٠۶

٧ . ١ مثال مختلف، سطوح در خطا :٢ جدول

غیرخطی کسری دیفرانسیل معادله ی اکنون .٧ . ٢ مثال

Dαy(t) + y٢(t) = t +
( tα+١

Γ(α + ٢)

)٢
, ٠ < α ≤ ٢, (٧ . ٢)

(٧ . ٢) معادله ی دقیق جواب کنیم. می حل y(٠) = y′(٠) = ٠ اولیه ی شرایط با α = ١٫٢۵ ازای به را

.[١] است y(t) =
tα+١

Γ(α + ٢)
صورت به
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٧ . ١ مثال ، j = ۵ برای دقیق جواب و عددی جواب نمودار :١ شکل

در نقاط از بعضی در دقیق جواب نیز و j = ۶ برای پیشنهادی روش با آمده دست به عددی نتایج

برای نیز مربعات میانگین جذر خطای و مطلق خطای مقدار بیشترین است. شده داده نشان ٣ جدول

دقیق جواب و j = ۵ سطح در عددی جواب نمودار ٢ شکل است. آمده ۴ جدول در مختلف سطح چند

می دهد. نشان را

زمان پیشنهادی روش دقیق جواب مطلق خطای
٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠e + ٠٠
٠٫٢٣۴ ٠٫٠١۵٠٣٩۵ ٠٫٠١۴٩٩٢٩ ۴٫۶۶٠٨۴٣٠e − ٠۵
٠٫۴٨۴ ٠٫٠٧۶٨٣۴٩ ٠٫٠٧۶٧٧٩۵ ۵٫۵٣۶٨٣٨٩e − ٠۵
٠٫٧٣۴ ٠٫١٩۵٨٩٩١ ٠٫١٩۵٨۴٠١ ۵٫٩٠٠۵٨٩٧e − ٠۵
٠٫٩٨۴ ٠٫٣٧٨۶٧٢۵ ٠٫٣٧٨۶١۴٩ ۵٫٧۶۵١٢٨۶e − ٠۵

٧ . ٢ مثال بازه، نقاط از بعضی در دقیق جواب و j = ۶ ازای به عددی نتایج :٣ جدول

خطا j = ٣ j = ۴ j = ۵ j = ۶
∥e j(t)∥∞ ٣٫٧٣۵٩۶٣۴e − ٠٣ ٩٫۴٢۴٧۴۶٣e − ٠۴ ٢٫٣۶٣١۴١٢e − ٠۴ ۵٫٩١۶۶٢٣٧e − ٠۵
RMS E ٢٫٩۵٠۶٠٨٠e − ٠٣ ٧٫٨٨۴۶۵٨۴e − ٠۴ ٢٫٠٣۶٠٩٨۶e − ٠۴ ۵٫١٧٢١٧٢۶e − ٠۵

٧ . ٢ مثال مختلف، سطوح در خطا :۴ جدول
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