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مقدمه . ١

می نشان C و R علامت های با ترتیب به را مختلط و حقیقی اعداد میدان های مقاله، این سراسر در

ماتریس ،n مرتبه از A مختلط و حقیقی ماتریس از منظور قضایا و تعاریف کلیه ی در همچنین دهیم.

نگاشت کنید فرض است. C یا R میدان های به متعلق ترتیب به آن درایه های که است n × n مربعی

یعنی باشد، جمعی همریختی f : R→ R

f (x + y) = f (x) + f (y), (x, y ∈ R). (١ . ١)

توسط بار اولین تابعی معادله ی این است. معروف کوشی جمعی تابعی معادله ی به عنوان اخیر معادله ی

در آن را عمومی فرم ١٨٢١ سال در که بود فردی اولین کوشی اما گردید، معرفی ١٧٩١ سال در لژاندر

عبارت اند نگاشت هایی چنین پیوسته ی فرم که داد نشان وی .[٩] نمود تعیین است پیوسته f که حالتی

از:

f (x) = cx, (x ∈ R)

پیوسته R از نقطه یک در f اگر حتی که می شود ملاحظه آسانی به است. حقیقی عددی c آن در که

مساله ی یک عنوان به جمعی، ناپیوسته تابع وجود مساله ی مدت ها تا است. پیوسته R بر آن گاه باشد

R روی جمعی همریختی های که دهند نشان می توانستند نه ریاضیدانان بود. مانده باقی نشده حل باز

١٩٠۵ سال در اینکه تا کنند، ارائه R روی ناپیوسته همریختی یک از مثالی می توانستند نه و پیوسته اند

از مثالی میدان، یک روی برداری فضای مفهوم کمک به شد موفق همل نام به آلمانی ریاضیدان یک

نشان را همریختی هایی چنین بودن پیوسته اهمیت مطلب این کند. ارائه R روی ناپیوسته همریختی

واقع در دارند. پیچیده ای نمودار و نیستند ملموس جمعی ناپیوسته همریختی هایِ ضابطه ی متاسفانه داد.

.[٩] هستند چگال معمولی) متر (با R٢ متریک فضای در نگاشت هایی چنین نمودار

فرم تعیین ،R روی جمعی پیوسته همریختی های عمومی فرم شناختِ مهم بسیار کاربردهای از یکی

معادله ی پیوسته ی جواب های عمومی فرم مثال عنوان به است. دیگر مشهور تابعی معادلات عمومی

تابعی

g(x + y) = g(x)g(y), (x, y ∈ R). (١ . ٢)
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.[١] است حقیقی عددی c آن در که است g(x) = ecx یا g(x) = ٠ به صورت های

که h(z+w) = h(z)+ h(w) تابعی معادله ی پیوسته ی جواب های عمومی فرم دیگر، مثال عنوان به

که است h(z) = c١z + c٢z از  است عبارت است، مختلط نگاشتی h : C → C و z,w ∈ C آن در

.[١] ،c١, c٢ ∈ C آن در

Mn(C) می دهیم. نشان Mn(C) با را C میدان روی n مرتبه از مربعی ماتریس های همه ی مجموعه ی

مجموعه ی می دهد. C میدان روی فضای برداری تشکیل آن در معمول اسکالر در ضربِ و جمع همراه به

دترمینان که است معلوم می دهیم. نشان GLn(C) نماد با را Mn(C) در وارون پذیر ماتریس های همه ی

یک ماتریسی ضرب عمل با GLn(C) که می شود ملاحظه به آسانی است. ناصفر GLn(C) عضو هر

ضربی گروه های که آن جا از می نامیم. C روی n درجه از عام خطی گروه را GLn(C) گروه است. گروه

مجموعه که است واضح می گیریم. نظر در یکسان را آنها ما هستند یکریخت C∗ = C \ {٠} و GL١(C)

این است. GLn(C) از زیرگروهی است ١ برابر آن ها از یک هر دترمینان که GLn(C) از اعضایی همه

نامیم. می C میدان روی n درجه از خاص خطی گروه و داده نشان SLn(C) نماد با را زیرگروه

مقادیر همه ی مجموعه ی از است عبارت که می دهیم نشان σ(A) علامت با را A مربعی ماتریس طیفِ

است عبارت A ماتریس نرم (یعنی معمول عملگری نرم Mn(C) برداری فضای روی .A ماتریس ویژه ی

به مجهز را آن و گرفته نظر در را (A∗ = (A)t آن در که σ(AA∗) مجموعه عضو بزرگترین دوم ریشه از

مورد در بحث و می شود متریک فضای یک به تبدیل متر این همراه به Mn(C) این رو از می کنیم. متر

است. معنی با آن زیرمجموعه های روی پیوسته نگاشت های

آسانی به است. واحد ماتریس I آن در که A٢ = I هرگاه می گوییم برگشت را A مربعی ماتریس

بدیهی غیر را A برگشت ماتریس .σ(A) ⊆ {−١, ١} آن گاه باشد برگشت یک A اگر که می شود ملاحظه

.S :=
١
√

٢

١ ١

١ −١

 و T :=

٠ ١

١ ٠

 ،J :=

١ ٠

٠ −١

 مقاله، این سراسر در .A , ±I هرگاه گوییم

است. شده استفاده [٢] نمادهای از و بوده استاندارد مقاله این در شده برده کار به نمادهای سایر

مشخص را GLn(C) به C∗ از همریختی ها همه ی عمومی فرم شمرل و رجوی اوملادیک، ،[٨] در

ژوردان سه تایی ضربِ حافظ نگاشت های زمینه ی در متعددی مقالات گذشته، دهه ی دو در کرده اند.

(برای است شده نوشته Mn(C) باناخ جبر خصوصاً باناخ، جبرهای از خاصی زیرمجموعه های روی

فرم صالحی و تقوی ،[١٠] در شود). مراجعه [١٢] و [١١] ،[١٠] ،[٧] ،[۶] ،[۵] به بیشتر اطلاع
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نگاشت نمودند. تعیین را C∗ به GLn(C) از ژوردان سه تایی ضربِ حافظ نگاشت های همه ی عمومی

هرگاه گوئیم ژوردان سه تایی ضربِ حافظ را φ : GLn(C)→ GLm(C)

φ(ABA) = φ(A)φ(B)φ(A), A, B ∈ GLn(C).

عکس (اما است ژوردان سه تایی ضربِ حافظ باشد، گروهی همریختی φ نگاشت اگر که است بدیهی

همریختی ها همه ی عمومی فرم ،[١٠] در اصلی قضیه کمک به این رو از نیست)؛ برقرار لزوماً مطلب این

همه ی عمومی فرم ،[١٢] در اصلی قضیه کمک به همچنین می شود. مشخص C∗ به GLn(C) از

شده، اشاره مقالات در می شود. تعیین n = ٢, ٣ آن در که GLn(C) به C∗ از پیوسته همریختی های

فرم تعیین است آبلی گروهی C∗ که آن جا از است. بوده C∗ هم دامنه یا دامنه مجموعه های از یکی حداقل

پیوسته همریختی های همه ی عمومی فرم مقاله، این در می سازد. هموار را همریختی هایی چنین عمومی

غیرآبلی گروه های آن ها هم دامنه ی و دامنه مجموعه های که است شده مشخص GL٢(C) به GL٢(C) از

می سازد. مشخص را GL٢(C) روی پیوسته همریختی های کلیه ی عمومی فرم زیر قضیه ی هستند.

آن گاه باشد. گروهی پیوسته ی همریختی φ : GL٢(C) → GL٢(C) نگاشت کنید فرض .١ . ١ قضیه
دارند وجود P ∈ GL٢(C) و λ مختلط عددِ ،t, t١, t٢, a, a١, a٢ حقیقی اعداد ،k, k١, k٢ صحیح اعداد

است: زیر صورت های از یکی φ فرم طوری که به 

φ(A)؛ = P−١

 (det(A))k١ |det(A)|t١eia١ln|det(A)| ٠

٠ (det(A))k٢ |det(A)|t٢eia٢ln|det(A)|

 P . ١

φ(A)؛ = (det(A))k|det(A)|teialn|det(A)| P−١

 ١ ٠

λln|det(A)| ١

 P . ٢

φ(A)؛ = (det(A))k|det(A)|teialn|det(A)| P−١AP . ٣

φ(A)؛ = (det(A))k|det(A)|teialn|det(A)| P−١AP . ۴

φ(A)؛ = (det(A))k|det(A)|teialn|det(A)| P−١(A−١)tP . ۵

.φ(A) = (det(A))k|det(A)|teialn|det(A)| P−١((A)−١)tP . ۶

می کند. مشخص را GL٢(C) روی پیوسته یکریختی های تمامی عمومی فرم زیر نتیجه

این در باشد؛ گروهی پیوسته ی یکریختی φ : GL٢(C) → GL٢(C) نگاشت کنید فرض .١ . ٢ نتیجه
است: زیر صورت های از یکی φ فرم طوری که به  دارد وجود P ∈ GL٢(C)  صورت
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φ(A)؛ = P−١AP . ١

φ(A)؛ = P−١AP . ٢

φ(A)؛ = P−١(A−١)tP . ٣

.φ(A) = P−١((A)−١)tP . ۴

اصلی نتایج . ٢

لم می کنیم. بیان می شوند استفاده اصلی قضیه ی برهان در که را اساسی لم چند بخش این ابتدای در

می کند. مشخص را GL٢(C) برگشت های کلیه ی ساختار زیر

باشد: زیر صورت های از یکی دارای اگر فقط و اگر است برگشت A ∈ GL٢(C) .٢ . ١ لم

A؛ = ±I . ١

A؛ = ±J . ٢

b؛ ∈ C∗ و a ∈ C آن در که ،A =

 a b
١−a٢

b −a

 . ٣

.c ∈ C∗ و a ∈ C آن در که ،A =

 a ١−a٢
c

c −a

 . ۴

می شود. نتیجه حکم مستقیم محاسبه یک با اثبات.

حاصل ضرب به صورت می توان را دلخواه میدان یک روی ±١ دترمینان با مربعی ماتریس هر [٣] .٢ . ٢ لم
نوشت. برگشت ۴ حداکثر

می کند. مشخص را C∗ روی پیوسته ضربی نگاشت های ساختار زیر لم

عدد این صورت در باشد؛ گروهی پیوسته ی همریختی φ : C∗ → C∗ نگاشت کنید فرض [١٠] .٢ . ٣ لم
طوری که به دارند وجود t و a حقیقی اعداد ،k صحیح

φ(z) = zk|z|teialn|z|, (z ∈ C∗).

یعنی باشد. گروهی همریختی φ : GLn(C)→ GLm(C) نگاشت کنید فرض .۴ . ٢ لم
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φ(AB) = φ(A)φ(B), (A, B ∈ GLn(C)).

متشابه اند. φ(A), φ(B) ∈ GLm(C) آن گاه باشند، متشابه A, B ∈ GLn(C) اگر این صورت در

دارد وجود P ∈ GLn(C) ماتریس بنابراین است؛ متشابه B ماتریس با A ماتریس فرض طبق اثبات.

داریم: است گروهی همریختی φ چون .B = P−١AP طوری که به

φ(B) = φ(P−١AP) = φ(P−١)φ(A)φ(P) = (φ(P))−١φ(A)φ(P).

است. متشابه φ(B) ماتریس با φ(A) ماتریس بنابراین

ضربی نگاشت این صورت در باشد؛ گروهی همریختی φ : GLn(C)→ C∗ نگاشت کنید فرض .۵ . ٢ لم
طوری که به دارد وجود ψ : C∗ → C∗

φ(A) = ψ(detA), (A ∈ GLn(C)).

به دارند وجود c ∈ {−١, ١} ثابت و ψ : C∗ → C∗ ضربی نگاشت ،[١٠] از ٣ قضیه ی طبق اثبات.

طوری که

φ(A) = c ψ(detA), (A ∈ GLn(C)).

می شود نتیجه ψ بودن ضربی از .cψ(١) = ١ این رو از φ(I)؛ = ١ پس است گروهی همریختی φ چون

است. ثابت حکم و c = ١ بنابراین .ψ(١) = ١

از پیوسته همریختی های فرم مورد در که را زیر نتیجه ی ،(۵ . ٢) و (٢ . ٣) لم های از کاربردی عنوان به

می کنیم. بیان است C∗ گروه به GLn(C) گروه

این صورت در باشد؛ گروهی پیوسته ی همریختی φ : GLn(C)→ C∗ نگاشت کنید فرض .۶ . ٢ نتیجه
طوری که به دارند وجود t و a حقیقی اعداد ،k صحیح عدد

φ(A) = (detA)k|detA|teialn|detA|, (A ∈ GLn(C)).

می باشد. (۵ . ٢) لم اثبات مشابه آن برهان که است، [١٢] از ١ قضیه ی مستقیم نتیجه ی زیر لم

یکی به φ فرم این صورت در باشد؛ گروهی همریختی φ : C∗ → GL٢(C) نگاشت کنید فرض .٢ . ٧ لم
است: زیر صورت های از
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نگاشت های و P ∈ GL٢(C) ،z ∈ C∗ آن در که ،φ(z) = P−١

 ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)

 P . ١

هستند؛ گروهی همریختی ψ١, ψ٢ : C∗ → C∗

ζ : C∗ → C نگاشت ،P ∈ GL٢(C) ،z ∈ C∗ آن در که ،φ(z) = η(z)P−١

 ١ ٠

ζ(z) ١

 P . ٢

η : C∗ → C∗ نگاشت و نموده صدق z,w ∈ C∗ هر ازای به ζ(zw) = ζ(z) + ζ(w) شرط در

است. گروهی همریختی

(۵ . ٢) لم اثبات مشابه آن برهان که است، [١٢] از (١ . ١) اصلی قضیه ی مستقیم نتیجه ی زیر لم

است.

صحیح اعداد آن گاه باشد. گروهی پیوسته ی همریختی φ : C∗ → GL٢(C) نگاشت کنید فرض .٢ . ٨ لم
طوری که به  دارند وجود P ∈ GL٢(C) و λ مختلط عددِ ،a٢ ،a١ ،a ،t٢ ،t١ ،t حقیقی اعداد ،k٢ ،k١ ،k

است: زیر صورت های از یکی φ فرم

φ(z)؛ = P−١

 zk١ |z|t١eia١ln|z| ٠

٠ zk٢ |z|t٢eia٢ln|z|

 P . ١

.φ(z) = zk|z|teialn|z| P−١

 ١ ٠

λln|z| ١

 P . ٢

طوری که به باشد گروهی همریختی φ : GL٢(C)→ GL٢(C) نگاشت کنید فرض .٢ . ٩ لم
.±I با است برابر φ تحت غیربدیهی برگشت ماتریس هر تصویر این صورت در φ(J)؛ = ±I

برگشت ماتریس یک A ∈ GL٢(C) کنید فرض .φ(I) = I پس است گروهی همریختی φ چون اثبات.

A بنابراین است؛ {−١, مجموعه ی{١ با برابر غیربدیهی برگشت ماتریس طیف می دانیم باشد. غیربدیهی

می توان را P ماتریس .A = P−١JP طوری که به دارد وجود P ∈ GL٢(C) این رو از است؛ متشابه J با

وجود U١,U٢,U٣,U۴ ∈ GL٢(C) برگشت های ،(٢ . ٢) لم طبق .det(P) = ١ نمود انتخاب طوری

این رو از P؛ = U١U٢U٣U۴ به طوری که دارند

φ(A) = φ(P−١JP) = φ(P)−١φ(J)φ(P) =
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= φ(U−١
۴ )φ(U−١

٣ )φ(U−١
٢ )φ(U−١

١ )φ(J)φ(U١)φ(U٢)φ(U٣)φ(U۴)

= φ(U۴)φ(U٣)φ(U٢)φ(U١)(±I)φ(U١)φ(U٢)φ(U٣)φ(U۴)

= ±Iφ(U۴)φ(U٣)φ(U٢)φ(U٢
١)φ(U٢)φ(U٣)φ(U۴)

= ±Iφ(U۴)φ(U٣)φ(U٢)φ(I)φ(U٢)φ(U٣)φ(U۴)

= ±Iφ(U۴)φ(U٣)φ(U٢
٢)φ(U٣)φ(U۴)

= ±Iφ(U۴)φ(U٣)φ(I)φ(U٣)φ(U۴) = ±Iφ(U۴)φ(U٢
٣)φ(U۴)

= ±Iφ(U۴)φ(I)φ(U۴) = (±I)φ(U٢
۴) = (±I)φ(I) = ±I.

اگر .φ(J) = J و است گروهی همریختی φ : GL٢(C) → GL٢(C) نگاشت کنید فرض .٢ . ١٠ لم
از است عبارت φ فرم آن گاه نباشد واحد ماتریس مضرب φ(λI) طوری که به باشد داشته وجود λ ∈ C∗

φ(A) = P−١

 φ١(A) ٠

٠ φ٢(A)

 P, (A ∈ GL٢(C)),

هستند. گروهی  همریختی φ١, φ٢ : GL٢(C)→ C∗ آن در که

[۴] به شود (رجوع است. امکان پذیر زیر حالت دو φ(λI) برای ژوردان، کانونی فرم به توجه با اثبات.

(٢۴٧ صفحه

هستند؛ C∗ متمایز عضوهای z٢ و z١ آن در که ،φ(λI) ∼

 z١ ٠

٠ z٢

 = B١ . ١

است. C∗ از عضوی z آن در که ،φ(λI) ∼

 z ٠

١ z

 = B٢ . ٢

P ∈ GL٢(C) ماتریس این صورت در است)؛ متشابه B١ با φ(λI) (یعنی φ(λI) ∼ B١ کنید فرض ابتدا

و A ∈ GL٢(C) کنید فرض .φ(λI) = P−١B١P طوری که به دارد وجود
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داریم: این صورت در C؛ := Pφ(A)P−١ =

 m n

o p


B١C = (Pφ(λI)P−١)(Pφ(A)P−١) = Pφ(λI)φ(A)P−١ = Pφ((λI)A)P−١ =

Pφ(A(λI))P−١ = (Pφ(A)P−١)(Pφ(λI)P−١) = CB١.

نگاشت های بنابراین n؛ = o = ٠ می شود نتیجه B١C = CB١ تساوی از ،z١ , z٢ چون

طوری که به دارند وجود φ١, φ٢ : GL٢(C)→ C∗

Pφ(A)P−١ =

 φ١(A) ٠

٠ φ٢(A)

 .
داریم: است گروهی همریختی φ چون φ١(AB) ٠

٠ φ٢(AB)

 = Pφ(AB)P−١ = (Pφ(A)P−١)(Pφ(B)P−١) = φ١(A) ٠

٠ φ٢(A)


 φ١(B) ٠

٠ φ٢(B)

 .
در .A, B ∈ GL٢(C) هر ازای به φ٢(AB) = φ٢(A)φ٢(B) و φ١(AB) = φ١(A)φ١(B) بنابراین

نتیجه

φ(A) = P−١

 φ١(A) ٠

٠ φ٢(A)

 P.

هستند. گروهی همریختی φ١, φ٢ : GL٢(C)→ C∗ آن در که

طوری که به دارد وجود P ∈ GL٢(C) این صورت در φ(λI)؛ ∼ B٢ کنید فرض حال

φ(λI) = P−١B٢P.

و n = ٠ می شود نتیجه تساوی این از .B٢C = CB٢ می شود ملاحظه آسانی به قبل حالت مشابه

لم طبق .φ(J) = P−١

 m١ ٠

o١ m١

 P طوری که به دارند وجود o١ ∈ C و m١ ∈ C∗ بنابراین .m = p
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ماتریس های زیرا است. تناقض یک که هستند، متشابه

 m١ ٠

o١ m١

 و φ(J) = J ماتریس های ،(۴ . ٢)

است. ثابت حکم و دهد رخ نمی تواند دوم حالت بنابراین هستند. یکسانی ویژه مقادیر دارای متشابه

در φ(J)؛ = J و است گروهی همریختی φ : GL٢(C) → GL٢(C) نگاشت کنید فرض .٢ . ١١ لم
که به طوری دارند وجود ψ١, ψ٢ : C∗ → C∗ همریختی های این صورت

φ(

١ ٠

٠ z

) =
ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)

 , (z ∈ C∗).

این صورت در می گیریم؛ نظر در را i(z) =

١ ٠

٠ z

 ضابطه با را i : C∗ → GL٢(C) نگاشت اثبات.

(٢ . ٧) لم طبق است. گروهی همریختی φ′(z) = φ ◦ i(z) ضابطه با φ′ : C∗ → GL٢(C) نگاشت

دهند. رخ است ممکن زیر حالت های

١−P؛

ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)

 P = φ′(z) = φ ◦ i(z) = φ(

١ ٠

٠ z

) . ١

،η(z)P−١

 ١ ٠

ζ(z) ١

 P = φ′(z) = φ ◦ i(z) = φ(

١ ٠

٠ z

) . ٢

شرط در ζ : C∗ → C نگاشتِ و هستند گروهی همریختی ψ١, ψ٢, η : C∗ → C∗ آن ها در که

ζ(zw) = ζ(z) + ζ(w)

z = −١ فرض با این صورت غیر در زیرا نیست؛ امکان پذیر دوم حالت φ(J) = J چون می کند. صدق

داریم:

η(−١)P−١

 ١ ٠

ζ(−١) ١

 P = PJ

نتیجه در ٠؛ = ζ(١) = ζ((−١)(−١)) = ζ(−١) + ζ(−١) بنابراین (١)ζ؛ = ٠ که است بدیهی

است. تناقض یک که J = η(−١)I و ζ(−١) = ٠
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داریم: z = −١ فرض با φ(J) = J چون مجدداً می گیریم، نظر در را اول حالت اکنون

ψ(١−)١ ٠

٠ ψ(١−)٢

 P = PJ (٢ . ١)

.ψ(١−)٢ = ±١ و ψ(١−)١ = ±١ پس هستند؛ گروهی همریختی ψ٢ و ψ١ چون

،J = −I یا J = I به ترتیب آن گاه ،ψ(١−)١ = ψ(١−)٢ = −١ یا ψ(١−)١ = ψ(١−)٢ = ١ اگر

است. تناقض یک که

o؛ = n = ٠ داریم ،(٢ . ١) رابطه از ،P =

m n

o p

 فرض با آن گاه ،ψ(١−)١ = −ψ(١−)٢ = ١ اگر

نتیجه در است؛ قطری ماتریس یک P بنابراین

φ(

١ ٠

٠ z

) = P−١

ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)

 P =

m−١ ٠

٠ p−١


ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)


m ٠

٠ p

 =ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)

 .
که می شود نتیجه ،(٢ . ١) رابطه از ،P =

m n

o p

 فرض با آن گاه ،−ψ(١−)١ = ψ(١−)٢ = ١ اگر

نتیجه در .P =

٠ n

o ٠

 بنابراین m؛ = p = ٠

φ(

١ ٠

٠ z

) = P−١

ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)

 P =

 ٠ o−١

n−١ ٠


ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)


٠ n

o ٠

 =ψ٢(z) ٠

٠ ψ١(z)

 .
است. ثابت حکم بنابراین
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و φ(J) = J گروهی، پیوسته ی همریختی φ : GL٢(C) → GL٢(C) نگاشت کنید فرض .٢ . ١٢ لم
و φ(−J) = −J یا φ(−J) = J آن گاه باشد. واحد ماتریس از مضربی λ ∈ C∗ هر ازای به  φ(λI)

.T =

 ٠ ١

١ ٠

 آن در که ،φ(T ) =

 ٠ b

b−١ ٠

 طوری که به دارد وجود b ∈ C∗

یک φ(−J) این رو از φ(−J)J؛ = Jφ(−J) که می شود نتیجه (−J)J = J(−J) تساوی از اثبات.

φ(−J) = ±J. یا φ(−J) = ±I که داریم (٢ . ١) لم از است برگشت φ(−J) چون است. قطری ماتریس

بنابراین گرفت؛ نتیجه را φ(−J) و φ(J) = J تشابه می توان −J و J تشابه از ،(۴ . ٢) لم طبق

.φ(−J) = ±J

می شود نتیجه JT = T (−J) تساوی از

Jφ(T ) = φ(T )(±J) (٢ . ٢)

ممکن حالت های همه (٢ . ١) لم به توجه با است. برگشت یک φ(T ) پس ،φ(T )٢ = φ(T ٢) = I چون

φ(J) = J و φ(T ) ماتریس های تشابه ،J و T ماتریس های تشابه از می گیریم. نظر در φ(T ) برای را

،(٢ . ١١) لم از استفاده با آن گاه ،φ(T ) = ±J اگر .φ(T ) , ±I بنابراین داشت؛ خواهیم را

kI = φ(

 z ٠

٠ z

) = φ(

 z ٠

٠ ١


 ١ ٠

٠ z

) = φ(T

 ١ ٠

٠ z

 T )φ(

 ١ ٠

٠ z

) =
(±J)

 ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)

 (±J)

 ψ١(z) ٠

٠ ψ٢(z)

 =
 ψ٢

١(z) ٠

٠ ψ٢
٢(z)

 .
دلخواه z و ضربی ψ٢ و ψ١ چون .z ∈ C∗ هر برای ψ١(z٢) = ψ٢(z٢) که می گیریم نتیجه قبل رابطه از

است. φ(J) = J فرض با تناقض یک این که ،z ∈ C∗ هر برای ψ١(z) = ψ٢(z) پس است

می شود نتیجه ،(٢ . ٢) رابطه از آن گاه ،φ(T ) =

 a
١ − a٢

c
c −a

 یا φ(T ) =

 a b
١ − a٢

b
−a

 اگر

است. ثابت حکم بنابراین a؛ = ٠ که
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اصلی قضیه اثبات . ٣

از همچنین .φ(I) = I می شود نتیجه ،φ(I)٢ = φ(I٢) = φ(I) رابطه از .(١ . ١) قضیه اثبات
تساوی

φ(J)٢ = φ(J٢) = φ(I) = I

{−١, ١} زیرمجموعه ی برگشت ماتریس یک طیف دانیم می است. برگشت یک φ(J) می شود نتیجه

است. تصور قابل φ(J) برای زیر حالت دو بنابراین است؛

φ(J)؛ = ±I اول: حالت
است) متشابه J با φ(J) (یعنی .P ∈ GL٢(C) آن در که φ(J) = P−١JP دوم: حالت

فرم های است. GL٢(C) از دلخواهی عضو A کنید فرض همچنین .φ(J) = ±I کنید فرض ابتدا

می گیریم. نظر در را A ماتریس ژوردان کانونی مختلف

P ∈ SL٢(C) ماتریس آن گاه هستند، C∗ به متعلق z٢ و z١ آن در که A ∼

z١ ٠

٠ z٢

 = B١ اگر

U١,U٢,U٣,U۴ ∈ GL٢(C) برگشت های ،(٢ . ٢) لم طبق .A = P−١B١P طوری که به دارد وجود

این رو از P؛ = U١U٢U٣U۴ طوری که به دارند وجود

φ(A) = φ(P−١B١P) = φ(P)−١φ(B١)φ(P) =

φ(U۴)φ(U٣)φ(U٢)φ(U١)φ(B١)φ(U١)φ(U٢)φ(U٣)φ(U۴).

این از .i ∈ {١, ٢, ٣, ۴} آن در که ،φ(Ui) = ±I داریم ،(٢ . ٩) لم از بنابراین ؛ φ(J) = ±I فرض طبق

رو

φ(A) = φ(B١) = φ(T

١ ٠

٠ z١

 T

١ ٠

٠ z٢

) = φ(T )φ(

١ ٠

٠ z١

)φ(T )φ(

١ ٠

٠ z٢

) =
±Iφ(

١ ٠

٠ z١

)(±I)φ(

١ ٠

٠ z٢

) = φ(


١ ٠

٠ z١


١ ٠

٠ z٢

) = φ(

١ ٠

٠ det(A)

)
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گاه آن ،A ∼ B١ اگر که شود می نتیجه قبل بحث از

φ(A) = φ(

١ ٠

٠ det(A)

) (٣ . ١)

داریم: آنگاه ،z ∈ C∗ آن در که A ∼

z ٠

١ z

 = B٢ اگر

φ(A) = φ(B٢) = φ(

z ٠

١ z

) = φ(

z ٠

٠ z

)φ(

 ١ ٠

z−١ ١

). (٣ . ٢)

زیرا هستند؛ متشابه C٢ و C ماتریس های .φ(C) = I که کنیم می ادعا .C =

 ١ ٠

z−١ ١

 کنید فرض

برگشت های ،(٢ . ٢) لم طبق .C٢ = Q−١CQ داریم Q =


√

٢ ٠
√

١−٢ √١−٢

 ∈ SL٢(C) فرض با

که φ(Ui) = ±I که آنجا از .Q = U١U٢U٣U۴ که طوری به دارند وجود U١,U٢,U٣,U۴ ∈ GL٢(C)

φ(C) ∈ GL٢(C) چون .φ(C)φ(C) = φ(C) درنتیجه (C٢)φ؛ = φ(C) پس i؛ ∈ {١, ٢, ٣, ۴} آن در

داریم: ،(٣ . ٢) رابطه از اکنون شود. می ثابت ادعا بنابراین φ(C)؛ = I پس

φ(A) = φ(zI)φ(C) = φ(zI) = φ(T

 ١ ٠

٠ z

 T

 ١ ٠

٠ z

)

= ±Iφ(

 ١ ٠

٠ z

)(±I)φ(

 ١ ٠

٠ z

) = φ(

 ١ ٠

٠ det(A)

). (٣ . ٣)
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z ∈ C∗ هر ازای به i(z) =

 ١ ٠

٠ z

 ضابطه با را i : C∗ � GL١(C) → GL٢(C) نگاشت حال

همریختی φ′(z) = φ٠i(z) ضابطه با φ′ : C∗ → GL٢(C) نگاشت صورت این در می گیریم؛ نظر در

دهند. رخ است ممکن زیر حالت دو ،(٢ . ٨) لم طبق است. گروهی پیوسته ی

،P−١

 zk١ |z|t١eiα١ln|z| ٠

٠ zk٢ |z|t٢eiα٢ln|z|

 P = φ′(z) = φ ◦ i(z) = φ(

 ١ ٠

٠ z

) . ١

.zk|z|teiαln|z|.P−١

 ١ ٠

λln|z| ١

 P = φ′(z) = φ ◦ i(z) = φ(

 ١ ٠

٠ z

) . ٢

می شوند. نتیجه (١ . ١) اصلی قضیه دوم و اول حالت های قبل، برابری های و (٣ . ٣) و (٣ . ١) روابط از

ماتریس رو این از φ(J)؛ ∼ J کنید فرض بنابراین، می گیریم. نظر در را دوم حالت برهان ادامه ی در

φ′ : GL٢(C) → GL٢(C) نگاشت چون .φ(J) = P−١JP که طوری به دارد وجود P ∈ GL٢(C)

ضابطه با

φ′(A) = Pφ(A)P−١

که نمود فرض توان می شود وارد خللی برهان کلیت به که این بدون است، گروهی پیوسته ی همریختی

گاه آن نباشد واحد ماتریس مضرب φ(λI) که طوری به باشد داشته وجود λ ∈ C∗ اگر .φ(J) = J

ادامه در بنابراین آید؛ می دست به اصلی قضیه از اول حالت (٢ . ١٠) لم و (۶ . ٢) نتیجه از استفاده با

لم طبق φ(J) = J چون است. واحد ماتریس مضرب λ ∈ C∗ هر ازای به φ(λI) کنیم می فرض برهان

،(٢ . ١٢)

φ(T ) =

 ٠ b

b−١ ٠


و r > ٠ آن در که b−١ = r−١e−iθ این صورت در b؛ = reiθ کنید فرض .b ∈ C∗ آن در که

ضابطه با φ′′ : GL٢(C)→ GL٢(C) نگاشت اکنون .−π < θ ≤ π

φ′′(A) =

 ١√
r
e−

iθ
٢ ٠

٠
√

re
iθ
٢

φ(A)


√

re
iθ
٢ ٠

٠ ١√
r
e−

iθ
٢
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داریم: این صورت در می گیریم؛ نظر در را

φ′′(T ) =

 ١√
r
e−

iθ
٢ ٠

٠
√

re
iθ
٢


 ٠ reiθ

r−١e−iθ ٠



√

re
iθ
٢ ٠

٠ ١√
r
e−

iθ
٢

 = T

داریم: همچنین

φ′′(J) =

 ١√
r
e−

iθ
٢ ٠

٠
√

re
iθ
٢


١ ٠

٠ −١



√

re
iθ
٢ ٠

٠ ١√
r
e−

iθ
٢

 = J

می شود نتیجه بالا بحث از می کند. تصویر واحد ماتریس مضارب به را واحد ماتریس مضارب φ′′ علاوه به

φ : GL٢(C) → GL٢(C) نگاشت که نمود فرض می توان استدلال کلیت دادن دست از بدون که

را واحد ماتریس مضارب φ و φ(T ) = T ،φ(J) = J طوری که به است گروهی پیوسته ی همریختی

α, β : C∗ → C∗ همریختی های ،(٢ . ١١) لم طبق همچنین می کند. تصویر واحد ماتریس مضارب به

طوری که به دارند وجود

φ(

١ ٠

٠ z

) =
α(z) ٠

٠ β(z)

 = α(z)

١ ٠

٠ γ(z)

 ,
و α(−١) = α(١) = γ(١) = ١ پس ،φ(J) = J و φ(I) = I چون .γ(z) = β(z)

α(z) آن در که

.γ(−١) = −١

این صورت در باشند؛ C∗ از دلخواهی عضوهای z٢ و z١ کنید فرض اکنون

φ(

z١ ٠

٠ z٢

) = φ(T

١ ٠

٠ z١

 T

١ ٠

٠ z٢

) = φ(T )φ(

١ ٠

٠ z١

)φ(T )φ(

١ ٠

٠ z٢

)

= Tα(z١)

١ ٠

٠ γ(z١)

)Tα(z٢)

١ ٠

٠ γ(z٢)

) = α(z١z٢)

γ(z١) ٠

٠ γ(z٢)

 . (۴ . ٣)

می شود نتیجه S T = TS تساوی از .S = ١√
٢

١ ١

١ −١

 آن در که φ(S ) = ±S که می کنیم ادعا

طرفی از .φ(S )T = Tφ(S ) پس ، φ(T ) = T داریم فرض طبق .φ(S )φ(T ) = φ(T )φ(S )
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φ(S )٢ = φ(S ٢) = φ(I) = I

نظر در را φ(S ) برای ممکن حالت های همه ،(٢ . ١) لم از استفاده با است. برگشت یک φ(S ) پس

.φ(S ) = ±S که می شود ملاحظه آسانی به ′aمی گیریم. + ٢b′ b′

b′ a′

 به فرم ماتریس هایی به را

a + ٢b b

b a

 به فرم ماتریس هایی φ دهیم می نشان حال

می دهیم نشان دیگر به عبارت می کند؛ تصویر

φ(

a + ٢b b

b a

) =
a′ + ٢b′ b′

b′ a′

 , (۵ . ٣)

است. صفر مخالف مذکور ماتریس های دترمینان و a, b, a′, b′ ∈ C آن در که

می شود نتیجه φ(S ) = ±S و S

a + ٢b b

b a

 =
a + ٢b b

b a

 S تساوی از

±Sφ(

a + ٢b b

b a

) = φ(

a + ٢b b

b a

)(±S )

.a′, b′ ∈ C آن در که φ(

a + ٢b b

b a

) =
a′ + ٢b′ b′

b′ a′

 می شود نتیجه قبل تساوی از

می دهیم نشان (۴ . ٣) معادله کمک به

γ(
z − ١ +

√
٢z٢ + ٢

z + ١
) =

γ(z) − ١ +
√

٢γ(z)٢ + ٢
γ(z) + ١

, (۶ . ٣)

تساوی از .z,w ∈ C∗ کنید فرض .z ∈ C∗\{−١} هر ازای wبه ٠

٠ ١

 S

z ٠

٠ ١

 S

w ٠

٠ ١

 =
w٢ z+١

٢ w z−١
٢

w z−١
٢

z+١
٢


می شود نتیجه



٩۶١٠۴ - ٧٩ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها اسبویی/ خلیلی امیری، صالحی

φ(

w ٠

٠ ١

)φ(S )φ(

z ٠

٠ ١

)φ(S )φ(

w ٠

٠ ١

) = φ(

w٢ z+١
٢ w z−١

٢

w z−١
٢

z+١
٢

).
رو این از

α(w)

γ(w) ٠

٠ ١

 (±S )α(z)

γ(z) ٠

٠ ١

 (±S )α(w)

γ(w) ٠

٠ ١

 = φ(

w٢ z+١
٢ w z−١

٢

w z−١
٢

z+١
٢

).
بنابراین

α(w٢z)

γ(w)٢ γ(z)+١
٢ γ(w)γ(z)−١

٢

γ(w)γ(z)−١
٢

γ(z)+١
٢

 = φ(

w٢ z+١
٢ w z−١

٢

w z−١
٢

z+١
٢

).
داشت: خواهیم آن گاه کنیم، تبدیل

a + ٢b wb

b a

 فرم به را


w٢ z + ١

٢
w

z − ١
٢

w
z − ١

٢
z + ١

٢

 ماتریس اگر

w٢ z+١
٢ =

z+١
٢ + ٢w z−١

٢ .

از: عبارت اند دوم درجه ی معادله ی این جواب های

w = z−١±
√

٢z٢+٢
z+١ .

می شود ملاحظه مشابه طریق به

γ(w) = γ(z)−١±
√

٢γ(z)٢+٢
γ(z)+١ .

است؛ گروهی پیوسته ی همریختی φ نگاشت فرض طبق نمی دهد. رخ منفی حالت پس ،γ(١) = ١ چون

می کند. صدق (۶ . ٣) معادله در که است گروهی پیوسته ی همریختی یک γ : C∗ → C∗ نگاشت بنابراین

است: زیر به صورت γ عمومی فرم ،(٢ . ٣) لم طبق

γ(z) = zk|z|teia ln |z|.

است. ممکن زیر حالت چهار γ برای می دهیم نشان اکنون

γ(z)؛ = z یعنی ،a = ٠ ،t = ٠ ،k = ١ اول. حالت
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γ(z)؛ = z.|z|−٢ = (z)−١ یعنی ،a = ٠ ،t = −٢ ،k = ١ دوم. حالت

γ(z)؛ = z−١ یعنی ،a = ٠ ،t = ٠ ،k = −١ سوم. حالت

.γ(z) = z−١.|z|٢ = z یعنی ،a = ٠ ،t = ٢ ،k = −١ چهارم. حالت

و γ(z) = zk داریم |z| = ١ فرض با است برقرار z ∈ C∗\{−١} هر ازای به (۶ . ٣) معادله )چون
z−١+
√

٢z٢+٢
z+١

)k

=
zk−١+

√
٢z٢k+٢

zk+١ .

می شود؛ ایجاد تناقض یک z = e
iπ
k فرض با قبل معادله از ،k , ±١ اگر .k , ٠ که است بدیهی

بنابراین

γ(z) = z|z|teia ln |z|

یا

γ(z) = z−١|z|teia ln |z|.

می شود نتیجه (۶ . ٣) معادله از آن گاه ،γ(z) = z|z|teia ln |z| اگر

(
z−١+
√

٢z٢+٢
z+١

) ∣∣∣∣∣ z−١+
√

٢z٢+٢
z+١

∣∣∣∣∣t e
ia ln

∣∣∣∣∣∣∣ z−١+
√

٢z٢+٢
z+١

∣∣∣∣∣∣∣ = z.|z|teia ln |z|−١+
√

٢(z.|z|teia ln |z|)٢+٢
z.|z|teia ln |z|+١

یعنی هستند؛ برابر هم با قبل تساوی طرفین حقیقی قسمت های این رو )از
x−١+
√

٢x٢+٢
x+١

) ∣∣∣∣∣ x−١+
√

٢x٢+٢
x+١

∣∣∣∣∣t cos(a ln | x−١+
√

٢x٢+٢
x+١ |) =

x.|x|t cos(a ln |x|)−١+
√

٢(x.|x|t cos(a ln |x|))٢+٢
x.|x|t cos(a ln |x|)+١

ملاحظه آسانی به می گیریم. نظر در x→ +∞ که زمانی را قبل تساوی طرفین حد .x = Re(z) آن در که

که می شود

(١ +
√

١)(٢ +
√

٢)t cos(a ln((١ +
√

٢)) =


١ +
√

٢ , t > −١

نیست موجود , t = −١

−١ +
√

٢ , t < −١
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تناقض یک آن گاه t = −١ اگر a؛ = ٠ و t = ٠ آن گاه t > −١ اگر که می شود نتیجه قبل تساوی از

یا γ(z) = z داریم k = ١ حالت در بنابراین a؛ = ٠ و t = −٢ آن گاه t < −١ اگر و می شود ایجاد

.γ(z) = z−١|z|٢ = z یا γ(z) = z−١ آن گاه k = −١ اگر مشابه، طریق به .γ(z) = z|z|−٢ = (z)−١

می گیریم. نظر در مجزا به صورت γ برای را ممکن حالت های تمامی اکنون

آن گاه γ(z) = z اگر اول. حالت

φ(

 z w

w z

) = α(z٢ − w٢)

 z w

w z

 (٣ . ٧)

داریم: (۴ . ٣) لم از استفاده با زیرا z,w؛ ∈ C آن در که

φ(

 z w

w z

) = φ(S

z + w ٠

٠ z − w

 S ) = (±S )α(z٢ − w٢)

γ(z + w) ٠

٠ γ(z − w)

 (±S ) =

α(z٢ − w٢)S

z + w ٠

٠ z − w

 S = α(z٢ − w٢)

 z w

w z

 .
همچنین

φ(

z١ w

w z٢

) = α(z١z٢ − w٢)

z١ w

w z٢

 (٣ . ٨)

و r١, r٢ > ٠ آن در که z٢ = r٢eiθ٢ و z١ = r١eiθ١ فرض با زیرا w؛ ∈ C و z١, z٢ ∈ C∗ آن در که
تساوی از ،−π < θ١, θ١ ≤ π

z١ w

w z٢

 =

√

r١

r٢
e

i
(θ١ − θ٢)

٢ ٠

٠ ١




r٢eiθ٢ w

√
r٢

r١
e

i
(θ٢ − θ١)

٢

w
√

r٢

r١
e

i
(θ٢ − θ١)

٢ r٢eiθ٢




√

r١

r٢
e

i
(θ١ − θ٢)

٢ ٠

٠ ١

 ,

می شود. نتیجه (٣ . ٨) رابطه ی ،(٣ . ٧) و (۴ . ٣) رابطه های

برقرار زیر رابطه ی w ∈ C هر و z١ ∈ C∗ هر ازای به که می دهیم نشان (٣ . ٨) رابطه ی کمک به حال
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است.

φ(

z١ w

w ٠

) = α(−w٢)

z١ w

w ٠

 (٣ . ٩)

این رو از .φ(

١ ١

١ ٠

) =
١ ١

١ ٠

 که می شود نتیجه (٣ . ٨) معادله و
١ ١

١ ٠

 = S


٣
٢

١
٢

١
٢
−١

٢

 S تساوی از

زیر تساوی و t =
z١

w
فرض با

z١ w

w ٠

 = (wI)

 t ١

١ ٠

 = (wI)


√

t ٠

٠
١
√

t


١ ١

١ ٠



√

t ٠

٠
١
√

t

 .
می شود. نتیجه (٣ . ٩) معادله

داریم: ،(٣ . ٩) معادله و

٠ ١

١ z٢

 = T

z٢ ١

١ ٠

 T تساوی از ،z٢ ∈ C∗ هر ازای به همچنین

φ(

٠ ١

١ z٢

) =
٠ ١

١ z٢

 . (٣ . ١٠)

داریم: را زیر رابطه ی ،(٣ . ١٠) معادله از این رو از

φ(

١ ٠

z٢ ١

) = φ(

٠ ١

١ z٢

).φ(T ) =

٠ ١

١ z٢

 .T =
٠ ١

١ z٢

 . (٣ . ١١)

داریم: ١−به علاوه ٠

z٢ ١

 =
 ١ ٠

−z٢ ١


−١ ٠

٠ ١

 .
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نتیجه در

φ(

−١ ٠

z٢ ١

) = φ(

 ١ ٠

−z٢ ١

)φ(−J) =

١ ٠

z٢ ١

 (−J) =

−١ ٠

z٢ ١

 . (٣ . ١٢)

داریم: z٣ ∈ C∗ هر ازای به

φ(

 ٠ z٣
١
z٣

٠

) = φ(

z٣ ٠

٠
١
z٣

)φ(T ) = α(١)

γ(z٣) ٠

٠ γ(
١
z٣

)

 T =

 ٠ z٣
١
z٣

٠

 . (٣ . ١٣)

ثابت تاکنون که آنچه به توجه با می کند. تصویر خودش به را برگشت ماتریس هر φ می دهیم نشان حال

داریم: شد

φ(I) = I, φ(−I) = −I, φ(J) = J, φ(−J) = −J.

برای بگیریم. نظر در را

a
١ − a٢

c
c −a

 و

 a b
١ − a٢

b
−a

 حالت دو است کافی ،(٢ . ١) لم به توجه با

داریم: اول حالت a b
١ − a٢

b
−a

 =
−١ ٠

a
b

١


 ٠ −b
−١
b

٠


−١ ٠

a
b

١

 .
می شود نتیجه (٣ . ١٣) و (٣ . ١٢) روابط از

φ(

 a b
١ − a٢

b
−a

) = φ(

−١ ٠
a
b

١

)φ(

 ٠ −b
−١
b

٠

)φ(

−١ ٠
a
b

١

) =−١ ٠
a
b

١


 ٠ −b
−١
b

٠


−١ ٠

a
b

١

 =
 a b
١ − a٢

b
−a

 .
که داد نشان می توان مشابه کاملا طریق به
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φ(

a
١ − a٢

c
c −a

) = φ(

−١
a
c

٠ ١

)φ(

 ٠
−١
c

−c ٠

)φ(

−١
a
c

٠ ١

) =
a

١ − a٢

c
c −a

 .
می شود. تصویر برگشت ماتریس یک به φ نگاشت تحت برگشت ماتریس هر بنابراین

به فرم می توان را A ماتریس باشد. دلخواه A ∈ GL٢(C) کنید فرض اکنون

A = (k.I)B,

برگشت های ،(٢ . ٢) لم طبق .detB = ١ و k =
√

detA آن در که داد نمایش

U١,U٢,U٣,U۴ ∈ GL٢(C)

داشت خواهیم این صورت در B؛ = U١U٢U٣U۴ طوری که به دارند وجود

φ(A) = φ(kI)φ(U١U٢U٣U۴) = φ(kI)φ(U١)φ(U٢)φ(U٣)φ(U۴) =

α(detA)(kI)U١U٢U٣U۴ = α(detA)(kI)B = α(detA)A.

به صورت نگاشتی با φ نگاشت و است گروهی پیوسته ی همریختی α : C∗ → C∗ اینکه به توجه با

از: است عبارت حالت این در φ عمومی فرم ،(٢ . ٣) لم از استفاده با است، شده تعویض Pφ(.)P−١

φ(A) = (det(A))k|det(A)|teialn|det(A)| P−١AP

هستند. اعدادحقیقی a و t صحیح، عدد یک k ،P ∈ GL٢(C) در که

بودن تکراری دلیل به که داشت خواهیم را چهارم و سوم دوم، حالت های برهان های مشابه به طریق

می شود. صرف نظر آن ها جزئیات بیان از برهان، فرآیند

حقیقی اعداد ،k صحیح عدد ،P ∈ GL٢(C) می دهیم نشان آن گاه ،γ(z) = (z)−١ اگر دوم. حالت
طوری که به دارند وجود a و t

φ(A) = (det(A))k|det(A)|teialn|det(A)| P−١((A)−١)tP.

φ تحت برگشت ماتریس هر تصویر که می شود نتیجه اول حالت مشابه دقیقاً .γ(z) = (z)−١ کنید فرض

آن گاه باشد، برگشت ماتریس یک U اگر دیگر عبارت به است. مزدوج اش وارونِ ترانهاده ی با برابر
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φ(U) = ((U)−١)t.

به فرم می توان را A ماتریس باشد. دلخواه A ∈ GL٢(C) کنید فرض اکنون

A = (k.I)B,

برگشت های ،(٢ . ٢) لم طبق .detB = ١ و k =
√

detA آن در که داد نمایش

U١,U٢,U٣,U۴ ∈ GL٢(C)

داشت خواهیم این صورت در B؛ = U١U٢U٣U۴ طوری که به دارند وجود

φ(A) = φ(kI)φ(U١U٢U٣U۴) = φ(kI)φ(U١)φ(U٢)φ(U٣)φ(U۴) =

α(detA)((k)−١I)((U١)−١)t((U٢)−١)t((U٣)−١)t((U۴)−١)t =

α(detA)((k)−١I)((U۴)−١(U٣)−١(U٢)−١(U١)−١)t = α(detA)((k)−١I)((U١U٢U٣U۴)−١)t =

α(detA)((k)−١I)((B)−١)t = α(detA)((A)−١)t.

به صورت نگاشتی با φ نگاشت و است گروهی پیوسته ی همریختی α : C∗ → C∗ اینکه به توجه با

است. ثابت ادعا ،(٢ . ٣) لم کمک به است شده تعویض Pφ(.)P−١

وارون اش ترانهاده ی با برابر φ تحت برگشت ماتریس هر تصویر آن گاه ،γ(z) = z−١ اگر سوم. حالت
آن گاه باشد، برگشت ماتریس یک U اگر دیگر عبارت به است.

φ(U) = ((U)−١)t.

به فرم می توان را A ماتریس باشد. دلخواه A ∈ GL٢(C) کنید فرض اکنون

A = (k.I)B,

برگشت های ،(٢ . ٢) لم طبق .detB = ١ و k =
√

detA آن در که داد نمایش

U١,U٢,U٣,U۴ ∈ GL٢(C)

داشت خواهیم این صورت در B؛ = U١U٢U٣U۴ طوری که به دارند وجود
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φ(A) = φ(kI)φ(U١U٢U٣U۴) = φ(kI)φ(U١)φ(U٢)φ(U٣)φ(U۴) =

α(detA)(k−١I)(U−١
١ )t(U−١

٢ )t(U−١
٣ )t(U−١

۴ )t = α(detA)(k−١I)(U−١
۴ U−١

٣ U−١
٢ U−١

١ )t =

α(detA)(k−١I)((U١U٢U٣U۴)−١)t = α(detA)(k−١I)(B−١)t = α(detA)(A−١)t.

به صورت نگاشتی با φ نگاشت و است گروهی پیوسته ی همریختی α : C∗ → C∗ اینکه به توجه با

از: است عبارت حالت این در φ عمومی فرم ،(٢ . ٣) لم طبق است شده تعویض Pφ(.)P−١

φ(A) = (det(A))k|det(A)|teialn|det(A)| P−١(A−١)tP.

هستند. اعدادحقیقی a و t صحیح، عدد یک k ،P ∈ GL٢(C) در که

است. مزدوج اش با برابر φ تحت برگشت ماتریس هر تصویر آن گاه ،γ(z) = z اگر چهارم. حالت
آن گاه باشد، برگشت ماتریس یک U اگر دیگر عبارت به

φ(U) = U.

به فرم می توان را A ماتریس باشد. دلخواه A ∈ GL٢(C) کنید فرض

A = (k.I)B,

برگشت های ،(٢ . ٢) لم طبق .detB = ١ و k =
√

detA آن در که داد نمایش

U١,U٢,U٣,U۴ ∈ GL٢(C)

داشت خواهیم این صورت در B؛ = U١U٢U٣U۴ طوری که به دارند وجود

φ(A) = φ(kI)φ(U١U٢U٣U۴) = φ(kI)φ(U١)φ(U٢)φ(U٣)φ(U۴) =

α(detA)(kI)U١U٢U٣U۴ = α(detA)(kI)U١U٢U٣U۴ = α(detA)(kI)B = α(detA)A.

از: است عبارت حالت این در φ عمومی فرم بنابراین

φ(A) = (det(A))k|det(A)|teialn|det(A)| P−١AP.

هستند. اعدادحقیقی a و t صحیح، عدد یک k ،P ∈ GL٢(C) در که

،(١ . ١) قضیه ی فرم های در پس است، یک به یک همریختی φ فرض طبق .(١ . ٢) نتیجه اثبات
که است آن موجود فرم های در det(A) حذف برای لازم شرط داشت. نخواهیم را det(A) عدد
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k = k١ = k٢ = t = t١ = t٢ = a = a١ = a٢ = λ = ٠.

نمی باشند امکانپذیر ،(١ . ١) قضیه ی دوم و اول حالت های که می شود نتیجه φ بودن یک به یک از مجدداً

است. ثابت حکم و
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