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چکیده
ماتریس گاه هر می نامیم (Ai)m

i=١ خانواده توأم مهتر را (Bi)m
i=١ خانواده

هر برای Ai = DBi که طوری به باشد موجود D دوگانه تصادفی

رابطه توأم مهتری تعریف کمک با مقاله این در .i = ١, . . . ,m

سپس و می کنیم تعریف ماتریسی چندجمله ایهای روی را مهتری

مهتری و ماتریس ها روی توأم مهتری خطی نگهدارنده های ساختار

x, y ∈ بردارهای برای می آوریم. دست به را ماتریسی چندجمله ایهای

هر x ≺g y می نویسیم و گوییم x بردار یافته تعمیم مهتر را y ،Cn

که طوری به باشد موجود D تعمیم یافته دوگانه تصادفی ماتریس گاه

تعمیم یافته دوگانه تصادفی ماتریس های می کنیم ثابت .x = Dy

رد حافظ و یکه نگاشت های تمام مجموعه با یک به یک تناظر در

حکم این کمک با ادامه در است. قطری ماتریسهای فضای روی

دست به شونده قطری همزمان طور به ماتریسهای روی جالبی نتایج

می آوریم.
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سپس و شده تعریف بردارها از مرتب خانواده روی یافته تعمیم توأم مهتری همچنین مقاله این در

(Ai)m
i=١ ادامه در می نامیم. تعمیم یافته توأم مهتری را آن و داده گسترش ماتریسها از مرتب خانواده روی

می کنیم ثابت و می گیریم نظر در نرمال ماتریس های از شونده جابه جا و مرتب خانواده دو را (Bi)m
i=١ و

که طوری به باشد موجود T رد حافظ و یکه نگاشت اگر تنها و اگر است (Ai) خانواده توأم مهتر (Bi)

.i = ١, ٢, . . . ,m هر برای T (Ai) = Bi

مقدمه . ١

مانند دیگر علوم در می شوند، کار آمار و ماتریسی آنالیز شاخه های در که Cn و Rn روی مهتری روابط

کتاب [١١] و یافت [٢]–[١٣] در می توان را مهتری از مختلف تعاریف دارند. کاربرد اقتصاد و کوانتوم

مد n×m مختلط ماتریسهای روی ≺ رابطه مهتری روابط این بین در است. زمینه این در مناسبی مرجع

مرتبه از D دوگانه تصادفی ماتریس اگر است، A مهتر B می خوانیم و A ≺ B می نویسیم است، ما نظر

تعمیمی ماتریس ها از مرتب خانواده روی مهتری، تعریف این .A = DB که طوری به باشد موجود n× n

مهتر ماتریس ها از {Bi}mi=١ مرتب خانواده که ترتیب این به . [١٢] می شود نامیده توأم مهتری که دارد

برای که طوری به باشد موجود D دوگانه تصادفی ماتریس اگر است ماتریس ها از {Ai}mi=١ خانواده توأم

ساختار یافتن مسأله شده، کار زیاد آن روی اخیرا که دیگری مسأله .Ai = DBi ، i = ١, ٢, . . . ,m هر

نگهدارنده های مختلف ساختارهای و تکنیک ها دیدن جهت است. مهتری روابط این خطی نگهدارنده های

اختصار به Mn(C)یا مقاله این سراسر در نمایید. مراجعه [١٣] و [١٠] ، [٢]–[٩] به می توانید مهتری

مختلط درآیه های با n× ١ بردارهای مجموعه می شود. برده کار به n× n مختلط ماتریس های Mnبرای

بردار برای است. یک عدد مؤلفه هایش تمام که است برداری e ∈ Cn بردار است. شده داده نمایش Cn با

Dx نماد همچنین .tr(x) =
∑n

i=١ xi یعنی بود، خواهد x مؤلفه های مجموع tr(x) ، x = [xi] ∈ Cn

.Dx = diag[x١, x٢, . . . , xn] یعنی می شود، برده کار به x بردار قطری درآیه های با قطری ماتریس برای

مجموعه برای نیز Nn(C) است. شده داده نمایش λ(A) ∈ Cnبا A ∈ Mn ماتریس ویژه مقادیر بردار

مسئول ∗نویسنده
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می شود. استفاده n × n نرمال ماتریسهای تمام

داشته را زیر ویژگی سه هرگاه دارد نام دوگانه تصادفی T :Mn −→ Mn خطی نگاشت .١ . ١ تعریف
باشد:

مثبت معین نیمه نیز T (A) ماتریس ،A مثبت معین نیمه ماتریس هر برای یعنی باشد، مثبت الف)

باشد؛

است؛ n مرتبه از همانی ماتریس In آن در که T (In) = In یعنی باشد، یکه ب)

.tr(T (A)) = tr(A) ،A ∈ Mn هر برای یعنی باشد، رد حافظ ج)

(ب) شرایط گاه هر گویند تعمیم یافته دوگانه تصادفی را T : Mn →Mn خطی نگاشت همچنین

باشد. رد حافظ و یکه یعنی باشد داشته را (ج) و

مجموع و باشند نامنفی آن درآیه های تمام گاه هر می شود نامیده دوگانه تصادفی D ∈ Mn ماتریس

n مرتبه از دوگانه تصادفی ماتریس های تمام مجموعه باشند. یک عدد آن ستون  هر و سطر هر درآیه های

می آوریم. را تعمیم یافته دوگانه تصادفی ماتریس تعریف ادامه در می شود. داده نمایش DS(n) با

مجموع هرگاه، گویند تعمیمیافته دوگانه تصادفی را D = (di j) ∈ Mn(C) ماتریس .١ . ٢ تعریف
یعنی باشد، یک عدد مساوی آن ستون و سطر هر n∑درآیه های

i=١ di j = ١, j = ١, . . . , n,∑n
j=١ di j = ١, i = ١, . . . , n.

می دهیم. نمایش GDS(n) نماد با را تعمیم یافته دوگانه تصادفی ماتریس های مجموعه همچنین،

تعمیم یافته دوگانه تصادفی ماتریس، یک که این برای می آوریم دست به معادل شرط یک ادامه در

باشد.

.tr(Ax) = tr(x) ،x ∈ Cn هر برای و Ae = e اگر تنها و اگر A ∈ GDS(n) .١ . ٣ قضیه

ماتریس ام j ستون ،١ ≤ j ≤ n برای A j آن در که ،A = [A١ · · · An] ∈ GDS(n) کنید فرض اثبات.

صورت، این در است. A

Ae =
∑n

j=١ A j = e



٣٢۴٢٩ - ٩ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها خالویی/

همچنین و

tr(Ax) = tr(
∑n

j=١ x jA j) =
∑n

j=١ x jtr(A j) = tr(x).

پس tr(Ax) = tr(x) ،x ∈ Cn هر برای برعکس،

tr(A j) = tr(Ae j) = tr(e j) = ١,

که می گیریم نتیجه Ae = e اینکه از .
∑n

i=١ ai j = ١ ،١ ≤ j ≤ n هر برای یعنی این n∑و
j=١ A j = e.

.A ∈ GDS(n) بنابراین .
∑n

j=١ ai j = ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای نتیجه در

کمک با دوم بخش می یابد. ادامه دیگر بخش پنج در است اول بخش که مقدمه از بعد مقاله این

می دهیم نشان همچنین و می دهیم ارایه ماتریسی چندجمله ایهای روی مهتری برای تعریف یک توأم، مهتری

چندجمله ای دو آن خطی سازیهای بین مهتری برقراری معادل چندجمله ای دو بین مهتری برقراری که

مهتری و ماتریس ها روی توأم مهتری رابطه خطی نگهدارنده های ساختار تعیین به سوم بخش در است.

که می شود معرفی بردارها روی تعمیم یافته مهتری چهارم بخش در می پردازیم. ماتریسی چندجمله ایهای

باشد موجود D ∈ GDS(n) یافته تعمیم دوگانه تصادفی ماتریس اگر تنها و اگر x ≺ y از است عبارت

دو به یافته تعمیم مهتری همچنین بخش این در .x, y ∈ Cn بردارهای برای x = Dy که طوری به

پنجم بخش در شود. می اثبات و بیان خصوص این در قضایایی و می یابد توسعه ماتریس ها روی گونه

شرط که جالب قضیه یک و می شود تعریف ماتریس ها از مرتب خانواده های روی یافته تعمیم توأم مهتری

بخش در می آوریم. دست به را است نرمال ماتریس های از شونده جابه جا خانواده توأم مهتری برای معادل

با رابطه در باز مسأله دو و آورده ایم ماتریسی چندجمله ایهای روی تعمیم یافته مهتری برای تعریف دو آخر

می شود. بیان آنها خطی نگهدارنده های

ماتریسی ای های جمله چند و توأم مهتری . ٢

می کنیم. تعریف ماتریسی چندجمله ایهای روی را مهتری توأم، مهتری تعریف از استفاده با بخش این در

خطی L(p) آن در که L(p) ≺ L(q) اگر تنها و اگر p(λ) ≺ q(λ) که است این تعریف این قوت نقطه

ببینیم. را p(λ) ماتریسی چندجمله ای کلی فرم ابتدا است. p چندجمله ای سازی
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p(λ) = Amλ
m + Am−١λ

m−١ + · · · + A٠

λ ∈ C, A j ∈ Mn, j = ٠, ١, . . . ,m.

:[۴] از است عبارت که می گیریم نظر در p(λ) چندجمله ای همراه خطی سازی را L(p)

L(p) =



In ٠ ٠ · · · ٠

٠ In ٠ · · · ٠
... · · · . . . · · · ...

٠ · · · ٠ In ٠

٠ ٠ · · · ٠ Am


λ −



٠ In ٠ ٠ · · · ٠

٠ ٠ In ٠ · · · ٠
...

...
. . . . . . . . .

...

٠ ٠ · · · ٠ In ٠

٠ ٠ ٠ · · · ٠ In

−A٠ −A١ · · · · · · · · · −Am−١


. (٢ . ١)

را همراه خطی سازی اینجا در ما که می شود تعریف ماتریسی چندجمله ای برای متعددی خطی سازی های

چندجمله ای یک خطی سازی انواع برای می نامیم. خطی سازی را آن اختصار به ادامه در و گرفته ایم نظر در

چندجمله ای صفرهای باشد. ماتریسی چندجمله  ای یک p(λ) کنید فرض کرد. مراجعه [۴] به می توان

چندجمله ای ویژه مقادیر تمام مجموعه می نامند. p(λ) ماتریسی چندجمله ای ویژه مقادیر را det p(λ)

چندجمله ای ویژه بردار را x , ٠ بردار می دهند. نمایش σ(p) با را p(λ) طیف همان یا ماتریسی

در پیشرو ضریب وقتی . p(λ٠)x = ٠ گاه هر گویند λ٠ ∈ σ(p) ویژه مقدار نظیر p(λ) ماتریسی

[۴] آنگاه باشد همانی p(λ) ماتریسی چندجمله ای

detL(p) = det p(λ).

ابعاد در و است یک درجه از L(p) ماتریسی چندجمله ای اما . σ(L(p)) = σ(p) دیگر عبارت به

در پیشرو ضریب اگر همچنین است. σ(p) از تر ساده مراتب به σ(L(p)) محاسبه بالا مرتبه های و

به که است همراه ماتریس طیف همان خطی سازی طیف آنگاه باشد وارون پذیر ماتریسی چندجمله ای

می باشد. محاسبه قابل راحتی

کرد. استفاده σ(L(p)) = σ(p) رابطه از می توان نیز دیفرانسیل معادلات دستگاههای از نوعی حل در
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بگیرید. نظر در را زیر کلی فرم به دیفرانسیل معادله

Alx(t)(t) + Al−١x(t−١)(t) + · · · + A١x(١)(t) + A٠x(t) = f (t)

و t متغیر از برداری تابع x(t) ∈ Cn همچنین . det Al , ٠ و A٠, A١, . . . , Al ∈ Cn×n آن در که

Cn در مقادیر با t متغیر از معلوم تابعی f (t) برداری اند. تابع این مشتقات نمایانگر بالایی اندیس های

حل در می شود. داده نسبت p(λ) =
∑l

j=٠ A jλ
j ماتریسی چندجمله ای فوق دستگاه نظیر می باشد.

ارجاع [۴] و [۴] به خواننده دستگاهها این حل از نمونه هایی دیدن برای است. نیاز σ(p(λ)) دستگاه

نظر در را [۴] مثال معادلات دستگاه یک ماتریسی چندجمله ای نوشتن نحوه برای ادامه در می شود.

x(٢)
١ (t) = ٠, بگیرید.

x(٢)
٢ (t) + x(١)

١ (t) − x(١)
٢ (t) + x١ = ٠.

داریم فوق کلی فرم به دستگاه این نوشتن با

١ ٠

٠ ١

 x(٢)(t) +

٠ ٠

١ −١

 x(١)(t) +

٠ ٠

١ ٠

 x(t) = ٠.

از است عبارت آن نظیر ماتریسی چندجمله ای

p(λ) =

١ ٠

٠ ١

 λ٢ +

٠ ٠

١ −١

 λ +
٠ ٠

١ ٠

 =
 λ٢ ٠

λ + ١ λ(λ − ١)

 .
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از است عبارت آن سازی خطی چندجمله ای همچنین

L(P) = λI −



٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ٠ ٠

−١ ٠ −١ ١


=



λ ٠ −١ ٠

٠ λ ٠ −١

٠ ٠ λ ٠

١ ٠ ١ λ − ١


.

آن در که کرد مراجعه [١] به می توان ماتریسی چندجمله ایهای خطی سازی روی بیشتر مطالعه جهت

چندجمله ای وار عددی غلاف های و ماتریسی چندجمله ای یک چندجمله ای وار عددی غلاف های بین رابطه ی

سپس و می آوریم را توأم مهتری تعریف بخش این ادامه در است. گرفته قرار مطالعه مورد آن خطی سازی

می نماییم. تعریف ماتریسی چندجمله ایهای روی را مهتری

[١٢] .٢ . ١ تعریف

ماتریس گاه هر A ≺ B می نویسند و گویند A ماتریس مهتر را B ماتریس A, B ∈ Mn کنید فرض الف)

.A = DB که طوری به باشد موجود D ∈ DS(n) دوگانه تصادفی

توأم مهتر (Bi) گویند Mnباشند. ماتریس های از مرتب خانواده دو (Bi)m
i=١ و (Ai)m

i=١ کنید فرض ب)

باشد موجود D ∈ DS(n) دوگانه تصادفی ماتریس گاه هر (Ai) ≺ (Bi) می نویسند و است (Ai)

.Ai = DBi ،i = ١, ٢, . . . ,m هر برای که طوری به

کنید فرض .٢ . ٢ تعریف

p(λ) = Amλ
m + Am−١λ

m−١ + · · · + A٠

q(λ) = Bmλ
m + Bm−١λ

m−١ + · · · + B٠

چندجمله ای .Ai, Bi ∈ Mn ،i = ١, ٢, . . . ,m هر برای و λ ∈ C که باشند ماتریسی چندجمله ای دو

.(Ai)m
i=١ ≺ (Bi)m

i=١ گاه هر p(λ) ≺ q(λ) می شود نوشته و گویند p(λ) چندجمله ای مهتر را q(λ)

کنید فرض .٢ . ٣ قضیه
چندجمله ای دو q(λ) = Bmλ

m+Bm−١λ
m−١+ · · ·+B٠ و p(λ) = Amλ

m+Am−١λ
m−١+ · · ·+A٠

.L(p) ≺ L(q) اگر تنها و اگر p(λ) ≺ q(λ) صورت این در باشند، ماتریسی
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j = ١, ٢, . . . ,m هر برای و D ∈ DS(n) یک برای صورت این در p(λ) ≺ q(λ) کنید فرض اثبات.

فرض با که داد نشان می توان سادگی به .p(λ) = Dq(λ) نوشت می توان بنابراین .A j = DB j ،

D′ = diag[In, . . . , In,D] ∈ DS(nm),

پس L(p) ≺ L(q) کنید فرض برعکس، . L(p) ≺ L(q) نتیجه در و L(p) = D′L(q) داریم

که طوری به است موجود D′ ∈ DS(nm) ماتریس

L(p) = D′L(q).

صورت این در .Di j ∈ Mn که بگیرید نظر در D′ = [Di j]m
i, j=١ بلوکی صورت به را D′

D′diag[In, . . . , In, Bm] = diag[In, . . . , In, Am].

طرفی از .Am = DmmBm ،Dii = In,Di j = o, i , j = ١, ٢, . . . ,m − ١ نتیجه در

D′



٠ In ٠ ٠ · · · ٠

٠ ٠ In ٠ · · · ٠
...

...
. . . . . . . . .

...

٠ ٠ · · · ٠ In ٠

٠ ٠ ٠ · · · ٠ In

−B٠ −B١ · · · · · · · · · −Bm−١


=



٠ In ٠ ٠ · · · ٠

٠ ٠ In ٠ · · · ٠
...

...
. . . . . . . . .

...

٠ ٠ · · · ٠ In ٠

٠ ٠ ٠ · · · ٠ In

−A٠ −A١ · · · · · · · · · −Am−١


. (٢ . ٢)

p(λ) ≺ پس Dmm ∈ DS(n) که آنجا از . Ai = DmmBi, i = ٠, ١, . . . ,m − ١ می دهد نتیجه

.q(λ)

خطی نگهدارنده های . ٣

روی نگهدارنده ها این ساختار همچنین و [٢] در بردارها روی ≺ مهتری نگهدارنده های ساختار

ساختار تعیین جهت و می آوریم [١٠] از را زیر قضیه لذا است. آمده دست به [١٠] در ماتریس ها

می نماییم. استفاده آن از ماتریس ها روی توأم مهتری نگهدارنده های
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زیر شرایط صورت این در باشد. خطی تبدیل یک T : Mnm → Mnm کنید فرض [١٠] .٣ . ١ قضیه
معادل اند.

.X,Y ∈ Mnm هر برای X ≺ Y گاه هر T X ≺ TY الف)
باشد. برقرار زیر شرایط از یکی ب)

T (X) =
∑m

j=١(
∑n

i=١ xi j)A j که طوری به باشند موجود A١, A٢, . . . , Am ∈ Mnm ماتریسهای (١

.X = [xi j] ∈ Mnm هر برای
T (X) = PXR + که طوری به باشند موجود P ∈ Mn جایگشتی ماتریس و R, S ∈ Mm (٢

.X ∈ Mnm هر برای JXS

دست به ماتریس ها روی را ٢ . ١ تعریف مطابق توأم، مهتری نگهدارنده های ساختار بخش این ادامه در

می آوریم.

اگر صورت این در باشد، ≺ مهتری رابطه خطی نگهدارنده T : Mn →Mn کنید فرض .٣ . ٢ قضیه

X = DY,∃D ∈ DS(n)

است. برقرار X,Y ∈ Mn هر برای زیر شرط دو از یکی آنگاه

.T (X) = PDPtT (Y) که طوری به دارد وجود P جایگشتی ماتریس یک الف)
.T (X) = T (Y) ب)

X = [xi j] ∈ هر برای که طوری به باشند موجود A١, A٢, . . . , Am ∈ Mn اگر ٣ . ١ قضیه طبق اثبات.

صورت این در X = DY,D = [di j] ∈ DS(n) کنید فرض آنگاه T (X) =
∑m

j=١(
∑n

i=١ xi j)A j ،Mn

n∑
i=١

xi j =

n∑
i=١

(DY)i j

=

n∑
i=١

(
n∑

k=١
dikyk j)

=

n∑
k=١

(
n∑

i=١
dik)yk j

=

n∑
k=١

yk j.
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نتیجه در j = ١, ٢, . . . , n هر برای tr(X j) = tr(Y j) بنابراین

T (X) =
∑m

j=١(
∑n

i=١ xi j)A j =
∑m

j=١(
∑n

i=١ yi j)A j = T (Y).

T (X) = که طوری به باشند موجود P ∈ Mn جایگشتی ماتریس و R, S ∈ M اگر ٣ . ١ قضیه طبق

این در D′ = PDPt و X = DY,∃P ∈ DS(n) کنید فرض آنگاه .X ∈ Mn هر برای PXR+ JXS

صورت

T (X) = PXR + JXS

= PDYR + JDYS

= D′PYR + D′JYS

= D′T (Y).

معادل اند زیر شرایط آنگاه باشد خطی نگاشت T : Mn →Mn اگر .٣ . ٣ نتیجه

است، ≺ مهتری رابطه نگهدارنده T الف)

است، ≺ توأم مهتری رابطه نگهدارنده T ب)

است. ماتریسی ای چندجمله روی ≺ مهتری رابطه نگهدارنده T ج)

مهتری رابطه و ماتریس ها روی توأم مهتری رابطه خطی نگهدارنده های ساختار نتیجه این طبق بنابراین

می باشد. ٣ . ١ قضیه همانند ماتریسی چندجمله ایهای روی

تعمیم یافته دوگانه تصادفی نگاشت های و مهتری . ۴

روی گونه دو به ٢ . ۴ و ١ . ۴ تعاریف در و می شود تعریف Cn روی تعمیم یافته مهتری بخش این در

می شود. Mnتعریف

است، x تعمیم یافته مهتر y می خوانیم و x ≺g y می نویسیم ، x, y ∈ Cn کنید فرض .١ . ۴ تعریف
همچنین .x = Dy که طوری به باشد موجود D ∈ GDS(n) تعمیم یافته دوگانه تصادفی ماتریس هرگاه
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ماتریس گاه هر A ≺g B می نویسیم و گوییم A ∈ Mn ماتریس تعمیم یافته مهتر را B ∈ Mn ماتریس

.A = DB که طوری به باشد موجود D تعمیم یافته دوگانه تصادفی

،A ≾g B می نویسیم و نامیم A تعمیم یافته ماتریسی مهتر را B .A, B ∈ Mn کنید فرض .٢ . ۴ تعریف
.λ(A) ≺g λ(B) دیگر عبارت به .λ(A) = Dλ(B) که طوری به باشد موجود D ∈ GDS(n) هرگاه

لازم شرط یک با را قطری ماتریس های روی تعمیم یافته دوگانه تصادفی نگاشت های زیر قضیه در

روی تعمیم یافته دوگانه تصادفی نگاشت های می کنیم ثابت دیگر عبارت به می آوریم. دست به کافی و

است. GDS(n) با یک به یک تناظر در ،n مرتبه از قطری ماتریس های مجموعه

خطی نگاشت صورت این در Mnباشد. در قطری ماتریس های مجموعه Dn کنید فرض .٣ . ۴ قضیه
برای که طوری به باشد موجود A ∈ GDS(n) اگر تنها و اگر است رد حافظ و یکه T : Dn −→ Dn

.T (Dx) = DAx ،x ∈ Cn هر

Cn با Dn اینکه به توجه با باشد. رد حافظ و یکه T : Dn −→ Dn خطی نگاشت کنید فرض اثبات.

به T̃ (x) =
∑n

i=١(T (Dx))iiei ضابطه با T̃ : Cn −→ Cn نگاشت یک ،T نگاشت است یکریخت

،x ∈ Cn هر برای بنابراین باشد، استاندارد پایه در T̃ ماتریس A کنید فرض می کند. القا ،x ∈ Cn ازای

.T̃ (x) = Ax

هر برای T̃ (e j) = A j طرفی از tr(T̃ (x)) = tr(x) که آنجایی از .A = [A١, . . . , An] دهید قرار

بنابراین . j = ١, ٢, . . . , n

tr(A j) = tr(T̃ (e j)) = tr(e j) = ١.

، j = ١, . . . , n هر برای نتیجه n∑در
i=١ ai j = ١.

لذا .i = ١, . . . , n هر برای
∑n

j=١ ai j = ١ نتیجه در .Ae = e بنابراین و T̃ (e) = e پس است، یکه T

.A ∈ GDS(n)

همچنین

Ax = T̃ (x) =
∑n

i=١(T (Dx))iiei,
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،i = ١, . . . , n هر برای نتیجه در

(T (Dx))ii =
∑n

j=١ ai jx j = (Ax)i.

.T (Dx) = DAx ،x ∈ Cn هر برای بنابراین

،١ . ٣ قضیه طبق .T (Dx) = DAx که طوری به باشد موجود A ∈ GDS(n) کنید فرض برعکس،

که می گیریم نتیجه .x ∈ Cn هر برای tr(Ax) = tr(x). و Ae = e

T (I) = T (De) = DAe = De = I,

داریم همچنین و

tr(T (Dx)) = tr(DAx)

= tr(Ax)

= tr(x)

= tr(Dx),∀x ∈ Cn.

است. رد حافظ و یکه T پس

صورت به دلخواه ماتریس یک یکانی مدار .U∗U = I گاه هر نامیم یکانی را U ∈ Mn(C) ماتریس

می شود. تعریف زیر

عبارت و میشود داده نمایش U(A) نماد با A یکانی مدار .A ∈ Mn(C) کنید فرض .۴ . ۴ تعریف
از است

U(A) = {U∗AU : U ∈ Un}.

باشد. می n مرتبه از یکانی ماتریس های مجموعه Un آن در که

و فیزیک در مهمی کاربردهای و هستند جالبی هندسی و جبری خواص دارای ماتریسها یکانی مدار

نرمال ماتریس یک یکانی مدار بین ای رابطه آن نتیجه و قضیه یک با بخش این ادامه در دارند. کوانتوم

آوریم. می دست به مهتری رابطه و
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U١,U٢, . . . ,Uk یکانی ماتریس های و t١, t٢, . . . , tk اسکالرهای و A, B ∈ Nn اگر (١) .۵ . ۴ قضیه
که طوری به باشند موجود

∑k
j=١ t j = ١, A =

∑k
j=١ t jU∗j BU j,

.A = φ(B) که طوری به دارد وجود φ :Mn →Mn رد حافظ و یکه نگاشت آنگاه

این در .A = φ(B) باشیم داشته φ رد حافظ و یکه نگاشت یک برای و A, B ∈ Nn کنید فرض (٢)

.A ≾g B صورت،

می کنیم تعریف زیر صورت به را φ نگاشت (١) اثبات.

φ(X) =
∑k

j=١ t jU∗j XU j.

زیرا است یکه φ نگاشت

φ(I) =
∑k

j=١ t jU∗j IU j =
∑k

j=١ t jI = I.

زیرا است رد حافظ φ نگاشت

tr(φ(X)) = tr(
k∑

j=١
t jU∗j XU j)

=

k∑
j=١

t jtr(U∗j XU j)

=

k∑
j=١

t jtr(XU jU∗j )

= tr(X)
k∑

j=١
t j

= tr(X).
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.A = φ(B) و باشد رد حافظ و یکه نگاشت φ کنید فرض .(٢) اثبات .A = φ(B) همچنین

که طوری به دارند وجود U,W ∈ Un ماتریس های A, B ∈ Nn

Dλ(A) = W∗AW , Dλ(B) = V∗BV.

می کنیم معرفی زیر صورت به را ψ نگاشت

ψ(X) := Wφ(VXV∗)W∗ , X ∈ Mn.

همچنین و می باشد رد حافظ و یکه ψ خطی، نگاشت

Dλ(A) = W∗AW

= W∗φ(B)W

= W∗φ(VDλ(B)V∗)W

= ψ(Dλ(B)),

بنابراین

Dλ(A) = ψ(Dλ(B)). (١ . ۴)

باشد، e j توسط شده تولید بعدی یک فضای زیر روی متعامد تصویر P j, ١ ≤ j ≤ n کنید فرض حال

لذا

P j = diag(٠, · · · , ١, ٠, · · · , ٠) =



٠ · · · ٠ · · · ٠
...
. . .

...
. . .

...

٠ · · · ١ · · · ٠
...
. . .

...
. . .

...

٠ · · · ٠ · · · ٠


,
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که می دهد نتیجه (١ . ۴) لذارابطه

n∑
j=١

λ j(A)P j = Dλ(A) = ψ(Dλ(B))

= ψ(
n∑

j=١
λ j(B)P j)

=

n∑
j=١

λ j(B)ψ(P j).

هر برای اول مؤلفه روی ⟨A, B⟩ = trB∗A داخلی ضرب بودن خطی خاصیت و فوق نتیجه به بنا حال

داریم i = ١, . . . , n

n∑
j=١
⟨ψ(P j), Pi⟩λ j(B) = ⟨

n∑
j=١

λ j(B)ψ(P j), Pi⟩

= ⟨
n∑

j=١
λ j(A)P j, Pi⟩

=

n∑
j=١

λ j(A)⟨P j, Pi⟩

=

n∑
j=١

λ j(A)δi j = λi(A).

،i, j = ١, . . . , n هر برای و است مربعی ماتریس یک D = [di j] آن در که λ(A) = Dλ(B) بنابراین

di j = ⟨ψ(P j), Pi⟩ = tr(P∗iψ(P j)) = tr(Piψ(P j)).

داریم i = ١, ٢, . . . , n هر برای نتیجه در هستند. متعامد تصاویر Piها و است خطی و یکه ψنگاشت چون
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n∑
j=١

di j =

n∑
j=١

tr(Piψ(P j))

= tr(Pi

n∑
j=١

ψ(P j))

= tr(Piψ(
n∑

j=١
P j))

= tr(Piψ(I)) = tr(Pi) = ١.

داریم است رد حافظ ψ نگاشت که این از مشابه طور به

n∑
i=١

di j =

n∑
i=١

tr(Piψ(P j))

= tr(
n∑

i=١
Piψ(P j))

= tr(ψ(P j)
n∑

i=١
Pi

= tr(ψ(P j)) = tr(P j) = ١.

.A ≾g B که می گیریم نتیجه ،٢ . ۴ تعریف به بنا پس .D ∈ GDS(n) بنابراین

t١, t٢, . . . tk اسکالرهای و U١,U٢, . . . ,Uk یکانی ماتریس های اگر .A, B ∈ Nn کنید فرض .۶ . ۴ نتیجه
که طوری به باشند k∑موجود

j=١ t j = ١, A =
∑k

j=١ t jU∗j BU j.

.A ≾g B آنگاه
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تعمیم یافته دوگانه تصادفی نگاشت های و توأم مهتری . ۵

برای می دهیم. تعمیم ماتریس ها و بردارها از مرتب خانواده روی را یافته تعمیم مهتری بخش این در

می آوریم. [١٢] از تعاریفی منظور این

همچنین و باشند بردارها از مرتب خانواده دو (xi)i=١,...,m, (yi)i=١,...,m ⊆ Cn کنید فرض .١ . ۵ تعریف
شده اند، معرفی زیر صورت به که باشند ماتریس هایی X,Y ∈ Mn×m

Ci(X) = xi, Ci(Y) = yi, ∀i = ١, . . . ,m.

و X ≺g Y هرگاه گوییم (xi)i=١,...,m خانواده تعمیم یافته توأم مهتر را (yi)i=١,...,m خانواده صورت، این در

.(xi) ≺g (yi) می نویسیم

در باشند. ماتریس ها از مرتب خانواده دو (Ai)i=١,...,m, (Bi)i=١,...,m ⊆ Mn کنید فرض .٢ . ۵ تعریف
هرگاه گوییم (Ai)i=١,...,m خانواده تعمیم یافته ماتریسی توأم مهتر را (Bi)i=١,...,m خانواده صورت، این

(λ(Ai))m
i=١ ≺g (λ(Bi))m

i=١

.(Ai) ≾g (Bi) می نویسیم و

هر برای که طوری به باشد موجود D ∈ GDS(n) ماتریس اگر تنها و اگر (xi) ≺g (yi) .٣ . ۵ نکته

.xi = Dyi ،i = ١, . . . ,m

می کنیم. استفاده زیر لم معروف نتایج از ۵ . ۵ قضیه اثبات برای ادامه در

نگاشت صورت این در باشد. Mn(C) از ای یکه جبر ∗C-زیر ،A ⊆ Mn(C) کنید فرض .۴ . ۵ لم
.ψ(A) = A ،A ∈ A هر برای که طوری به دارد وجود ψ :Mn(C) −→ A دوگانه تصادفی

زیرجبر −∗ از عبارت A = C∗(A١, A٢, . . . , Am) اینصورت در (Ai)m
i=١ ⊆ Mn(C) کنید فرض

از یکه ∗−زیرجبر کوچکترین A دیگر عبارت به می باشد. A١, A٢, . . . , Am توسط شده تولید یکه

(Ai)m
i=١ اگر که است بدیهی .Ai ∈ A ،i = ١, ٢, . . . ,m هر برای که طوری به است Mn(C)

می کند قطری را Aiها همزمان طور به که باشد یکانی ماتریس U و باشند Mn(C) از آبلی خانواده
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هر برای U∗AU = Dx, ∃x ∈ Cn یعنی می کند. قطری را C∗(A١, A٢, . . . , Am) عضو هر U آنگاه

نتیجه در .A ∈ C∗(A١, A٢, . . . Am)

C∗(A١, A٢, . . . , Am) ⊆ UDnU∗ = {UDxU∗ : x ∈ Cn}.

ماتریس های از شونده جابه جا و مرتب خانواده ای توأم مهتری برای کافی و لازم شرط یک زیر قضیه در

می کنیم. بیان نرمال

ماتریس های از مرتب و شونده جابه جا خانواده دو (Ai)m
i=١, (Bi)m

i=١ ⊆ Nn کنید فرض .۵ . ۵ قضیه
دوگانه (تصادفی رد حافظ و یکه نگاشت اگر تنها و اگر (Bi) ≺g (Ai) صورت، این در باشند. نرمال

تعمیم یافته)،

T : C∗(A١, . . . , Am) −→ C∗(B١, . . . , Bm),

.i = ١, ٢, . . . ,m هر برای ، T (Ai) = Bi که طوری به باشد داشته وجود

وجود U,V ∈ Un پس هستند، نرمال و شونده جابه جا خانواده دو (Ai), (Bi) اینکه به توجه با اثبات.

،i = ١, . . . ,m هر برای که طوری به دارد

U∗AiU = Dλ(Ai), ,V∗BiV = Dλ(Bi).

نگاشت T : C∗(A١, . . . , Am) −→ C∗(B١, . . . , Bm) که کنید فرض می کنیم، ثابت را رابطه لزوم ابتدا

.T (Ai) = Bi ،i = ١, . . . ,m هر برای که طوری به باشد رد حافظ و یکه

لم به بنا آن در که T̃ (D) = V∗T (ψ(UDU∗))V ضابطه، با را T̃ : Dn −→ Dn بگیرید نظر در

،T̃ (Dλ(Ai)) = Dλ(Bi) و می باشد دوگانه تصادفی نگاشت ψ : Mn(C) −→ C∗(A١, . . . , Am) ،۴ . ۵

که طوری به دارد وجود A ∈ GDS(n) ،٣ . ۴ لم به بنا لذا می باشد. رد حافظ و یکه نگاشت T̃ همچنین

پس ،T̃ (Dλ(Ai)) = DAλ(Ai)

Aλ(Ai) = λ(Bi) , i = ١, . . . ,m.

.(Bi) ≺g (Ai) نتیجه در ،(λ(Bi)) ≺g (λ(Ai)) بنابراین

طوری به دارد وجود A ∈ GDS(n) پس .(Bi) ≺g (Ai) می کنیم فرض رابطه، کفایت اثبات برای
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صورت به را T : C∗(A١, . . . , Am) −→ C∗(B١, . . . , Bm) نگاشت حال ،Aλ(Ai) = λ(Bi) که

به بنا .φ : Mn(C) −→ C∗(B١, . . . , Bm) آن در که می گیریم نظر در T (UDxU∗) = φ(VDAxV∗)

به توجه با .φ(B) = B ،B ∈ C∗(B١, . . . , Bm) هر برای و می باشد دوگانه تصادفی نگاشت φ ،۴ . ۵ لم

پس ،VDAxV∗ ∈ C∗(B١, . . . , Bm) اینکه

φ(VDAxV∗) = VDAxV∗,

.T (Ai) = Bi بنابراین،

باز مسأله و ماتریسی چندجمله ایهای تعمیم یافته مهتری . ۶

ماتریسی چندجمله ای های روی را تعمیم یافته مهتری توان می ١ . ۵ تعریف و ١ . ۴ تعریف از استفاده با

کرد. تعریف زیر صورت به

کنید فرض .١ . ۶ تعریف

p(λ) = Amλ
m + Am−١λ

m−١ + · · · + A٠

q(λ) = Bmλ
m + Bm−١λ

m−١ + · · · + B٠

چندجمله ای .Ai, Bi ∈ Mn ،i = ١, ٢, . . . ,m هر برای و λ ∈ C که باشند ماتریسی چندجمله ای دو

(Ai)m
i=١ ≺g گاه هر p(λ) ≺g q(λ) می شود نوشته و گویند p(λ) چندجمله ای تعمیم یافته مهتر را q(λ)

.(Bi)m
i=١

می کنیم. نظر صرف ٢ . ٣ قضیه اثبات با تشابه دلیل به آن اثبات آوردن از اما داریم نیز را زیر قضیه

p(λ) ≺g q(λ) صورت این در باشند، ماتریسی چندجمله ای دو q(λ) و p(λ) کنید فرض .٢ . ۶ قضیه
.L(p) ≺g L(q) اگر تنها و اگر

دست به ماتریس ها روی ١ . ۴ تعریف تعمیم یافته مهتری خطی نگهدارنده های ساختار [٣] مقاله در

می شود. مطرح زیر باز مسأله ساختار این به توجه با است، آمده

١ . ۶ تعریف طبق ماتریسی، چندجمله ایهای روی ≺g یافته تعمیم خطی نگهدارنده های ساختار .١ مسأله
طور به نماییم، تعریف ٢ . ۵ و ٢ . ۴ تعاریف اساس بر جمله ایها چند روی را مهتری اگر است؟ گونه چه به

می شود. مطرح خطی نگهدارنده های ساختار مسأله مشابه
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کنید فرض .٣ . ۶ تعریف

p(λ) = Amλ
m + Am−١λ

m−١ + · · · + A٠

q(λ) = Bmλ
m + Bm−١λ

m−١ + · · · + B٠

q چندجمله ای .Ai, Bi ∈ Mn ،i = ١, ٢, . . . ,m هر برای و λ ∈ C که باشند ماتریسی چندجمله ای دو

.(λ(Ai))m
i=١ ≺g (λ(Bi))m

i=١ گاه هر p ≺g q می شود نوشته و گویند p چندجمله ای تعمیم یافته مهتر را

چندجمله ایهای روی ، ٣ . ۶ تعریف همانند ≺g یافته تعمیم خطی نگهدارنده های ساختار مسأله٢ .
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