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مقدمه . ١

درهم تنیدگی تبدیل مسئله ی است. کوانتومی اطلاعات نظریه در مهم موضوعات از یکی درهم تنیدگی١

عملیات از استفاده با ترکیبی۴ سیستم یک خالص٣ حالت پذیری تبدیل توانایی به مربوط کوانتومی٢

است. دیگر خالص حالت به (LOCC) کلاسیک۵ ارتباطات و موضعی

نامتناهی و متناهی دسته ی دو به بعد لحاظ به را فیزیکی سیستم های می توان ریاضی دیدگاه از

ویژگی های همواره که آنجا از کرد. مطالعه تابعی آنالیز و جبرخطی چارچوب در ترتیب به و طبقه بندی

دید از نامتناهی و متناهی دوبعد در درهم تنیدگی مسئله ی بررسی است، فیزیکی تفاسیر دارای ریاضی

فیزیک و ریاضیات بین مشترک زبانی به دستیابی بجهت است لازم ابتدا است. اهمیت حائز ریاضی

شود. بیان مقدماتی کوانتوم

کوانتوم فیزیک ریاضی زبان . ١ . ١

سیستم هر با متناظر ،( [٨] مرجع از ٢ . ٢ . ١ بخش زیر به شود کوانتوم(رجوع فیزیک اول اصل طبق

طور به سیستم که می شود گرفته درنظر سیستم حالت فضای نام به هیلبرت فضای یک ایزوله، فیزیکی

مقاله این در می گردد. توصیف حالت بردار به موسوم هیلبرت فضای آن از یکه بردار یک توسط کامل

فضای از ϕ ستونی یکه بردار دیراک۶، نمادگذاری یعنی کوانتوم فیزیک در معمول نمادگذاری اتخاذ با

⟨ϕ| ٨ بِرا نماد با را آن مزدج ترانهاده بردار یعنی دوگانش، بردار و |ϕ⟩ ٧ کت نماد با را H هیلبرت
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آن حالت که است کوانتومی سیستم یک توصیف جهت مناسب ابزاری چگالی٩ ماتریس یا عملگر

سیستم از ممکن حالات تمام مجموعه {|ϕi⟩ : i ∈ I} کنیم فرض اگر درواقع نیست. مشخص دقیقاً

چگالی عملگر آنگاه گیرد، قرار |ϕi⟩ حالت در pi احتمال با سیستم ،i ∈ I هر ازای به و باشد کوانتومی

در دقیقاً سیستم بدانیم اگر است ذکر به لازم می کنیم. تعریف ρ =
∑

i pi|ϕi⟩⟨ϕi| بصورت را سیستم این

ρ = |ϕ⟩⟨ϕ| آن چگالی عملگر بوضوح و گوییم خالص را سیستم حالت است، |ϕ⟩ حالت بردار وضعیت

این درغیر و افتاده اند) اتفاق صفر احتمال با حالات مابقی و یک احتمال با |ϕ⟩ حالت (یعنی می باشد

نامیم. مخلوط١٠ را سیستم حالت صورت،

اگر ساده، مثالی عنوان به نداریم سروکار ایزوله سیستم یک با همیشه طبیعت در که است واضح

ترکیب آن با جدید ایزوله سیستم یک عنوان به سیستم اطراف محیط تاثیر نباشد ایزوله فیزیکی سیستم

هستند. ترکیبی سیستم های از ای نمونه ایزوله غیر سیستم های بنابراین است. شده

سیستم های حالت فضای ،([٨] مرجع از ٢ . ٢ . ٨ بخش زیر به شود (رجوع کوانتوم فیزیک چهارم اصل طبق

برای است. شده سازی مدل جزء، فیزیکی سیستم های حالت فضاهای تانسوری ضرب کمک به ترکیبی١١

بر علاوه است. Hb و Ha سیستم دو ترکیب از حاصل ترکیبی، سیستم یک عنوان به Ha ⊗ Hb مثال

باشد، سیستم i-امین بردارحالت |ϕi⟩ ،i هر برای که باشیم داشته فیزیکی ایزوله سیستم n اگر این،

است. ترکیبی سیستم حالت بردار |ϕ١⟩ ⊗ |ϕ٢⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕn⟩
ترکیبی کوانتومی سیستم های به مربوط مهم موضوعات از یکی تا می سازد قادر را ما همچنین چهارم اصل

ترکیبی سیستم یک خالص حالت کنیم. تعریف است مقاله این کلیدی موضوع که را درهم تنیدگی نام به

جزء سیستم های خالص حالات تانسوری حاصلضرب صورت به را آن نتوان هرگاه گوییم درهم تنیده را

دوکیوبیتی بِل١٢ حالت ،|٠⟩ = (١, ٠) و |١⟩ = (٠, ١) فرض با مثال برای بنویسیم.

|ψ⟩ = ١
√

٢
(|٠⟩a ⊗ |٠⟩b + |١⟩a ⊗ |١⟩b) (١ . ١)

آن نمی توان زیرا است درهم تنیده حالت یک Ha ⊗ Hb = C۴ ترکیبی سیستم از یکه بردار عنوان به
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بر تکیه با موضوع این دادن نشان برای نوشت، کیوبیتی یک حالت دو تانسوری ضرب صورت به را

که γ|٠⟩b + δ|١⟩b ∈ Hb و α|٠⟩a + β|١⟩a ∈ Ha کیوبیتی یک حالت دو کنیم فرض خلف، استدلال

که دارند وجود α, β, γ, δ ∈ C

|ψ⟩ = (α|٠⟩a + β|١⟩a) ⊗ (γ|٠⟩b + δ|١⟩b)

= αγ(|٠⟩a ⊗ |٠⟩b) + αδ(|٠⟩a ⊗ |١⟩b) + βγ(|١⟩a ⊗ |٠⟩b) + βδ(|١⟩a ⊗ |١⟩b).

(١ . ٢)

باید (١ . ١) رابطه و فوق رابطه مقایسه با است بدیهی

αγ = βδ =
١
√

٢
, αδ = βγ = ٠.

بنابراین است. تناقض در βδ = ١
√

٢
و αγ = ١

√
٢

با ترتیب به که δ = ٠ یا α = ٠ داریم αδ = ٠ از

است. هم تنیده در |ψ⟩ بِل حالت و باطل خلف فرض

احاطه سازی نظریه . ١ . ٢

دانشگاه کالیفرنیا١٣و تکنولوژی موسسه در ٢٠٠٢ و ١٩٩٨ سالهای در شده برگزار کنفرانس های از بعد

علوم در ریاضی، قوی ابزار یک عنوان به احاطه سازی١۵ نظریه وسیع کاربرد شاهد استرالیا١۴ کوئینزلند

این از استفاده با نیلسن١۶ ،١٩٩٩ سال در هستیم. کوانتومی اطلاعات نظریه و فیزیک مانند مختلف

از قبل کرد. فراهم متناهی بعد در را ریاضیات با درهم تنیدگی تبدیل مسئله ارتباط زمینه قدرتمند ابزار

پرداخت. خواهیم آن معادل شرایط و برداری احاطه سازی مقدماتی تعاریف بیان به نیلسن قضیه بیان

به Rn روی پولیا١٩ و لیتلوود١٨ هاردی١٧، توسط ≺ نماد با برداری احاطه سازی مفهوم ١٩٢٩ سال در

13 California Institute of Technology
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شد[۵]. تبیین زیر صورت

Y = (y١, y٢, · · · , yn) و X = (x١, x٢, · · · , xn) کنیم فرض برداری[۵]). (احاطه سازی ١ . ١ تعریف
نمادهای با ترتیب به را Y و X بردارهای نزولی آرایش تجدید اگر باشند. Rn فضای در بردارهایی

،i = ١, ٢, · · · , n هر برای یعنی دهیم، نشان Y↓ = (y↓١, y
↓
٢, · · · , y

↓
n) و X↓ = (x↓١, x

↓
٢, · · · , x

↓
n)

آنگاه ، y↓i ≥ y↓i+١ و x↓i ≥ x↓i+١ و داده شود نمایش y↓i و x↓i نماد با نزولی آرایش تجدید از پس ها مولفه

باشد، برقرار زیر شرط دو هرگاه ،X ≺ Y می نویسیم و می شود احاطه Y توسط X گوییم

k = ١, ٢, ..., n − ١ هر برای (١)
k∑

i=١
x↓i ⩽

k∑
i=١

y↓i ,

(٢)
n∑

i=١
xi =

n∑
i=١

yi.

را لازم کارایی بزرگ n های برای مولفه هاست، نزولی آرایش تجدید بر متکی فوق تعریف که آنجا از

سال های بین پولیا و لیتلوود هاردی، است. نیاز نزولی آرایش تجدید از مستقل معادلی شرط به و ندارد

تجدید به نیاز بدون ،Rn فضای در احاطه سازی مفهوم برای معادلی شرایط بیان به ١٩٣۴ تا ١٩٢٩

ستون هر و سطر هر های درایه مجموع که نامنفی های درایه با مربعی ماتریسی مبنای بر و نزولی آرایش

در که پرداختند محدب توابع همچنین و دوگانه٢٠ تصادفی ماتریس به موسوم است، یک مجزا طور به آن

می کنیم. بیان را نتایج این خلاصه طور به زیر قضیه

Y = (y١, y٢, · · · , yn) و X = (x١, x٢, · · · , xn) برای .([۵] برداری احاطه سازی معادل (شروط ١ . ٢ قضیه
معادلند. زیر شرایط Rn فضای در

،X ≺ Y (١)

،X = DY که دارد وجود Dn×n دوگانه تصادفی ماتریس (٢)

20Doubly stochastic matrix
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نامساوی (٣)
n∑

i=١
φ(xi) ≤

n∑
i=١

φ(yi),

است. صادق φ : R→ R محدب پیوسته تابع هر برای

متناهی حالت در نیلسن قضیه . ١ . ٣

برداری احاطه سازی مفهوم از استفاده با که کرد خواهیم مطرح را ای قضیه مقدمه از بخش این در

متناهی بعد در LOCC کانال با شده منتقل کوانتومی تنیدگی درهم مسئله کافی و لازم شرط بیان به

است. مشهور نیلسن قضیه به کوانتومی مراجع در قضیه این می پردازد.

متناهی بعد از ترکیبی سیستم ،LOCC کانال در کوانتومی اطلاعات انتقال و پردازش روند فهم برای

(CC) ٢١ کلاسیک ارتباطی کانال یک که می گیریم نظر در آلیس-باب سیستم عنوان به را Ha ⊗ Hb

عملیات یک آلیس ابتدا می کند. پذیر امکان را کلاسیک اطلاعات انتقال آنها بین اینترنت یا و تلفن مانند

باب به کلاسیک ارتباطی کانال با را نتیجه و می گیرد بکار خود سیستم در را (LO) ٢٢ موضعی کوانتومی

سیستم روی آلیس از شده گزارش نتیجه به وابسته دیگری کوانتومی عملیات باب سپس می دهد گزارش

و [٢] مرجع به LO مورد در بیشتر جزئیات برای علاقمند خوانندگان .( ١ شکل ) می کند اجرا خود

کنند. مراجعه [٣] مرجع به LOCC

LO پردازش روند :١ شکل

می شود. بیان زیر در که است مقدماتی به نیاز ریاضی دیدگاه از CC و LO مدلسازی بیان برای

21Classical Communication
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باشد، H به H از کراندار و خطی عملگرهای تمام مجموعه دهنده نشان B(H) نماد اینکه فرض با

همچنین و Tr(F(ρ)) ≤ Tr(ρ) هرگاه گوییم اثر٢٣ کاهنده یک را F : B(Ha) → B(Hb) عملگر

نگاشت ،d ∈ N هر برای وقتی مثبت٢۴خوانیم کاملا را F عملگر

Id ⊗ F : Md ⊗ B(Ha)→ Md ⊗ B(Hb)

Id از منظور و مختلط درایه با d × d ماتریسهای جبر Md از منظور فوق نمادگذاری در باشد. مثبت

است. d × d همانی ماتریس

اثر کاهنده مثبت کاملا نگاشت (LO) موضعی عملگر ریاضی زبان به مقدمات، این با

Fa ⊗ Fb : B(Ha ⊗ Hb)→ B(H′a ⊗ H′b)

است. همانی عملگر id از منظور آن در که است Fa ⊗ Fb = (Fa ⊗ idb) ◦ (ida ⊗ Fb) باضابطه

Fa : B(Ha)→ B(H′a)⊗D(Md) ریاضی سازی مدل در (CC) کلاسیک ارتباط از منظور همچنین

ماتریس های جبر دهنده D(Md)نشان نماد اینجا در که است Fb : B(Hb)⊗D(Md)→ B(H′b) یا/و

.[٣ ،١٠] می باشد d × d قطری

 

تجزیه ای ψ ∈ Ha ⊗ Hb بردار هر برای  [٣ . ۶ قضیه ،۶] متناهی). بعد در اشمیت (تجزیه ١ . ٣ قضیه
بصورت ٢۵ اشمیت تجزیه به موسوم

ψ =

d=min{da,db}∑
i=١

√
λi ei ⊗ fi

و هستند ٢۶ یکامتعامد پایه های { f١, · · · , fdb} ⊂ Hb و {e١, · · · , eda} ⊂ Ha آن در که دارد وجود
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حالت یک بعلاوه می شود. نامیده ψ ٢٧ اشمیت بردار   λ = (λ١, · · · , λd)  بردار .λi ≥ ٠ ،i هر برای

اشمیت) بردار ناصفر مولفه های تعداد (یعنی ٢٨ آن اشمیت رتبه اگر فقط و اگر است درهم تنیده کوانتومی

باشد.  یک از بزرگتر

 

کنیم. بیان را متناهی حالت در نیلسن قضیه که ایم آماده حال

یک از |ϕ⟩ و |ψ⟩خالص حالات اشمیتِ بردار ترتیب به  λϕ و  λψ اگر نیلسن[٨]). (قضیه ۴ . ١ قضیه
حالت به را |ϕ⟩خالص حالت که دارد وجود LOCC کانال یک آنگاه باشند، متناهی بعد با ترکیبی سیستم

.λϕ ≺ λψ اگر تنها و اگر می کند تبدیل |ψ⟩خالص

نامتناهی بعد در نیلسن قضیه تعمیم . ٢

بعد به نیلسن قضیه تعمیم هستیم، روبرو کوانتومی نامتناهی بعد از سیستم های با کاربرد در که آنجا از

خواهیم اشاره کوانتومی مراجع در قضیه این تعمیم مشکل به بخش این در است. اهمیت حائز نامتناهی

دوگانه نیم تصادفی  عملگرهای عنوان تحت را عملگرها از ای دسته مشکل این رفع جهت به سپس و کرد

کرد. خواهیم معرفی ٢٩

رابطه از تعریف خوش تعمیمی باید ابتدا است، نامتناهی بعد در نیلسن قضیه تعمیم از صحبت وقتی

کنیم. بیان LOCC کانال توسط انتقال و احاطه سازی

در LOCC انتقال از منظور فیزیک علم تعاریف لحاظ به شده، گفته [٩ ،١٠] مراجع در آنچه مطابق

است. زیر صورت به شده تعریف پذیری٣٠ ϵ-تبدیل مفهوم نامتناهی، بعد

باشند. (حالت) یکه بردارهای |ψ⟩, |ϕ⟩ ∈ H = Ha ⊗ Hb کنیم فرض [۵ تعریف ،١٠] .٢ . ١ تعریف
مانند LOCC کانال یک ،ϵ > ٠ هر برای هرگاه است، |ϕ⟩ به پذیر ϵ-تبدیل ،|ψ⟩ گوییم صورت این در

کند: صدق زیر شرط در که باشد داشته وجود Λ

||Λ(|ψ⟩⟨ψ|) − |ϕ⟩⟨ϕ|||tr < ϵ.
27Schmidt vector
28Schmidt rank
29Semi doubly stochastic operators
30ϵ-convertibility



٣١۴٢٣ - ٩ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها معین/ منجگانی، بهرامی،

مربوط ،۴ . ١ قضیه یعنی متناهی، بعد در نیلسن قضیه در |ϕ⟩ به |ψ⟩خالص حالت انتقال کافی شرط

نامتناهی بعد در که بود حالت بردارهای از کدام هر با متناظر اشمیت بردارهای بین احاطه سازی رابطه به

است، نامتناهی بعد به اشمیت تجزیه قضیه تعمیم که زیر قضیه شد. خواهند اشمیت دنباله به تبدیل

باناخ فضای در را دنباله این وجود تضمین

l١ = {{an}∞n=١ :
∑
n∈N
|an| < +∞}

می دهد.

نامتناهی بعد از سیستم دو Hb و Ha اگر [۴ قضیه ،٩] نامتناهی). بعد در اشمیت (تجزیه ٢ . ٢ قضیه
مانند نیستند پایه لزوماً که ای یکه متعامد های مجموعه |ψ⟩ ∈ H = Ha ⊗ Hb هر برای آنگاه باشند،

که دارند وجود {| fi⟩}∞i=١ ⊂ Hb و {|ei⟩}∞i=١ ⊂ Ha

|ψ⟩ =
∞∑

i=١

√
λi|ei⟩ ⊗ | fi⟩,

می شوند. نامیده اشمیت دنباله {λi}∞i=١ .
∑n

i=١ λi = ١ و λi ≥ ٠ ،i هر برای آن در که

فضای برای را احاطه سازی تعمیم می توانیم هستند نامنفی اشمیت دنباله اعضای که آنجا از بنابراین

را l١+ البعد نامتناهی فضای روی احاطه سازی کوانتوم فیزیک مختلف مراجع در بگیریم. نظر در l١+

مثال (برای کرده اند تعریف زیر صورت به ١ . ١ تعریف یعنی برداری احاطه سازی مستقیم تعمیم عنوان به

ببینید). را [١٠] مرجع از ۴ تعریف

دنباله هایی g = (g١, g٢, · · · , gn, · · · ) و f = ( f١, f٢, · · · , fn, · · · ) کنیم فرض [١٠] .٢ . ٣ تعریف
برای هرگاه ، f ≺ g می نویسیم و می شود احاطه Y توسط X گوییم صورت این باشند.در l١+ فضای در

باشد، برقرار زیر شرط دو k ∈ N هر

،
∑k

i=١ f ↓i ⩽ ∑k
i=١ g↓i (١)

.
∑∞

i=١ fi =
∑∞

i=١ gi (٢)



٣٢۴٢٣ - ٩ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها معین/ منجگانی، بهرامی،

است. جملات نزولی آرایش تجدید از پس f دنباله i-ام جمله f ↓i نماد از منظور که

در نیلسن قضیه تعمیم زیر قضیه نزولی، آرایش تجدید به وابسته فوق احاطه سازی تعریف براساس

است. آمده [١٠] مرجع از ١ قضیه در که است نامتناهی بعد

سیستم از خالص حالت دو |ϕ⟩ و |ψ⟩ کنید فرض نامتناهی). بعد در نیلسن قضیه (تعمیم ۴ . ٢ قضیه
اگر تنها و اگر است، |ϕ⟩ به پذیر تبدیل -ϵ ،|ψ⟩ اینصورت در باشند. Ha ⊗ Hb البعد نامتناهی ترکیبی

هستند. |ϕ⟩ و |ψ⟩ اشمیت بردارهای ترتیب به λϕ و λψ که ،λψ ≺ λϕ

آن، در احاطه سازی رابطه چراکه است، اگر‘ تنها ’و قسمت بکارگیری در فوق قضیه اشکالات از یکی

ناکارآمد بینهایت بعد در که است نزولی آرایش تجدید مبنای بر شد مشاهده ٢ . ٣ تعریف در که همانطور

برای معادلی شرط مذکور، ناکارآمدی رفع جهت به [١٠] مرجع از ٢ قضیه در دلیل همین به می باشد.

بر متناهی بعد در احاطه سازی معادل شرط از گرفتن ایده با نیز ما است. شده اثبات l١ روی احاطه سازی

نیلسن قضیه کوانتومی انتقال کافی شرط شد مطرح ١ . ٢ قضیه در که دوگانه تصادفی ماتریس وجود مبنای

تصادفی عملگرهای واقع در کردیم. بازنویسی دوگانه تصادفی عملگرهای اساس بر را نامتناهی بعد در ۴ . ٢

منجگانی و بیاتی٣٢ ،٣١ بهرامی اخیر سال های در که است دوگانه تصادفی ماتریس های از تعمیمی دوگانه

با f : N → R توابع تمامی از متشکل l١ باناخ فضای روی عملگرها از دسته این از تعریفی [١] ٣٣

تصادفی عملگرهای تعریف به اجمالی اشاره با بخش این در کردند. ارائه
∑

n∈N | f (n)| < +∞ شرط

دوگانه تصادفی عملگر و نزولی آرایش تجدید برمبنای احاطه سازی رابطه ارتباط به l١ فضای روی دوگانه

عملگرهای عنوان تحت دوگانه تصادفی عملگرهای از وسیعتری دسته معرفی با همچنین می پردازیم.

عملگرهایی می توان که می دهیم نشان ٢ . ٩ قضیه یعنی بخش این اصلی قضیه اثبات با دوگانه نیم تصادفی 

دوگانه نیم تصادفی  عملگرهای با را است D f ≺ f ، f ∈ l١ هر برای که را D : l١ → l١ مانند

کمک به را نامتناهی بعد در نیلسن قضیه در نزولی آرایش تجدید ناکارآمدی مشکل و کرد مشخصه سازی

دوگانه نیم تصادفی  عملگرهای برمبنای نیلسن قضیه در انتقال کافی شرط بازنویسی همچنین کرد. حل آن

پرداخت. خواهیم آن به بخش این انتهای در که است فیزیکی تفسیر دارای

31Bahrami
32Bayati
33Manjegani



٣٣۴٢٣ - ٩ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها معین/ منجگانی، بهرامی،

که گرفت نظر در m ∈ N هر برای en(m) = δmn ضابطه ی با تابعی عنوان به می توان را en ∈ l١

هر f ∈ l١ هر برای ⟨·, ·⟩ : l١ × l∞ → R نگاشت کنیم فرض است. کرونیکر دلتا δmn نماد از منظور

ضابطه با شده تعریف g ∈ l∞

⟨ f , g⟩ =
+∞∑
n=١

f (n)g(n)

en اگر ، f ∈ l١ هر برای صورت این در باشد. l∞ دوگانش و l١ فضاهای بین ٣۴ دوگانگی دهنده نشان

بنابراین و ⟨ f , en⟩ = f (n) آنگاه بگیریم، نظر در l∞ در عضوی بعنوان را

∀ f ∈ l١,
∞∑

n=١
⟨ f , en⟩ =

∞∑
n=١

f (n).

زیر صورت به را l١ دنباله ای فضای روی دوگانه تصادفی عملگرهای تعریف که آماده ایم فوق نمادگذاری با

بیان کنیم.

نامنفی هرگاه گوییم دوگانه تصادفی عملگر را D : l١ → l١ کراندار و خطی عملگر [١] .۵ . ٢ تعریف
کند، صدق زیر شرط دو در و باشد

و
∑∞

m=١⟨Den, em⟩ = ١ ،n ∈ N هر برای (١)

.
∑∞

n=١⟨Den, em⟩ = ١ ،m ∈ N هر برای (٢)

l١ مرتب فضای روی D عملگر بودن مثبت آنگاه ،dmn := ⟨Den, em⟩ ،m, n ∈ N هر برای اگر

ستونی بردارهای بصورت را l١ اعضای اگر بنابراین است. dmn ≥ ٠ دهنده نشان ،m, n ∈ N هر برای

l١ اعضای روی زیر صورت به است D عملگر نمایش ماتریس که [dmn]m,n∈N ماتریس کنیم، مشخص

34Dual pairing



٣۴۴٢٣ - ٩ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها معین/ منجگانی، بهرامی،

می کند. عمل

∀ f ∈ l١, D f =



d١١ d١٢ . . . d١n . . .

d٢١ d٢٢ . . . d٢n . . .
...

...
...

dm١ dm٢ . . . dmn . . .
...

...
...





f (١)

f (٢)
...

f (n)
...


معادل ترتیب، به [dmn]m,n∈N ماتریس برای فوق تعریف در شده بیان شروط ماتریسی، نمایش این با

آن ستون هر درایه های مجموع که نامنفی درایه های با (ماتریس ستونی تصادفی ماتریس تعریف با است

یک آن سطر هر درایه های مجموع که نامنفی درایه های با (ماتریس سطری تصادفی ماتریس و باشد) یک

تصادفی ماتریس یک D دوگانه تصادفی عملگر نمایش ماتریس داریم انتظار که همانطور بنابراین باشد).

دوگانه اند. تصادفی های ماتریس از تعمیمی دوگانه تصادفی عملگرهای می دهد نشان این و است دوگانه

اثبات [١] مرجع از ٢ . ٣ لم در دوگانه تصادفی عملگر برای معادلی تعریف منجگانی و بیاتی بهرامی،

می شود. بیان زیر در که کردند

اگر تنها و اگر است دوگانه تصادفی D : l١ → l١ کراندار و خطی مثبت عملگر

∀ f ∈ l١,
∞∑

m=١
⟨D f , em⟩ =

∞∑
m=١

f (m), (٢ . ١)

و

∀ f ∈ l١ ⊂ l∞,
∞∑

n=١
⟨Den, f ⟩ =

∞∑
n=١

f (n). (٢ . ٢)

.Dx ≺ x ،x ∈ Rn هر برای است، دوگانه تصادفی D ماتریس اینکه فرض با ،١ . ٢ قضیه مطابق

هر برای که طوری است l١ نامتناهی بعد از فضای روی D عملگر مشخصه سازی طبیعی سوال بنابراین

و گزاره در است، l١+ به محدود ٢ . ٣ تعریف مطابق سازی احاطه رابطه که آنجا از .D f ≺ f ، f ∈ l١

کردیم. بررسی l١+ روی دوگانه تصادفی عملگر مبنای بر را سوال این پاسخ زیر مثال

نزولی های مولفه با دنباله هر برای آنگاه باشد، دوگانه تصادفی عملگر D : l١+ → l١+ اگر .۶ . ٢ گزاره



٣۵۴٢٣ - ٩ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها معین/ منجگانی، بهرامی،

.Dµ ≺ µ ،µ ∈ l١+

هر برای صورت این در باشد. D عملگر ماتریسی نمایش [di j]i, j∈N = ⟨De j, ei⟩ کنیم فرض برهان.
،i = ١, · · · , k

(Dµ)i = di١µ١ + · · · + dikµk + · · ·

≤ di١µ١ + · · · + dikµk + dik+١µk + · · · ,

داریم، بنابراین

(Dµ)i ≤ di١µ١ + · · · + dik−١µk−١ + (١ −∑k−١
j=١ di j)µk

= di١(µ١ − µk) + · · · + dik−١(µk−١ − µk) + µk,

می دهد. نتیجه زیر صورت به را ٢ . ٣ تعریف شرط اولین که

∑k
i=١(Dµ)i ≤

∑k
i=١ di١(µ١ − µk) + · · · +∑k

i=١ dik−١(µk−١ − µk) + kµk

≤ (µ١ − µk) + · · · + (µk−١ − µk) + kµk

= µ١ + · · · + µk−١ − (k − ١)µk + kµk = µ١ + · · · + µk =
∑k

i=١ µi.

است. مشاهده قابل براحتی زیر صورت به نیز ٢ . ٣ تعریف از شرط دومین

∑∞
i=١(Dµ)i =

∑∞
i=١
∑∞

j=١ di jµ j =
∑∞

j=١
∑∞

i=١ di jµ j =
∑∞

j=١ µ j. □

نیست. صحیح کلی حالت در فوق گزاره عکس که می دهد نشان زیر مثال



٣۶۴٢٣ - ٩ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها معین/ منجگانی، بهرامی،

که می شود مشاهده سادگی به باشد، ٣۵ پیشرو انتقال عملگر D : l١+ → l١+ کنید فرض .٢ . ٧ مثال
داریم ، f :=

∑∞
n=١

١
٢n en گرفتن نظر در با حال .D f ≺ f ، f ∈ l١+ هر برای

g := D f =
∞∑

n=١

١
٢n en+١,

بنابراین .g ≺ f که

٠ = g١ =

∞∑
n=١
⟨Den, e١⟩ =

∞∑
n=١

⟨Den, e١⟩
٢n ,

شرط اولین با تناقض به منجر که ⟨Den, e١⟩ = ٠ ،n ∈ N هر برای ،D عملگر بودن مثبت طبق و

نیست. دوگانه تصادفی عملگر یک D بنابراین می شود. ۵ . ٢ تعریف

نیست. دوگانه تصادفی لزوماً D f ≺ f ، f ∈ l١+ هر برای که طوری l١+ روی D عملگر بنابراین

می نامیم دوگانه نیم تصادفی را آنها ما که می دهد را عملگرها از وسیعتر کلاس یک معرفی ایده مسئله این

می کنیم. تعریف D عملگر مشخصه سازی هدف با و زیر صورت به و

(خاصیت
∑∞

i=١ S i j = ١ اگر می شود نامیده دوگانه نیم تصادفی S : l١ → l١ مثبت عملگر .٢ . ٨ تعریف
چنین این تمام مجموعه .S i j := ⟨S e j, ei⟩ ،i, j ∈ N هر برای که ،

∑∞
j=١ S i j ≤ ١ و ستونی) تصادفی

می دهیم. نشان SD(l١) نماد با را عملگرهایی

زیر، صورت به مثلثی نامساوی بکارگیری و ستونی تصادفی خاصیت از استفاده با عملگرها این

.||S || ≤ ١ یعنی هستند کراندار

∀ f ∈ l١, ||S f ||١ =
∑∞

i=١ |⟨S f , ei⟩| =
∑∞

i=١ |
∑∞

j=١ f j⟨S e j, ei⟩|

≤ ∑∞i=١
∑∞

j=١ | f j|⟨S e j, ei⟩ =
∑∞

i=١ | f j| = || f ||١.

اصلی قضایای از یکی عنوان به زیر قضیه هستند. SD(l١) در دوگانه تصادفی عملگرهای که است واضح

است. l١ روی دوگانه نیم تصادفی عملگر های مشخصه سازی به مربوط مقاله، این

35Forward shift operator



٣٧۴٢٣ - ٩ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها معین/ منجگانی، بهرامی،

معادلند. زیر موارد .٢ . ٩ قضیه

است. دوگانه نیم تصادفی  l١ روی S (١

، f ∈ l١ و ϕ : R→ R+ محدب تابع هر برای (٢

∞∑
i=١

ϕ((S f )i) ≤
∞∑

i=١
ϕ( fi),

و
∞∑

i=١
fi ≤

∞∑
i=١

(S f )i.

، f ∈ l١ هر و u ∈ R هر برای (٣

∞∑
i=١

max{(S f )i − u, ٠} ≤
∞∑

i=١
max{ fi − u, ٠},

و
∞∑

i=١
fi =

∞∑
i=١

(S f )i.

.S f ≺ f ، f ∈ l١ هر برای (۴

داریم دلخواه i ∈ N برای (١⇒ ٢) برهان.

(S f )i =

∞∑
j=١

S i j f j,

،ϕ بودن محدب طبق بنابراین

ϕ((S f )i) ≤
∞∑
j=١

S i jϕ( f j),

پس
∞∑

i=١
ϕ((S f )i) ≤

∞∑
i=١

∞∑
j=١

S i jϕ( f j)



٣٨۴٢٣ - ٩ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها معین/ منجگانی، بهرامی،

،
∑∞

i=١ S i j = ١ و فوبینی قضیه بکارگیری با

∑∞
i=١ ϕ((S f )i) ≤

∑∞
i=١
∑∞

j=١ S i jϕ( f j) =
∑∞

j=١
∑∞

i=١ S i jϕ( f j) =
∑∞

j=١ ϕ( f j)

∞∑و
i=١(S f )i =

∑∞
i=١
∑∞

j=١ S i j f j =
∑∞

j=١
∑∞

i=١ S i j f j =
∑∞

j=١ f j.

می شود نتیجه u ∈ R هر برای سادگی به ،R روی max{·, ٠} بودن محدب به باتوجه (٢⇒ ٣)

∑∞
i=١ max{(S f )i − u, ٠} ≤ ∑∞i=١ max{ fi − u, ٠}.

داریم ٢ فرض از استفاده و همانی تابع عنوان به ϕ محدب تابع گرفتن نظر در با و

∞∑
i=١

fi =
∞∑

i=١
(S f )i.

اندازه µ که (N, µ) متناهی سیگما فضای برای [۶ . ١ قضیه و ١ . ٢ نتیجه ،۴] از استفاده با (٣⇒ ۴)

داریم، است شمارشی

∞∑
i=١

max{(S f )i − u, ٠} ≤
∞∑

i=١
max{ fi − u, ٠}, ∀u ∈ R

با است معادل

k∑
i=١

(S f )↓i ⩽
k∑

i=١
f ↓i , ∀k ∈ N.

طبق پس ، f = e j دهیم می قرار ، j ∈ N برای .S f ≺ f کنیم فرض ، f ∈ l١ هر برای (۴ ⇒ ١)
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بنابراین و S e j ≺ e j فرض
∞∑

i=١
(S e j)i =

∞∑
i=١

(e j)i

نتیجه در و
∞∑

i=١
S i j =

∞∑
i=١
⟨S e j, ei⟩ =

∞∑
i=١

(S e j)i =

∞∑
i=١

(e j)i = ١.

از استفاده با پس f :=
∑n

i=١ ei دهیم می قرار می شود گرفته نظر در ثابت که دلخواه n ∈ N برای بعلاوه،

شدن کم بدون .(S f )↓١ ≤ f ↓١ ،k = ١ برای ٢ . ٣ تعریف اول شرط طبق نتیجه در .S f ≺ f داریم فرض

بنابراین باشد، S f دنباله از جمله بزرگترین (S f )i١ =
∑∞

j=١ S i١ j f j که کنیم می فرض مسئله کلیت از

(S f )↓١ =
∞∑
j=١

S i١ j f j =

n∑
j=١

S i١ j ≤ f ↓١ = ١

نتیجه در و

lim
n→∞

n∑
j=١

S i١ j ≤ ١

□ است. کامل اثبات (S f )i ≤ (S f )↓١ ،i ∈ N هر برای که آنجا از و

.S f = g که دارد وجود S ∈ SD(l١) و f = {an}∞i=١, g = {bn}∞i=١ ∈ l١ کنید فرض .٢ . ١٠ نتیجه
.g ≺ f صورت این در

است. باز فوق نتیجه عکس است ذکر به لازم

قضیه اگر“ ”فقط قسمت در نزولی آرایش تجدید ناکارآمدی از اجتناب برای : کوانتومی تفسیر
کنیم. می اصلاح زیر صورت به را قضیه این ما نیلسن

های دنباله ترتیب به µϕ و λψ کنید فرض .(۴ . ٢ نیلسن قضیه اگر فقط قسمت (اصلاح ٢ . ١١ نتیجه
،|ψ⟩ آنگاه ،λψ = Sµϕ که باشد داشته وجود S ∈ SD(l١) اگر باشند. |ϕ⟩ و |ψ⟩خالص حالات اشمیت

می تبدیل |ϕ⟩ به را |ψ⟩ ،٢ . ١ تعریف طبق که دارد وجود LOCC کانال یعنی است |ϕ⟩ به پذیر ϵ-تبدیل

کند.
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خالص حالت کوانتومی پذیری تبدیل هدف بهتر عبارت به یا مقصد خالص حالت اگر .٢ . ١٢ نکته

اشمیت تجزیه با |ϕ⟩ ∈ Ha ⊗ Hb

|ϕ⟩ =
∞∑

i=١

√
(λϕ)i ei ⊗ fi

خالص حالت به پذیر ϵ-تبدیل خالص حالات از ای مجموعه شناسایی فوق، نتیجه از استفاده با باشد

است. پذیر امکان زیر صورت به |ϕ⟩ شده تعیین پیش از مقصدِ

A =

|ψ⟩ = ∞∑
i=١

√
(Sλϕ)i e∗i ⊗ f ∗i : S ∈ SD(l١)

 .
{ f ∗i }∞i=١ و {e∗i }∞i=١ ،Ha ⊗Hb در بردار این بودن یکه یعنی ،|ψ⟩ حالت بودن خالص از اطمینان برای ما

نظر در |ϕ⟩ اشمیت تجزیه در کننده شرکت { fi}∞i=١ و {ei}∞i=١ یافته توسیع یکامتعامد پایه های ترتیب به را

مشکلی که شدند گرفته نظر در صفر شدند اضافه اشمیت تجزیه به که جملاتی ضرایب حقیقت، در گرفتیم.

کرد. نخواهد ایجاد Sλϕ ≺ λϕ احاطه سازی رابطه برای

احاطه سازی نگهدارنده . ٣

نتیجه v١ ≺ v٢ هرگاه گوییم V فضای روی احاطه سازی٣۶ نگهدارنده را T : V → V مانند نگاشتی

به را متناهی بعد از فضای روی احاطه سازی نگهدارنده خطی نگاشتهای ٣٧ آندو .T (v١) ≺ T (v٢) دهد

کرد. شناسایی کامل طور به زیر صورت

حافظ T آنگاه باشد. خطی نگاشت یک T : Rn → Rn کنید فرض .[١ . ١ قضیه ،١] .٣ . ١ قضیه
tr(y) =

∑n
i=١ yi از منظور اینجا در باشد. برقرار زیر شرایط از یکی اگر تنها و اگر است احاطه سازی

است. (١, ١, · · · , ١) ∈ Rn بردار e از منظور و y ∈ Rn بردار اثر

،T (x) = tr(x)a ،a ∈ Rn یک برای (١)

36Majorization preserver
37Ando
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.T (x) = αP(x) + βtr(x)e که باشند داشته وجود P : Rn → Rn جایگشت و α, β ∈ R (٢)

در دوگانه نیم تصادفی  عملگر مبنای بر احاطه سازی های نگهدارنده از دسته سه معرفی به زیر قضیه در

می پردازیم. l١ فضای

T خطی نگاشت آنگاه ،S f ≺ f و f ∈ l١ برای که باشد داشته وجود S ∈ SD(l١) اگر .٣ . ٢ قضیه
.T (S f ) ≺ T ( f ) یعنی است سازی احاطه نگهدارنده زیر های فرم از یکی صورت به شده تعریف

یک به یک نگاشتهای از ای خانواده
∑
= {σi : N → N : i ∈ I٠} و I٠ ⊆ N کنیم فرض . ١

دنباله گرفتن نظر در با .σi١(N) ∩ σi٢(N) = ∅ ،I٠ در مجزا i١, i٢ هر برای که طوری به باشد

فرم به T عملگر ،α = {αi}i∈I٠ ∈ l١(I٠)

T :=
∑
i=I٠

αiPσi,

eσi( j) به را e j که است خطی و کراندار عملگر یک Pσi : l١ → l١ از منظور i ∈ I٠ هر برای که

نگارد. می

ضابطه با f ∈ l١ هر برای T عملگر ،h ∈ l١ فرض با . ٢

T ( f ) = (
∑
i∈N

fi)h.

که بگیرید نظر در طوری را T١,T٢ : l١ → l١ و I١ ∩ I٢ = ∅ که N = I١ ∪ I٢ کنید فرض . ٣

وجود S ١, S ٢ ∈ SD(l١) اگر .(T٢ f )i = ٠ ،i ∈ I١ هر برای و (T١ f )i = ٠ ،i ∈ I٢ هر برای

(T١(S f ) ≺ T١( f ) یعنی است نگهدارنده T١ می دهد (نتیجه T١S f = S ١T١ f که باشد داشته

عملگر آنگاه ،(T٢(S f ) ≺ T٢( f ) یعنی است نگهدارنده T٢ می دهد (نتیجه T٢S f = S ٢T٢ f و

فرم به T

T := T١ + T٢.

نیست.) نگهدارنده لزوماً احاطه سازی نگهدارنده دو مجموع کلی، حالت در که است ذکر به (لازم
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کنید فرض است. کراندار خطی نگاشت T وضوح به ،||T || ≤ ||α||١ که آنجا از (١) برهان.

IN\∪i∈I٠σi(N) : l١ → l١

دهید قرار باشد. صفر l١(∪i∈I٠σi(N)) روی و شود تعریف همانی عنوان به l١(N \ ∪i∈I٠σi(N)) روی

S∑ :=
∑
i∈I٠

PσiS P∗σi
+ IN\∪i∈I٠σi(N)

، j ∈ σi(N) هر برای می شود دیده بسادگی است. Pσi الحاق نگاشت i ∈ I٠ هر برای P∗σi
که

خطی عملگر S∑ : l١ → l١ بوضوح بنابراین .P∗σi
(e j) = ٠ اینصورت غیر در و P∗σi

(e j) = eσi−١( j)

است. دوگانه نیم تصادفی  عملگر S∑ که دهیم می نشان ابتدا است. تعریف خوش

آنگاه ، j ∈ N \ ∪i∈I٠σi(N) اگر

∑
l∈N
⟨S∑e j, el⟩ =

∑
l∈N
⟨٠ + IN\∪i∈I٠σi(N)(e j), el⟩ =

∑
l∈N
⟨e j, el⟩ = ١,

آنگاه ،( j = σi٠(n) که دارند وجود n ∈ N و i٠ ∈ I٠ (یعنی j ∈ ∪i∈I٠σi(N) اگر و

∑
l∈N⟨S∑e j, el⟩ =

∑
l∈N⟨
(∑

i∈I٠ PσiS P∗σi
+ IN\∪i∈I٠σi(N)

)
e j, el⟩

=
∑

l∈N⟨
(∑

i∈I٠ PσiS P∗σi

)
e j + ٠, el⟩

=
∑

l∈N⟨Pσi٠ S P∗σi٠
e j, el⟩

(٣ . ١)
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=
∑

l∈σi٠ (N)⟨S P∗σi٠
e j, P∗σi٠

el⟩ +
∑

l<σi٠ (N)⟨S P∗σi٠
e j, P∗σi٠

el⟩

=
∑

l∈σi٠ (N)⟨S e
σ−١

i٠ ( j), eσ−١
i٠ (l)⟩ + ٠

=
∑

l∈σi٠ (N)⟨S e
σ−١

i٠ (σi٠ (n)), eσ−١
i٠ (l)⟩

=
∑

l∈σi٠ (N)⟨S en, eσ−١
i٠ (l)⟩ =

∑
m∈N⟨S en, em⟩ = ١,

.
∑

l∈N⟨S∑e j, el⟩ = ١ ، j ∈ N هر برای بنابراین

آنگاه l ∈ N \ ∪i∈I٠σi(N) اگر حال

∑
j∈N⟨S∑e j, el⟩ =

∑
j∈N⟨
(∑

i∈I٠ PσiS P∗σi
+ IN\∪i∈I٠σi(N)

)
e j, el⟩

=
∑

j∈N⟨
(∑

i∈I٠ PσiS P∗σi
)e j, el⟩ +

∑
j∈N⟨IN\∪i∈I٠σi(N)e j, el⟩

= ٠ +
∑

j∈N⟨IN\∪i∈I٠σi(N)e j, el⟩ =
∑

j<∪i∈I٠σi(N)⟨e j, el⟩ = ١,

آنگاه ،(l = σi٠(n) که باشد داشته وجود n ∈ N و i٠ ∈ I٠ اگر (یعنی l ∈ ∪i∈I٠σi(N) اگر و
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∑
j∈N⟨S∑e j, el⟩ =

∑
j∈N⟨
(∑

i∈I٠ PσiS P∗σi
+ IN\∪i∈I٠σi(N)

)
e j, eσi٠ (n)⟩

=
∑

j∈∪i∈I٠σi(N)⟨
(∑

i∈I٠ PσiS P∗σi

)
e j + ٠, eσi٠ (n)⟩

+
∑

j<∪i∈I٠σi(N)⟨٠ + IN\∪i∈I٠σi(N)e j, eσi٠ (n)⟩

=
∑

j∈σi٠ (N)⟨Pσi٠ S P∗σi٠
e j, eσi٠ (n)⟩ + ٠

=
∑

j∈σi٠ (N)⟨S P∗σi٠
e j, P∗σi٠

eσi٠ (n)⟩

=
∑

j∈σi٠ (N)⟨S e
σ−١

i٠ ( j), eσ−١
i٠ (σi٠ (n))⟩ =

∑
m∈N⟨S em, en⟩ ≤ ١,

که می شود بررسی بسادگی .S∑ ∈ SD(l١) پس .
∑

l∈N⟨S∑e j, el⟩ ≤ ١ ،l ∈ N هر برای بنابراین

اینرو از .PσiS = S∑Pσi ،i ∈ I٠ هر برای

TS f =
∑

i∈I٠ αiPσiS f =
∑

i∈I٠ αiS∑Pσi f = S∑(
∑

i∈I٠ αiPσi f ) = S∑(T f ).

که می شود نتیجه ،(١) ⇒ (۴) قسمت ،٢ . ٩ قضیه به استناد با است دوگانه نیم تصادفی  S∑ که آنجا از

.TS f ≺ T f

،S f ≺ f که آنجا از (٢)∑
i∈N

(S f )i =
∑
i∈N

fi

.TS f ≺ T f وضوح به و
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بنابراین ،(T٢S f )i, (T٢ f )i ∈ l١(I٢) و (T١S f )i, (T١ f )i ∈ l١(I١) فرض، مطابق (٣)

با S̃ : l١ → l١ دوگانه نیم تصادفی  عملگر صورت این در .S ٢ ∈ SD(l١(I٢)) و S ١ ∈ SD(l١(I١))

ماتریسی نمایش

S̃ :=

S ١ ٠

٠ S ٢


می دهد نتیجه

S̃ T f = S̃ (T١ + T٢) f = S̃ (T١ f + T٢ f )

= S ١T١ f + S ٢T٢ f = T١S f + T٢S f = (T١ + T٢)S f = TS f .

□ .TS f ≺ T f داریم ،(١)⇒ (۴) قسمت ،٢ . ٩ قضیه از مجدد استفاده با پس

برای T : l١(N) → l١(N) خطی عملگرهای و {α١, · · · , αk} ⊂ R ،k ∈ N کنید فرض .٣ . ٣ مثال
صورت به f ∈ l١ هر

T f = (α١ f١, · · · , αk f١, α١ f٢, · · · , αk f٢, · · · )

هر برای و i = ١, · · · , k هر برای یک به یک نگاشت یک σi : N → N اگر باشند. شده تعریف

آنگاه باشد، شده تعریف σi(n) = nk − k + i ضابطه با n ∈ N

T f = α١(
k-tuples︷       ︸︸       ︷

f١, ٠, · · · , ٠,
k-tuples︷       ︸︸       ︷

f٢, ٠, · · · , ٠, · · · ) + · · · + αk(
k-tuples︷       ︸︸       ︷

٠, · · · , ٠, f١,
k-tuples︷       ︸︸       ︷

٠, · · · , ٠, f٢, · · · )

= α١Pσ١( f ) + · · · + αkPσk( f ) = (
∑k

i=١ αiPσk)( f ),

f , g ∈ برای f = S g که باشد داشته وجود S ∈ SD(l١(N)) اگر .Pσi( f ) =
∑

j∈N f jeσi( j) که

.T f ≺ Tg ،٣ . ٢ قضیه از اول فرم طبق و f ≺ g ،٢ . ١٠ نتیجه از استفاده با ،l١(N)

یک به یک های نگاشت از خانواده یک {σi : N→ N : i ∈ I٠} و I٠ ⊆ N کنید فرض .۴ . ٣ مثال
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باشد، ∪i∈I٠σi(N) روی صفر جملات با دنباله یک h ∈ l١ اگر .{αi}i∈I٠ ∈ l١(I٠) و باشند مجزا برد با

ضابطه با شده تعریف f ∈ l١ هر برای که T آنگاه

T ( f ) =
∑
i∈I٠

αiPσi( f ) + (
∑
i∈N

fi)h,

است. T (S f ) ≺ T ( f ) صورت به S f ≺ f رابطه حافظ

بعد از هیلبرت فضای یک با شده داده کوانتومی سیستم هر که می شویم یادآور کوانتومی: تفسیر
سازی مدل هیلبرت فضای آن در یکه بردارهای با سیستم خالص حالات و مشخص نامتناهی یا متناهی

مورد دومین و ٣ . ١ قضیه از مورد اولین بنابراین و باشند داشته یک اثر که ملزمند آنها بنابراین شوند. می

حالات و Ha ⊗ Hb ترکیبی سیستم اگر آنکه حال باشد. فیزیکی تفسیر دارای تواند نمی ٣ . ٢ قضیه از

نظربگیریم در |ϕ⟩ به LOCC کانال وسیله به |ψ⟩ پذیری تبدیل از اطلاع فرض با آنرا از |ϕ⟩ و |ψ⟩خالص

نکته در شده مطرح A مجموعه از عضو یک |ψ⟩ که کنیم می فرض نامتناهی بعد از سیستم های (برای

شناسایی را خالصی حالات جفت توانیم می قبل قضیه در نگهدارنده عملگرهای از استفاده با باشد)، ٢ . ١٢

پذیر تبدیل خالص حالات شناسایی که است ذکر شایان است. پذیر تبدیل دیگری به آنها از یکی که کنیم

دشوار آزمایشگاهی عملیات با و اهمیت حائز کوانتوم فیزیک در تندیده هم در خالص حالات بخصوص

است.

نامتناهی و متناهی بعد از سیستم های در موازی صورت به را ثانویه خالص حالات جفت شناسایی روند

دهیم. می توضیح زیر در

{ fi}db
i=١, { f ′i }

db
i=١ ⊂ Hb و {ei}da

i=١, {e′i}
da
i=١ ⊂ Ha یکامتعامد پایه های متناهی: بعد از سیستم های در

که دارند وجود

|ϕ⟩ =
d∑

i=١

√
(λϕ)i ei ⊗ fi, و |ψ⟩ =

d∑
i=١

√
(λψ)i e′i ⊗ f ′i ,

است. Hb و Ha از بعد کمترین دهنده نشان d که جایی

{ fi}∞i=١ ⊂ و {ei}∞i=١ ⊂ Ha ( پایه لزوماً (نه یکامتعامد های مجموعه نامتناهی: بعد از سیستم های در
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که دارند وجود Hb

|ϕ⟩ =
∞∑

i=١

√
(λϕ)i ei ⊗ fi و |ψ⟩ =

∞∑
i=١

√
(λψ)i e∗i ⊗ f ∗i ,

و λψ = Sλϕ که دارد وجود S ∈ SD(l١) شده فرض شد، داده توضیح قبلا که همانطور حالت این در

هستند. ٢ . ١٢ نکته در شده بحث Hb و Ha یکامتعامد پایه های ترتیب به ،{ f ∗i }∞i=١ و {e∗i }∞i=١ همچنین

وسیله به |ψ⟩ خالص حالت تبدیل از داشتن اطلاع به توجه با نامتناهی و متناهی حالت دو هر در

قضیه از فرم دومین شکل به متناهی حالت در T از استفاده با حال .λψ ≺ λϕ ،|ϕ⟩ به LOCC کانال

داریم ،٣ . ٢ قضیه از مورد سومین و اولین فرم به نامتناهی حالت در و است β ≥ ٠ و α > ٠ وقتی ٣ . ١

جدید جفت یک ،c = ||T (λψ)|| = ||T (λϕ)|| که حقیقت این از استفاده با متعاقبا، .T (λψ) ≺ T (λϕ)

می |ψ′⟩ ،۴ . ٢ و ۴ . ١ نیلسن قضیه طبق که می آوریم بدست زیر صورت به |ϕ′⟩ و |ψ′⟩خالص حالات از

توسط |ϕ′⟩ به پذیر -تبدیل ϵ نامتناهی بعد از سیستم های در و پذیر تبدیل متناهی سیستم های در تواند

باشد. LOCC کانال

متناهی: بعد از سیستم در

|ϕ′⟩ =
d∑

i=١

√
(Tλϕ)i

c
ei ⊗ fi, و |ψ′⟩ =

d∑
i=١

√
(Tλψ)i

c
e′i ⊗ f ′i ,

نامتناهی: بعد از سیستم در

|ϕ′⟩ =
∞∑

i=١

√
(Tλϕ)i

c
e∗i ⊗ f ∗i , و |ψ′⟩ =

∞∑
i=١

√
(Tλψ)i

c
e∗i ⊗ f ∗i .

به را اشمیت ضرایب Ha⊗Hb در |ϕ′⟩ و |ψ′⟩ بودن یکه تضمین برای نامتناهی و متناهی حالت دو هر در

یکامتعامد پایه های عنوان به { f ∗i }∞i=١ و {e∗i }∞i=١ از نامتناهی بعد در |ϕ′⟩ برای بعلاوه کنیم. می تقسیم c

احاطه سازی رابطه در خللی تغییرات قبیل این از هیچیک کنیم. می استفاده Hb و Ha ترتیب به
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یا و متناهی بعد دو در که کرد گیری نتیجه توان می سادگی به بنابراین کند نمی ایجاد ،Tλψ
c ≺ Tλϕ

c

یا پذیر تبدیل |ϕ′⟩ خالص حالت به LOCC کانال یک توسط تواند می |ψ′⟩ خالص حالت نامتناهی،

باشد. پذیر ϵ-تبدیل
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