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چکیده
فضاهای روی قابها از مستقیمی توسیع باناخ فضاهای روی p-قابها

به p-قابها نگاشت قابها، دیگر انواع برخلاف می باشند. هیلبرت

خود عملگری و خطی خاصیت دوگانی، نگاشت نبودن خطی دلیل

X باناخ فضای از خطی غیر نگاشت یک مانند و داده دست از را

روی شرایطی گذاشتن با مقاله این در می  کند. عمل آن دوگان به

پیوستگی، ضعیف بطور مانند p-قاب نگاشت از خواصی p-قابها

عملگر ترکیب با همچنین می  شود. بررسی بودن وادارنده و یکنوایی

عملگر طولپایی و فزایندگی خواص ،T⊥ عملگر الحاق با U تجزیه

می شود. بررسی U(T⊥)∗

© (١٣٩٨) جبرخطی و موجک ها

مقاله اطلاعات
مقاله: تاریخچه

اردیبهشت ٣١ شده: دریافت
١٣٩٨

١٣٩٨ تیر ٢٣ شده: پذیرفته
١٣٩٨ آذر ١٠ آنلاین: دسترسی

عارفی علی اکبر رابط: ادیتور

جمال

کلیدی: کلمات

نگاشت p-قاب، قاب،

وادارنده، نگاشت یکنوا،

فزاینده. نگاشت

مسئول ∗نویسنده



٩ - ١٠٢١ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها رحیمی/ اسگویی،

مقدمه . ١

غیرهارمونیک آنالیز موضوع در ٢ شفر و ١ دافین توسط ١٩۵٢ سال در بار اولین برای قاب ها مفهوم

گراسمان ٣ دابشیز، ١٩٨۶ سال در اینکه تا نداشت زیادی کاربرد شفر و دافین مطالعات .[١١] شد مطرح

بطور قابها نظریه آن از پس .[٩] بردند بکار موجک و گابور تبدیلات زمینه در را قابها مفهوم ۵ مایر و ۴

پردازش سیگنال، پردازش مانند علوم از بسیاری در و شد مطالعه افراد از بسیاری توسط عمیق و گسترده

.[٨ ،١٣ ،١۵ ،١٩] گرفت قرار استفاده مورد موبایل و اینترنت سیستمهای و کدگذاری تصویر،

سال در است. شده داده توسعه باناخ فضاهای روی وسیعی بطور هیلبرت فضاهای روی قابها نظریه

مطالعه باناخ فضاهای روی را قابها مفهوم [١ ،١۴] ٩ تنگ و ٨ سانگ ٧ الدروبی، ۶ گروچنیگ، ١٩٩٠

نمودند. مطرح p-قابها و باناخ قابهای عنوان تحت باناخ فضاهای روی را قابها از مختلف نوع دو و کرده

هر و کرده مطالعه باناخ فضاهای روی را p-قابها مفهوم [٧] ١١ استوا و ١٠ کریستینسن آنها از پس

مفهوم محمدخانی و جمال عارفی کردند. بازسازی p-قاب دنباله از استفاده با را باناخ فضای عضو

آوردند بدست دوگان مفهوم کمک به را کریستینسن شده بازنویسی رابطه و نموده مطرح را p-قابها دوگان

داده اند ارائه زمینه این در مهمی نتایج و کرده مطرح را پیوسته p-قابهای مفهوم اسگویی و فاروقی .[٢]

خواص و آورده بدست باناخ قابهای و پیوسته p-قابهای کمک به را شده ذکر بازنویسی رابطه جمله از که

.[١٢ ،١٨] کرده اند. بررسی باناخ فضاهای روی را قاب نگاشت نگاشتی

مورد نیرومند بسیار ابزاری عنوان به و بوده توجه مورد بسیار آنها با مرتبط عملگرهای قابها، مطالعه در

خطی، خواص بدلیل که می باشد قاب عملگر قابها به وابسته عملگرهای از یکی می گیرند. قرار استفاده

رحیمی) (اصغر rahimi@maragheh.ac.ir اسگویی)، (الناز e.osgooei@uut.ac.ir ایمیلها: آدرس
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این p-قابها مورد در اما می باشد. توجه مورد بیشتر بودن خودالحاق و مثبت پذیری، معکوس کرانداری،

دست از را خود عملگری و خطی خاصیت ١٢ دوگانی نگاشت نبودن خطی بدلیل و بوده متفاوت نگاشت

می دهد.

S قاب نگاشت بودن مثبت و پذیری معکوس که [٢٢] در استوا نتایج از گرفتن ایده با مقاله این در

است. شده بررسی S p-قاب نگاشت از متفاوتی خواص است، نموده مطالعه باناخ فضاهای روی را

p-قابها تعاریف به کوتاه اشاره ای سپس و شده آورده قاب ها مقدماتی تعاریف مقاله، این اول بخش در

نگاشت از متفاوتی خواص می شود، گذاشته p-قابها روی که شرایطی به توجه با دوم بخش در می شود.

سوم بخش در می شود. بررسی ١۵ بودن وادارنده و ١۴ یکنوایی ١٣ پیوستگی، ضعیف بطور مانند p-قاب

که می آید بدست ℓp فضای روی (T⊥) وارون عملگر الحاق و U تجزیه عملگر ترکیب از جدیدی عملگر

است. توجه مورد بسیار عملگر این ١۶ فزایندگی خاصیت

می باشد. آن دوگان X∗ و باناخ فضای یک X مقاله این سراسر در

ثابت اعداد هرگاه می شود گفته H هیلبرت فضای برای قاب یک { fi}∞i=١ ⊆ H دنباله [۶] .١ . ١ تعریف
بطوریکه باشد موجود ٠ < A ≤ B < ∞

A∥ f ∥٢ ≤
∞∑

i=١
|⟨ f , fi⟩|٢ ≤ B∥ f ∥٢, f ∈ H, (١ . ١)

دنباله یک { fi}∞i=١ ⊆ H دنباله می شوند. نامیده قاب بالای و پایین کرانهای ترتیب به A, B ثابت مقادیر

باشد. برقرار راست سمت نابرابری (١ . ١) عبارت در اگر می شود نامیده H برای بسل

عملگر دراینصورت باشد. H برای بسل دنباله یک { fi}∞i=١ کنیم فرض

T : ℓ٢ → H, T {ai}∞i=١ =

∞∑
i=١

ai fi,

12duality mapping
13weakly continuous
14monotone
15coercive
16accretive
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صورت به آن الحاق و ترکیب عملگر

T ∗ : H → ℓ٢, T ∗ f = {⟨ f , fi⟩}∞i=١,

می شود. نامیده { fi}∞i=١ تجزیه عملگر

نامیده X باناخ فضای برای (١ < p < ∞) p-قاب یک {gi}∞i=١ ⊆ X∗ دنباله [٧] .١ . ٢ تعریف
بطوریکه باشند موجود ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت اعداد هرگاه می شود

A∥ f ∥ ≤ (
∞∑

i=١
|⟨gi, f ⟩|p)

١
p ≤ B∥ f ∥, f ∈ X, (١ . ٢)

باشد. برقرار (١ . ٢) در راست سمت نابرابری هرگاه می شود نامیده p-بسل دنباله یک {gi}∞i=١ دنباله

عملگرهای آنگاه باشد. X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ ⊆ X∗ اگر

U : X → ℓp, U f = {⟨gi, f ⟩}∞i=١,

و

T : ℓq → X∗, T {di}∞i=١ =

∞∑
i=١

digi,

اگر می نامند. {gi}∞i=١ ترکیب و تجزیه عملگرهای ترتیب به را T و U عملگرهای کراندارند. و خوشتعریف

می باشند. کراندار عملگرهای U,T دراینصورت باشد p-بسل دنباله یک فقط یا و p-قاب یک {gi}∞i=١

برقرارند: زیر گزاره های اینصورت در باشد p-بسل دنباله یک {gi}∞i=١ کنید فرض [٧] .١ . ٣ لم
.U∗ = T (١)

.U = T ∗ آنگاه باشد، انعکاسی X اگر و است U از توسیعی T ∗ که معنی این به ،U ⊆ T ∗ (٢)

نیاز ℓq باناخ فضای بتوی ℓp باناخ فضای از نگاشتی به p-قاب، نگاشت تعریف برای که شود توجه

می شود. استفاده دوگانی نگاشت از هدف این به رسیدن برای است.
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X باناخ فضای که شود می یادآوری ابتدا

آنگاه ،∥x∥ = ∥y∥ = ١ و x , y اگر x, y ∈ X بازای صورتیکه در می شود نامیده ١٧ اکید -محدب

.[١٧ ،٢٢] ∥λx + (١ − λ)y∥ < ١ ،λ ∈ (٠, ١) بازای

،∥xi∥ ≤ ١ ،{yi}∞i=١ ⊂ X ،{xi}∞i=١ ⊂ X فرضیات درصورتیکه می شود نامیده ١٨ یکنواخت -محدب

.[١٧ ،٢٢] limi→∞ ∥xi − yi∥ = ٠ که دهد نتیجه limi→∞ ∥xi + yi∥ = ٢ و ∥yi∥ ≤ ١

بصورت شده تعریف X∗ زیرمجموعه های مجموعه بتوی X از ϕX نگاشت

ϕX x = {x∗ ∈ X∗; ⟨x∗, x⟩ = ∥x∥٢ = ∥x∗∥٢},

،x ∈ X هر بازای باناخ، هان قضیه از استفاده با .[١٧ ،٢٢] می شود نامیده X روی دوگانی نگاشت

برای ϕX(x) هرگاه می شود نامیده ١٩ هموار X باناخ فضای .ϕX٠ = ٠ و بوده ناتهی مجموعه یک ϕX x

.[١٧ ،٢٢] باشد عضوی تک مجموعه یک x ∈ X هر

برقرارند: زیر گزاره های باشد باناخ فضای یک X اگر [١٠ ،٢٢] .۴ . ١ گزاره
است. عضوی تک مجموعه یک ϕX x ،x ∈ X هر برای آنگاه باشد، اکید محدب X∗ اگر (١)

است. دوسویی ϕX دراینصورت باشد انعکاسی X و بوده اکید محدب X∗ و X اگر (٢)

صورت آن در .X = ℓp و ١
p +

١
q = ١ بطوریکه ١ < p, q < ∞ کنید فرض [١٧ ،٢٢] .۵ . ١ گزاره

خواهیم x = {xi}∞i=١ ∈ ℓp صفر غیر عنصر هر برای همچنین، است. هموار و بوده یکنواخت محدب X

و x∗ = {x∗i }∞i=١ ∈ ℓq آن در که ϕℓp(x) = x∗ داشت

x∗i = ∥x∥
٢−p
ℓp |xi|p−١sgn(xi), i ∈ N.

S := TϕℓpU : نگاشت باشد. X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ ⊆ X∗ کنید فرض [٢٢] .۶ . ١ تعریف

17strictly convex
18uniformly convex
19smooth
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و می شود نامیده {gi}∞i=١ برای p-قاب نگاشت X → X∗

⟨S f , f ⟩ = ⟨TϕℓpU f , f ⟩ = ⟨ϕℓpU f ,U f ⟩ =∥ U f ∥٢p= (
∞∑

i=١
| ⟨gi, f ⟩ |p)

٢
p .

p-قابها توسط S نگاشت به شده القا خواص . ٢

S نگاشت از خواصی است، X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ ⊂ X∗ اینکه گرفتن نظر در با بخش دراین

وادارنده و یکنوا پیوسته، بطورضعیف می تواند S نگاشت آن، تحت که شرایطی واقع، در می شود. مطالعه

می  گردد. بررسی باشد،

x, y ∈ X هر بازای هرگاه می شود نامیده یکنوا A : X → X∗ نگاشت [۵ ،٢٠] .٢ . ١ تعریف

⟨Ax − Ay, x − y⟩ ≥ ٠.

دراینصورت باشد. آن روی دوگانی نگاشت ϕX و هموار باناخ فضای یک X کنید فرض [١۶] .٢ . ٢ لم

⟨ϕX x − ϕXy, x − y⟩ ≥ ٠.

برقرارند: زیر گزاره های دراینصورت باشد. X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ ⊆ X∗ کنید فرض .٢ . ٣ گزاره
است. پیوسته ضعیف بطور S p-قاب نگاشت (١)

است. یکنوا S p-قاب نگاشت (٢)

بنابراین می باشند، کراندار U,T عملگرهای و [٣] است پیوسته ضعیف بطور ϕℓp که آنجا از (١) اثبات.

است. پیوسته ضعیف بطور S = TϕℓpU

f١, f٢ ∈ X هر بازای (٢)

⟨S ( f١) − S ( f٢), f١ − f٢⟩ = ⟨TϕℓpU( f١) − TϕℓpU( f٢), f١ − f٢⟩

= ⟨ϕℓpU( f١) − ϕℓpU( f٢),U( f١) − U( f٢)⟩.
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٢ . ٢ لم از استفاده با است، هموار باناخ فضای یک ℓp که آنجا از

⟨ϕℓp(U( f١)) − ϕℓp(U( f٢)),U( f١) − U( f٢)⟩ ≥ ٠.

می باشد. یکنوا نگاشت یک S بنابراین

τ : R+ → R+ نگاشت اگر است وادارنده نگاشت یک A : X → X∗ نگاشت [٢٠] .۴ . ٢ تعریف
و lims→+∞ τ(s) = +∞ بطوریکه باشد موجود

⟨A(u), u⟩ ≥ τ(∥u∥)∥u∥.

.lim∥u∥→+∞ ⟨A(u),u⟩
∥u∥ = +∞ می دهد نتیجه A بودن وادارنده

معادله دراینصورت باشد، وادارنده A : X → X∗ پیوسته ضعیف بطور نگاشت اگر [٢٠] .۵ . ٢ گزاره
است. جواب دارای g ∈ X∗ بازای ،A(u) = g

نگاشت دراینصورت باشد. A, B کرانهای با X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ ⊂ X∗ کنید فرض .۶ . ٢ گزاره
است. وادارنده S p-قاب

لذا است، A, B کرانهای با X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ که آنجا از اثبات.

A٢∥ f ∥٢ ≤ ⟨S f , f ⟩ ≤ B٢∥ f ∥٢, f ∈ X.

داریم f , ٠ برای بنابراین

A٢∥ f ∥ ≤ ⟨S f , f ⟩
∥ f ∥ ≤ B٢∥ f ∥.

.lim∥ f ∥→+∞ ⟨S f , f ⟩
∥ f ∥ = +∞ نتیجه در

هر بازای S f = g معادله دراینصورت باشد. X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ کنید فرض .٢ . ٧ نتیجه
است. جواب دارای g ∈ X∗
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p-قابها توسط شده القا U(T⊥)∗ نگاشت فزایندگی خاصیت . ٣

بتواند U(T⊥)∗ عملگر آن تحت که می شود گرفته نظر در p-قابها روی مناسب شرایط بخش این در

باشد. داشته ٢٠ طولپایی و فزایندگی مانند خواصی

-BK یک Xd فضای باشد. X∗d دوگان با دنباله ای باناخ فضای یک Xd کنید فرض [٢٢] .٣ . ١ تعریف
گاه هر می شود نامیده CB-فضا یک Xd باشند. پیوسته Xd روی مولفه ای تابعکهای گاه هر می باشد فضا

گاه هر می شود نامیده RCB-فضا یک و دهند تشکیل فضا برای شودر پایه یک آن متعارف بردارهای

باشد. CB-فضا و بوده انعکاسی

زیر نتایج ،[٢٢] هستند یکنواخت محدب و بوده RCB-فضا ،X∗d = ℓ
q و Xd = ℓ

p که آنجا از

است: برقرار

زیر گزاره های دراینصورت باشد. X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ ⊆ X∗ کنید فرض [٢٢] .٣ . ٢ گزاره
معادلند:

است. کراندار راست معکوس دارای T عملگر (١)
٢١ می شود. کامل ℓq فضای در Ker(T ) (٢)

کراندار راست معکوس (T |M)−١ اینصورت در باشد. ℓq در Ker(T ) ٢٢ توپولوژیکی متمم M فضای اگر

می باشد. T

اکید محدب نیز X∗d بطوریکه باشد اکید محدب RCB-فضای یک Xd کنید فرض [٢٢] .٣ . ٣ تعریف
توپولوژیکی متمم (KerT )⊥ و KerT کنید فرض همچنین باشد. X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ و بوده

وجود که می باشد T کراندار راست معکوس T⊥ = (T |(KerT )⊥)−١ اینصورت در باشد. ℓq در یکدیگر

می شود. نتیجه ٣ . ٢ گزاره از آن

p-قاب یک {gi}∞i=١ و بوده ℓq فضای کانونی متعارف پایه یک {ei}∞i=١ کنید فرض [٢٢] .۴ . ٣ گزاره
T⊥ و بوده ℓq در یکدیگر توپولوژیکی متمم (KerT )⊥ و KerT کنید فرض همچنین باشد. X برای

20isometric
21complemented
22topological complement
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و بوده {gi}∞i=١ متعارف q-قاب یک {(T⊥)∗ei}∞i=١ دنباله دراینصورت باشد. T کراندار راست معکوس

g ∈ X∗ هر بازای

T⊥g = {T⊥g(ei)}∞i=١ = {g(T⊥)∗(ei)}∞i=١ (٣ . ١)

A : X → X نگاشت باشد. X از ای زیرمجموعه K و باناخ فضای یک X کنید فرض [۴] .۵ . ٣ تعریف
u, v ∈ K هر بازای هرگاه می شود نامیده فزاینده نگاشت یک

⟨ϕX(u − v), A(u) − A(v)⟩ ≥ ٠.

نگاشت گاه هر شود می نامیده ٢٣ الحاقی آبلی عملگر A : X → X کراندار عملگر [٢١] .۶ . ٣ تعریف
بطوریکه باشد موجود ϕX : X → X∗ دوگانی

A∗ϕ = ϕA.

همچنین باشد. برقرار ۴ . ٣ گزاره فرضیات و بوده X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ کنید فرض .٣ . ٧ قضیه
U(T⊥)∗ : نگاشت دراینصورت .⟨gi, S −١gk⟩ = δi,k و بوده الحاقی آبلی عملگر یک T⊥T کنید فرض

است. فزاینده ℓp → ℓp

x = {xi}∞i=١, y = {yi}∞i=١ ∈ ℓp هر بازای اثبات.

⟨ϕℓp(x − y),U(T⊥)∗(x) − U(T⊥)∗(y)⟩ = ⟨Tϕℓp(x − y), (T⊥)∗(x − y)⟩

23adjoint abelian
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۵ . ١ گزاره از استفاده با

⟨Tϕℓp(x − y), (T⊥)∗(x − y)⟩ = ⟨T (∥x − y∥٢−p
ℓp {|xi − yi|p−١sgn(xi − yi)}∞i=١), (T⊥)∗(x − y)⟩

= ⟨∥x − y∥٢−p
ℓp T ({|xi − yi|p−١sgn(xi − yi)}∞i=١), (T⊥)∗(x − y)⟩

= ⟨∥x − y∥٢−p
ℓp

∞∑
i=١
|xi − yi|p−١sgn(xi − yi)gi, (T⊥)∗(x − y)⟩

= ∥x − y∥٢−p
ℓp ⟨T

⊥(
∞∑

i=١
|xi − yi|p−١sgn(xi − yi)gi), x − y⟩

= ∥x − y∥٢−p
ℓp ⟨

∞∑
i=١
|xi − yi|p−١sgn(xi − yi)T⊥(gi), x − y⟩.(٣ . ٢)

(٣ . ٢) و (٣ . ١) از بنابراین .{S −١gi}∞i=١ = {(T⊥)∗ei}∞i=١ ،[٢٢] ۵ . ١ قضیه از استفاده با

⟨Tϕℓp(x − y), (T⊥)∗(x − y)⟩ =

∥x − y∥٢−p
ℓp ⟨
∑∞

i=١ |xi − yi|p−١sgn(xi − yi){gi(T⊥)∗ek)}∞k=١, {xk} − {yk}⟩ =

∥x − y∥٢−p
ℓp
∑∞

i=١ |xi − yi|p−١sgn(xi − yi)⟨{gi(S −١gk)}∞k=١, {xk} − {yk}⟩ =

∥x − y∥٢−p
ℓp
∑∞

i=١ |xi − yi|p−١sgn(xi − yi)⟨{⟨gi, S −١gk⟩}∞k=١, {xk} − {yk}⟩ =

∥x − y∥٢−p
ℓp
∑∞

i=١ |xi − yi|p = ∥x − y∥٢
ℓp ≥ ٠.

است. فزاینده نگاشت یک U(T⊥)∗ بنابراین

در باشد. برقرار ٣ . ٧ قضیه فرضیات و بوده X برای p-قاب یک {gi}∞i=١ کنید فرض .٣ . ٨ گزاره
است. طولپای عملگر یک U(T⊥)∗ اینصورت
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x = {xk}∞k=١ ∈ ℓp هر بازای اثبات.

∥U(T⊥)∗(x)∥ℓp = sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١
|⟨z,U(T⊥)∗(x)⟩|

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١
|⟨Tz, (T⊥)∗(x)⟩|

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١
|⟨T⊥Tz, x⟩|

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١
|⟨{(Tz)(T⊥)∗(ek)}∞k=١, x⟩ |

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١
|⟨{(Tz)(T⊥)∗(ek)}∞k=١, {xk}∞k=١⟩ |

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١
|⟨{(Tz)(S −١gk)}∞k=١, {xk}∞k=١⟩ |

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١

∞∑
k=١

(xk)(Tz)(S −١gk)

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١

∞∑
k=١

xk⟨
∞∑

i=١
zigi, S −١gk⟩

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١
(
∞∑

k=١
xk

∞∑
i=١

zi⟨gi, S −١gk⟩)

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١
⟨{zk}∞k=١, {xk}∞k=١, ⟩

= sup
z={zi}∞i=١∈ℓ

q,∥z∥≤١
⟨z, x, ⟩ = ∥x∥ℓp.

قدردانی و تشکر

تحریریه ی هیأت محترم اعضای همچنین و گرامی داوران ارزشمند پیشنهادات و نظرات از بدینوسیله

می نماییم. را قدردانی و تشکر کمال بودند مؤثر مقاله نتایج بهبود در که مجله
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