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چکیده
روی کران دار خطی عملگرهای تمام شامل جبر B(X) کنید فرض

جمعی نگاشت یک ϕ : B(X) −→ B(X) و X باناخ فضای

کند. می حفظ طرف دو از را باناخ عملگری جفت که باشد دوسویی

و A ∈ B(X) هر ازای به که شود می داده نشان مقاله، این در

طوری که به دارند وجود α, β ∈ C اسکالرهای ،x ∈ X

ϕ(A)x = αx + βAx.
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مقدمه . ١

می خورد. چشم به ریاضیات از مختلفی قسمت های در (Preserving Problems) نگهدارنده مسائل

سؤال این و شود ”حفظ” است ممکن خاصی چیز یا خاصی ویژگی خاصی، شرایط در مختلف علوم در

در بیشتری اطلاعات می توان آیا می شود، حفظ اثرگذاری یک در چیزی وقتی که می رسد نظر به طبیعی

خاصی مجموعه یا خاصی ویژگی نگاشتی وقتی ریاضی، زبان به دیگر، عبارت به آورد؟ دست به آن مورد

یک فرم توان می آیا این از فراتر و دارد دیگری مهم ویژگی های چه می کند، حفظ را خاصی رابطه یا و

می اند. پرداخته بدان زیادی ریاضی دانان که است موضوعی این آورد؟ دست به را نگاشت هایی چنین

ببینید. را [۶ - ٣] و [١] مراجع توانید

روی f نگاشت برای پردازیم. می مقاله متن در رفته بکار مفاهیم تعریف و نمادها معرفی به این جا در

بگیرید. نظر در f ثابت نقاط تمام مجموعه نماد را F( f ) ،X متری فضای یک

جفت یک X متری فضای یک روی S و T نگاشت دو برای (T, S ) مرتب جفت [٢] .١ . ١ تعریف
.T (F(S )) ⊆ F(S ) که معنی این به باشد؛ T-پایا یک F(S ) هرگاه شود می نامیده باناخ عملگری

فرض است. B.O.P. ،(T, S ) می نویسیم سادگی برای باشد، باناخ عملگری جفت یک (T, S ) هرگاه

کنید فرض باشد. X روی کران دار خطی عملگرهای تمام شامل جبر B(X) و باناخ فضای یک X کنید

است. X برداری زیرفضای یک F(T ) که است واضح .T ∈ B(X)

ویژگی های از یکی حافظ یا نگهدارنده ϕ : A −→ B نگاشت

dim F(AB) = dim F(ϕ(A)ϕ(B)),

F(ABA) = F(ϕ(A)ϕ(B)ϕ(A)),

F(A + B) = F(ϕ(A) + ϕ(B))

یا و

dim F(A + B) = dim F(ϕ(A) + ϕ(B))
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علاوه است. آمده دست به  آن ها فرم و گرفته اند قرار بررسی مورد [۵] و [۴] ،[٣] مراجع در ترتیب به

شده اند. بررسی [۶] در نیز ثابت نقاط مجموعه حافظ خطی نگاشت های این، بر

قرار بررسی مورد را باشند زیر ویژگی دارای که B(X) روی دوسویی جمعی نگاشت های مقاله این در

می دهیم:

F(ϕ(A)) پایای فضای زیر F(B) آن گاه باشد، A پایای زیرفضای F(B) اگر ،A, B ∈ B(X) ازای به

بالعکس. و باشد

کرد: بیان نیز زیر صورت به را مقاله این اصلی نتیجه می توان دیگر، عبارت به

طوری به باشد دوسویی جمعی نگاشت یک ϕ : B(X) −→ B(X) کنید فرض اصلی. قضیه
در باشد. B.O.P. ،(ϕ(A), B) اگر فقط و اگر است B.O.P. ،(A, B) ،A, B ∈ B(X) هر برای که

طوری که به دارند وجود α, β ∈ C اسکالرهای ،x ∈ X و A ∈ B(X) هر ازای به این صورت،

ϕ(A)x = αx + βAx.

ها اثبات . ٢

تعریف را مفهوم و نماد چند ابتدا داریم. زیر کمکی لم های اثبات به نیاز اصلی، قضیه اثبات برای

عملگر نماد x ⊗ f آن گاه ، f ∈ X∗ و x ∈ X اگر باشد. X دوگان فضای نماد X∗ کنید فرض می کنیم.

به صورت که است B(X) در یک رتبه

(x ⊗ f )(y) = f (y)x (y ∈ X)

به نوشت. صورت این به می توان نیز را B(X) در یک رتبه عملگر هر این، بر علاوه می شود. تعریف

هم چنین . f (x) = ١ اگر تنها و اگر است خودتوان x ⊗ f یک رتبه عملگر که دید می توان راحتی

. f (x) = ١ اگر تنها و اگر F(x ⊗ f ) =< x >

همانی عملگر I آن در که می باشد، CI به متعلق یا همانی مضرب عملگر اسکالر، عملگر از منظور

است.

است. [١] از ٣ . ٢ قضیه زیر قضیه
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دو R, S : U → V و F نامتناهی میدان روی برداری فضای دو V و U کنید فرض [١] .٢ . ١ قضیه
هستند. معادل هم با زیر احکام صورت این در باشند. خطی تبدیل

هستند. خطی وابسته u ∈ U هر برای S u و Ru بردارهای الف.

وابسته S و R یا ،S U ⊆ span{v} و RU ⊆ span{v} که طوری به دارد وجود v ∈ V بردار یا ب.

هستند. خطی

طوری به باشد دوسویی جمعی نگاشت یک ϕ : B(X) −→ B(X) کنید فرض زیر های لم تمام در

باشد. B.O.P. ،(ϕ(A), B) اگر فقط و اگر است B.O.P. ،(A, B) ،A, B ∈ B(X) هر برای که

A اگر فقط و اگر است B.O.P ،(A, B) ،B ∈ B(X) هر ازای به .A ∈ B(X) کنید فرض .٢ . ٢ لم
باشد. اسکالر عملگر یک

که است واضح است، برداری فضای یک F(B) چون گاه آن باشد، اسکالر عملگر یک A اگر اثبات.

عکس، اثبات برای است. B.O.P ،(A, B) رو، ازاین و A(F(B)) = F(B) ،B ∈ B(X) هر ازای به

فرض به بنا آن گاه ،B = x ⊗ f اگر f (x) = ١ که دارد وجود f ∈ X∗ پس .٠ , x ∈ X کنید فرض

وابسته Ax و x می دهد نتیجه نیز این که A < x >⊆< x > نتیجه در و است B.O.P ،(A, x ⊗ f )

است. همانی از مضربی A ،٢ . ١ قضیه به بنا بنابراین، خطی اند.

هست اسکالر عملگر یک A دیگر، عبارت به می کند؛ حفظ طرف دو از را اسکالر عملگرهای ϕ .٢ . ٣ لم
باشد. اسکالر ϕ(A) اگر فقط و اگر

،B ∈ B(X) هر ازای به (A, B) ،٢ . ٢ لم به بنا باشد. اسکالر عملگر یک A کنید فرض ابتدا اثبات.

است B.O.P ،B ∈ B(X) هر ازای به نیز (ϕ(A), B) داریم، ϕ برای که فرضی به بنا است. B.O.P

به است. اسکالر عملگر یک نیز ϕ(A) که رسیم می نتیجه این به ٢ . ٢ لم از دوباره استفاده با رو، ازاین

نمود. ثابت را حکم دیگر طرف توان می مشابه طور

که دارند وجود λ, µ ∈ C ،P یک رتبه خودتوان هر ازای به .۴ . ٢ لم

ϕ(P) = λI + µP.
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تابعک یک g و u ∈ ker f کنید فرض همچنین . f (x) = ١ که P = x ⊗ f کنید فرض اثبات.

نتیجه در و است B.O.P. ،(x ⊗ f , u ⊗ g) پس ،(x ⊗ f )u = ٠ چون .g(u) = ١ که باشد خطی

می دهد نتیجه که است B.O.P. ،(ϕ(x ⊗ f ), u ⊗ g)

ϕ(x ⊗ f ) < u >⊆< u > .

از است. برقرار u ∈ ker f هر ازای به رابطه این .ϕ(x ⊗ f )u = ku که دارد وجود k ∈ C بنابراین،

وجود λ ∈ C پس است. همانی از مضربی ker f ابرفضای روی ϕ(x ⊗ f ) ،٢ . ١ قضیه به بنا این رو،

.ϕ(x ⊗ f ) |ker P= λI که دارد

درست که باشد همانی از مضربی X کل روی ϕ(x⊗ f ) اینکه یکی بیفتد. اتفاق است ممکن حالت دو

نااسکالر x⊗ f که حالی در می کند حفظ طرف دو از را اسکالر عملگرهای ϕ ،٢ . ٣ لم به بنا زیرا نمی باشد،

.ϕ(x ⊗ f ) = λI + y ⊗ g طوری که به دارند وجود ٠ , g ∈ X∗ و ٠ , y ∈ X اینکه دوم و است

آن گاه ،u ∈ ker f اگر

ϕ(x ⊗ f )u = λu + g(u)y⇒ λu = λu + g(u)y⇒ g(u) = ٠

⇒ ker f ⊆ ker g

ϕ(x ⊗ f ) = کرد فرض می توان کلیت، دادن دست از بدون خطی اند. وابسته g و f می دهد نتیجه که

.λI + y ⊗ f

این رو از و است B.O.P. ،(ϕ(P), P) پس است، B.O.P. ،(P, P) چون

ϕ(x ⊗ f ) < x >⊆< x >⇒ ∃t ∈ C : (λI + y ⊗ f )x = tx

⇒ λx + f (x)y = tx⇒ y = (t − λ)x

ϕ(x ⊗ f ) = طوری که به دارد وجود µ ∈ C بنابراین خطی اند. وابسته y و x می دهد نتیجه که

.λI + µx ⊗ f
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باشد. ناصفر x ∈ X کنید فرض می کنیم. تقسیم قسمت دو رابه اثبات اصلی. قضیه اثبات
. f (x) = ١ که طوری به گیریم می نظر در را f ∈ X∗ باشند. خطی وابسته Ax و x کنید فرض . ١

این رو از و است B.O.P. ،(A, x ⊗ f ) می دهد نتیجه Ax و x خطی وابستگی .B = x ⊗ f دهید قرار

.ϕ(A)x = βx که دارد وجود β ∈ C بنابراین است. B.O.P. ،(ϕ(A), x ⊗ f )

و f (x) = ١ که دارد وجود f ∈ X∗ این صورت در باشند. خطی مستقل Ax و x کنید فرض . ٢

این صورت در .B = x ⊗ f دهید قرار . f (Ax) = ١

(A − AB)x = Ax − Ax = ٠

بنا است. B.O.P. ،(ϕ(A) − ϕ(AB), B) این رو از و است B.O.P. ،(A − AB, B) می دهد نتیجه که

طوری که به دارد وجود α ∈ C بنابراین .ϕ(AB) = λI + µAB که دارند وجود λ, µ ∈ C ،۴ . ٢ لم به

ϕ(A) − ϕ(AB) = (ϕ(A) − λI + µAB)x = αx

⇒ ϕ(A)x = (λ + α)x − µAx.

می رسد. اتمام به اثبات رو این از و ϕ(A)x ∈ span{x, Ax} ،٢ و ١ قسمت دو هر در
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