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مقدمه . ١

راکتور[٢٣، دینامیک مدل سازی جمله: از پدیده ها از بسیاری ریاضی مدل سازی در تصادفی انتگرال

سیستم های مطالعه و بررسی آن جا  یی که می رود. کار به [۶ ،٧ ،٣۴] سرمایه گذاری و مالی مسائل ،[٣

این اغلب و است اهمیت حائز بسیار مالی همچنین و پزشکی مهندسی، فیزیک، مسائل در دینامیکی

گوناگونی شکل های به معمولا پدیده ها این ریاضی مدل لذا می باشند، نویز منبع یک به وابسته سیستم ها

معادلات گونه این حل می شوند. ظاهر تصادفی، انتگرال معادلات یا تصادفی دیفرانسیل معادلات از

مورد بسیار معادلات، این تقریبی حل برای عددی روش های بنابراین است، مشکلی بسیار کار معمولا

خطی تصادفی انتگرال معادله حل به مقاله این .[۴ ،۵ ،١١ ،١۶ ،٢٠ ،٢١ ،٢۵ ،٢٨ ،٣١] می باشد توجه

می پردازد: زیر ١ ولترا

X(t) = f (t) +
∫ t

٠
K١(s, t)X(s)ds +

∫ t

٠
K٢(s, t)X(s)dB(s), (١ . ١)

هستند (Ω,F , P) احتمال برفضای شده تعریف تصادفی فرآیندهای K٢(s, t) ، K١(s, t) ، f (t) ،X(t) که

در هستند. معلوم K٢(s, t) ،K١(s, t) ، f (t) یعنی تصادفی، فرآیندهای بقیه و می باشد مجهول X(t) که

دوم انتگرال و است ریمان انتگرال انتگرالی، جمله اولین که دارد وجود انتگرالی جمله دو (١ . ١) معادله

اخیرا می شود. تعریف بعدی بخش در که است ٣ براونی فرآیند یک B(s) و دارد نام ٢ ایتو انتگرال

انتگرال معادلات زمینه در است؛ شده ارائه ایتو انتگرال معادلات عددی حل زمینه در متعددی مقالات

،[٨ ،٩] همکاران و حیدری ،[١۴ ،١۵] همکاران و خدابین ،[٢٠ ،٢١] همکاران و مالک نژاد خطی،

همکاران و ۵ کورتز ،[٣٢] ۴ مورگ و ،پاچپات [٣۵] همکاران و صفارزاده ،[٢۶ ،٢٧ محمدی[٢٨،

همکاران و میرزایی غیرخطی انتگرال معادلات حالت در همچنین و [١٣] ۶ یان کویچ و ایلک ،[۴ ،۵]

پرداخته اند. مسائل این حل و تحلیل به [٣١] همکاران و موسوی ویلسون، موجک از استفاده با و [٢۴]

1Volterra
2Itô integral
3Brownian
4Murge and Pachpatte
5Cortes
6Junkovic and Ilic
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در [١٠ ،١١] همکاران و حیدری و [٣٠] ٧ چیانچو و محمدی کسری دیفرانسیل انتگرال معادلات زمینه در

برخی بعد بخش در داده اند. ارائه عددی حل راه موجک ها از استفاده با کسری دیفرانسیل معادلات زمینه

توضیحات برای شد. خواهد معرفی ایتو-ولترا انتگرال معادلات عددی حل برای مقدمات و نکات از

و [١٨] ٨ پلاتن و کلودن به تصادفی انتگرال معادلات و تصادفی دیفرانسیل معادلات درمورد بیشتر

مقاله مهم مراجع از یکی معادلات این عددی حل برای همچنین و کرد مراجعه می توان [٣٣] ٩ اکسندال

و مربعات کمترین روش اساس بر عددی روش یک مقاله این در ما است. [١٢] ١٠ های ام دسموند

روش همگرایی آنالیز علاوه می دهیم.به ارائه ایتو-ولترا انتگرال معادله حل برای ١١ چبیشف موجک

ماتریس روش با پیشنهادی روش همچنین است. شده ارائه همگرایی سرعت اثبات با همراه پیشنهادی

نشان عددی نتایج و است شده مقایسه عددی مثال های توسط چبیشف موجک برای تصادفی عملیاتی

بخش است. چبیشف موجک برای تصادفی عملیاتی ماتریس روش از دقیق تر پیشنهادی روش که می دهد

را پیشنهادی روش ،٣ بخش می پردازد. چبیشف موجک های و ایتو-ولترا انتگرال معادله معرفی ٢،به

روش نتایج ،۵ بخش در است. شده ارائه اثبات همراه به همگرایی تحلیل ۴ بخش در و می کند توصیف

شده ارائه نتیجه گیری یک نهایتا و شده اند مقایسه چبیشف موجک عملیاتی ماتریس روش با پیشنهادی

است.

پیشنیازها . ٢

کتاب های براساس ایتو انتگرال و براونی فرآیند ، چبیشف موجک پایه های معرفی به بخش این

[١٢]می پردازد. مقاله و [١ ،٢ ،١٨ ،٢٢ ،٣٣]

(فرآیند استاندارد براونی حرکت یک را {B(t), t ⩾ ٠} تصادفی فرآیند براونی) (فرآیند .٢ . ١ تعریف
کند: صدق زیر خاصیت سه در اگر می گویند ( ١٢ وینر

، B(٠) = ٠ الف)

7Ciancio
8Kloeden and Platen
9Oksendal
10Higham
11Chebyshev wavelet
12Wiener process
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t − s واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای ٠ ⩽ s ⩽ t ⩽ T برای B(t) − B(s) ب)

و صفر میانگین با نرمال توزیع نماد N(٠, ١) که B(t) − B(s) ∼
√

t − sN(٠, ١) یعنی باشد

است. یک واریانس

t١ ⩽ t٢ ⩽ · · · ⩽ tn−١ ⩽ tn برای B(tn) − B(tn−١), · · · , B(t٢) − B(t١) تصادفی متغیرهای ج)

باشند. مستقل

گفت: می توان (ج) و (ب) شرایط بنابر و j = ٠, ١, ...,N برای t j = j∆t و ∆t =
T
N

که

B(t j) − B(t j−١) = z
√
∆t, j = ١, ٢, · · · ,N;

.z ∼ N(٠, ١) برای

اندازه (Ω,F , P) احتمال فضای }روی X(t)} t≥٠ تصادفی فرآیند اگر ایتو)[٢] (انتگرال .٢ . ٢ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به ایتو انتگرال آنگاه باشد، پذیر

∫ b

a
X(t)dB(t) = lim

p→∞

p−١∑
j=٠

X(t j)
(
B(t j+١) − B(t j)

)
, (٢ . ١)

است. (Ω,F , P) احتمال فضای روی براونی حرکت یک B(t) و j = ٠, ١, ..., p ،t j = a + b−a
p j که

به است؛ شده تعریف L٢(Ω, P) فضای در و می باشد تصادفی متغیر یک (٢ . ١) در انتگرال حاصل

دیگر عبارتی

E

|∫ b

a
X(t)dB(t) −

p−١∑
i=٠

X(ti) (B(ti+١) − B(ti)) |٢
 −→ ٠ (٢ . ٢)

.p −→ ∞ که وقتی

زیر به صورت که کنیم، استفاده چبیشف چندجمله ای های از داریم نیاز چبیشف موجک تعریف برای

می شوند: تعریف

T j(x) = cos( jθ) , j = ٠, ١, ...;
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ω(x) =
(
١ − x٢

)−١
٢ وزن تابع به نسبت T j چبیشف چندجمله ای های .θ = arccos(x) طوری که به

متعامد چندجمله ای های به می توان زیر طریق به را چندجمله ای ها هستند.این متعامد [−١, ١] بازه روی

کرد: تبدیل یکه

T̃ j(x) :=


١
√
π
, j = ٠,√

٢
π

T j(x), j > ٠.

به صورت Ψi j(x) چبیشف موجک  چبیشف) (موجک .٢ . ٣ تعریف

Ψi j(x) :=


٢

k
٢ T̃ j(٢kx − ٢i + ١),

i − ١
٢k−١ ⩽ x <

i
٢k−١ ,

٠, صورت این غیر در

موجک های . j = ٠, ١, · · · ,M − ١ ،i = ١, ٢, · · · , ٢k−١ داریم M ∈ N و k ∈ N برای که است

وزن تابع با چبیشف

ωik(x) = ω(٢kx − ٢i + ١)

را f (x) ∈ L١−]٢, ١] تابع هستند. متعامد ،i = ١, ٢, · · · , ٢k−١ که
[ i − ١
٢k−١ ,

i
٢k−١

)
بازه زیر هر روی

داد: بسط زیر به صورت k دلخواه ثابت با چبیشف موجک های از استفاده با می توان

f (x) =
٢k−١∑
i=١

∞∑
j=٠

ci jΨi j(x), (٢ . ٣)

به طوری که

ci j =

∫ i
٢k−١

i − ١
٢k−١

f (x)٢
k
٢ T̃ j(٢kx − ٢i + ١)ω(٢kx − ٢i + ١)dx.
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زد: تقریب زیر متناهی مجموع با می توان را (٢ . ٣) رابطه در f (x) تابع موجکی بسط

f (x) ≈ Tk,M( f (x)) =
٢k−١∑
i=١

M−١∑
j=٠

ci jΨi j(x) = CTΨ(x),

با: برابرند و تایی اند m̂ = M· ٢k−١ بردارهایی Ψ(x) و C که

C = [c١٠, . . . , c١M−١, . . . , c٢k−١٠, . . . , c٢k−١M−١]T ,

Ψ(x) = [Ψ١٠(x), . . . , Ψ١M−١(x), . . . , Ψ٢k−١٠(x), . . . , Ψ٢k−١M−١(x)]T ,

خلاصه: به طور

f (x) ≈
m̂∑

l=١
clΨl(x) = CTΨ(x), (۴ . ٢)

،٠ ⩽ j ⩽ M−١ ،١ ⩽ i ⩽ ٢k−١ و است l = M(i−١)+ j+١ طوری که Ψlبه = Ψi j و cl = ci j که

داریم: لذا

C = [c١, . . . , cM, . . . , cM(٢k−١−١)+١, . . . , cm̂]T .

می شود: تعریف زیر صورت به که ∥.∥T,i تابع چبیشف)[٣۶] وزن دار (نیم نرم .۴ . ٢ تعریف

∥u∥T,i :=
∫ i

٢k−١

i − ١
٢k−١

|u′(t)|√
١ − (٢kt − ٢i + ٢(١

dt

کنید. [٣۶]مراجعه به بیشتر اطلاعات برای است، شده تعریف i-ام بازه روی که است نیم نرم یک

است. شده ارائه [٣۶] در قضیه دو از ایده  ای براساس زیر قضیه

به
{
∥ f ′∥T,i

∣∣∣∣ i = ١, ٢, ..., ٢k−١
}

مجموعه بالای کران V و f ∈ C١−]٢, ١] کنید فرض .۵ . ٢ قضیه
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آنگاه باشد، طبیعی k هر ازای

∥ f − Tk,M( f )∥∞ ≤
V
√
π

(M − ١)
√

٢٣k−١
,

می باشد. k و M از مستقل و ثابت V که

نتیجه در و x ∈ Ii٠ =

[
i٠ − ١
٢k−١ ,

i٠
٢k−١

]
طوری که به i٠ دارد وجود [−١, ١] فاصله در x هر برای اثبات.

Tk,M( f (x)) =
٢k−١∑
i=١

M−١∑
j=٠

ci jΨi j(x) =
M−١∑
j=٠

ci٠ jΨi٠ j(x),

می دانیم:

ci٠ j =

∫ i٠
٢k−١

i٠ − ١
٢k−١

Ψi٠ j(x) f (x)ωi٠k(x)dx (۵ . ٢)

ωi٠k(x) = ω(٢kx − ٢i٠ + ١) ،Ψi٠ j(x) = ٢
k
٢ T̃ j(٢kx − ٢i٠ + ١) که ٢ . ٣ تعریف بنابر همچنین و

شد: خواهد تبدیل به صورت (۵ . ٢) رابطه s = ٢kx − ٢i٠ + ١ متغیر تغییر با و

ci٠ j =
e j

٢k/٢√π

∫ ١

−١
T j(s) f (

s + ٢i٠ − ١
٢k )ω(s)ds

که

e j :=


١, j = ٠,
√

٢, j , ٠
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داریم: s = cos(θ) مثلثاتی متغیر تغییر با سرانجام و

ci٠ j =
e j√
٢kπ

∫ π

٠
f (

cos(θ) + ٢i٠ − ١
٢k )cos( jθ)dθ

=
e j

٢k j
√

٢kπ

∫ π

٠
f ′(

cos(θ) + ٢i٠ − ١
٢k )sin( jθ)sin(θ)dθ

=
e j

j
√

٢٣kπ

∫ π

٠
f ′(

cos(θ) + ٢i٠ − ١
٢k )(

cos(( j − ١)θ)
٢

− cos(( j + ١)θ)
٢

)dθ

=
e j

j
√

٢٣kπ

[ ١
( j − ٢(١k+١

∫ π

٠
f ′′(

cos(θ) + ٢i٠ − ١
٢k )(

cos(( j − ٢)θ)
٢

− cos(( j)θ)
٢

)dθ

− ١
( j + ٢(١k+١

∫ π

٠
f ′′(

cos(θ) + ٢i٠ − ١
٢k )(

cos( jθ)
٢

− cos(( j + ٢)θ)
٢

)dθ
]

تساوی و است آمده بدست جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده با چهارم و دوم تساوی فوق رابطه در

بنابراین: است، شده حاصل مثلثاتی روابط از سوم

|ci٠ j| ⩽
e j

j
√

٢٣kπ

∫ π

٠
| f ′′(cos(θ) + ٢i٠ − ١

٢k )|
( ١
( j − ٢(١k+١ ∥

cos(( j − ٢)θ)
٢

− cos(( j)θ)
٢

∥∞

+
١

( j + ٢(١k+١ ∥
cos( jθ)

٢
− cos(( j + ٢)θ)

٢
∥∞

)
dθ

⩽
e j

j
√

٢٣kπ

( ١
٢k+١( j − ١)

+
١

٢k+١( j + ١)

) ∫ π

٠
| f ′′(cos(θ) + ٢i٠ − ١

٢k )|dθ

=
e j

( j − ١)( j + ١)
√

٢۵kπ

∫ ١

−١
|
f ′′(

t + ٢i٠ − ١
٢k )|

√
١ − t٢

dt

⩽
٢kVe j

( j − ١)( j + ١)
√

٢۵kπ
(۶ . ٢)

است، شده حاصل زیر تساوی به توجه با (۶ . ٢) نامساوی



٩٧١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

∫ π

٠
| f ′′(cos(θ) + ٢i٠ − ١

٢k )|dθ = ٢k
∫ i

٢k

(i−١)
٢k

| f ′′(s)|√
١ − (٢ks − ٢i٠ + ٢(١

ds = ٢k∥ f ′∥T,i (٢ . ٧)

می دانیم: دیگر طرف از و

∥ f − Tk,M( f )∥∞ = |
∞∑

j=M+١
ci٠ jΨi j(x)| ⩽

∞∑
j=M+١

|ci٠ j|

بنابراین

∥ f − Tk,M( f )∥∞ ⩽
∞∑

j=M+١
|ci٠ j| ⩽

V
√

٢
√

٢٣kπ

∞∑
j=M+١

١
( j − ١)( j + ١)

⩽ V
√

٢٣k−١π

∞∑
j=M+١

١
( j − ٢(١

⩽ V
√

٢٣k−١π

∫ ∞

M

dx
(x − ٢(١

=
V
√
π

(M − ١)
√

٢٣k−١
.

می کند. میل صفر به V
√
π

(M−١)
√

٢٣k−١
با Mهم سرعت و k افزایش با Tk,M( f ) تقریب که می دهد نشان این

داده توضیح بعدی تذکر در M و k پارامترهای از ( f ′ نیم نرم های بالای کران (به عنوان V بودن مستقل

است. شده

ضعیف مشتق نوع از می توانند قضیه، اثبات انتگرال گیری های در f مشتقات که کنید توجه .١ تذکر
H١−]٢, ١] سوبولوف فضای به متعلق f است کافی نمی شود، حاصل تغییری اثبات روند در که باشند

f ضعیف مشتق نیم نرم های برای بالایی کران صرفا است، M و k از مستقل Vکه ثابت همچنین باشد؛

(٢ . ٧) رابطه بنابر را k از V بودن مستقل همچنین و است واضح بسیار M از V بودن مستقل می  باشد.



٩٨١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

آورد: بدست می توان زیر به طریق

∥ f ′∥T,i = ٢−k
∫ π

٠
| f ′′(cos(θ) + ٢i٠ − ١

٢k )|dθ ⩽ π∥ f ′′∥∞.

V ثابت و هستند ضعیف مشتق مفهوم به مشتقات و f ′′ ∈ L٢ می دانیم باشد، f ∈ H٢ که حالتی در

شد. خواهد ∥ f ∥Hبرابر٢

روش توصیف . ٣

می کنیم: تعریف زیر به طریق را L خطی عملگر

L(X(t)) := X(t) −
∫ t

٠
K١(s, t)X(s)ds −

∫ t

٠
K٢(s, t)X(s)dB(s).

آنگاه: باشد، (١ . ١) ایتو-ولترا انتگرال معادله دقیق جواب X(t) اگر

∥L(X) − f ∥L٢ = ٠

هرگاه می گیریم نظر در X(t) جواب از تقریبی عنوان به را Xϵ(t) دلخواه، ϵ > ٠ برای

∥L(Xϵ) − f ∥L٢ < ϵ, (٣ . ١)

کنید فرض می دهیم. ارائه دلخواه ϵ > ٠ هر ازای به جواب از تقریبی آوردن بدست برای روشی اکنون

صورت به چبیشف های چندجمله ای از خطی ترکیب یک Xm̂(t)

X(t) ≃ Xm̂(t) =
٢k−١∑
i=١

M−١∑
j=٠

ci, jΨi, j(t) =
m̂∑

l=١
clΨl(t)



٩٩١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

مینیمم سازی مساله هستند. مجهول ضرایب cl که باشد

min
c١,...,cm̂

∥L(Xm̂) − f ∥L٢ (٣ . ٢)

آنگاه کند اتخاذ را خود مینیمم c∗١, ..., c
∗
m̂ در (٣ . ٢) مینیمم سازی مساله کنید فرض بگیرید، نظر در را

که می شود اثبات بعدی بخش در بود. خواهد (١ . ١) جواب از تقریبی
∑m̂

l=١ c∗lΨl(t)

E
[

min
c١,...,cm̂

∥L(Xm̂) − f ∥L٢

]
= E

∥L
 m̂∑

l=١
c∗lΨl

 − f ∥L٢

 −→ ٠ (٣ . ٣)

خطی دستگاه باید مینیمم آوردن بدست برای اکنون .m̂→ ∞ وقتی

∂

∂ci

∫ T

٠

 m̂∑
j=١

c jL
(
Ψ j(t)

)
− f (t)


٢

dt = ٠, i = ١, ٢, ..., m̂, (۴ . ٣)

بنابراین شود، حل

∫ T

٠

m̂∑
j=١

c jL
(
Ψ j(t)

)
L
(
Ψi(t)

)
dt =

∫ T

٠
f (t)L

(
Ψi(t)

)
dt, i = ١, ٢, ..., m̂;

شکل به را (۴ . ٣) خطی دستگاه می توان ⟨ f , g⟩ :=
∫ T

٠ f (t)g(t)dt داخلی ضرب از استفاده با

m̂∑
j=١

c j

⟨
L
(
Ψi(t)

)
, L

(
Ψ j(t)

) ⟩
=

⟨
L
(
Ψi(t)

)
, f (t)

⟩
(۵ . ٣)

برابر (۴ . ٣) خطی دستگاه عبارتی به نوشت؛

Ac = b (۶ . ٣)



١٠٠١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

گونه ای به A = (ai j) ∈ Rm̂×m̂ c = (c١, c٢, ..., cm̂)t ∈ Rm̂ ،b = (b١, b٢, ..., bm̂)t ∈ Rm̂ که است

که

bi =
⟨
L
(
Ψi(t)

)
, f (t)

⟩
, i = ١, ٢, ..., m̂; (٣ . ٧)

ai j =
⟨
L
(
Ψi(t)

)
, L

(
Ψ j(t)

)⟩
, i, j = ١, ٢, ..., m̂. (٣ . ٨)

از Xm̂(t) تقریبی جواب می شود. تبدیل (۶ . ٣) معادلات دستگاه حل به (٣ . ٢) مینیمم سازی مساله حل

افزایش با که می شود اثبات شرایطی تحت بعدی بخش در . می آید بدست (۶ . ٣) معادلات دستگاه حل

برابر (٣ . ٨) و (٣ . ٧) در انتگرال ها تعداد می شود. همگرا مساله واقعی جواب به Xm̂(t) تقریبی جواب m̂

انتگرال ها این محاسبات این که بدلیل و است زمان بر بسیار محاسباتی لحاظ به که می باشد m̂٢ + m̂

مستقل انتگرال تعداد این محاسبه برای موازی محاسبات از می توان لذا هستند، مستقل هم از همگی

شده داده کاملی توضیحات عددی مثال های بخش انتهای در موازی محاسبات درمورد برد. بهره هم، از

است.

همگرایی آنالیز . ۴

نامساوی مختصر طور به آن از قبل می پردازد، پیشنهادی روش همگرایی سرعت اثبات به بخش این

می کنیم. بیان را ١۴ ایتو ایزومتری خاصیت و ١٣ دوب

آنگاه: p > ١ و باشد تصادفی فرآیند یک X(t) اگر دوب) (نامساوی [١٧] .١ . ۴ قضیه

E
[
sup
s≤t
|X(s)|p

]
≤ (

p
p − ١

)
p
E

[|X(t)|p] ,
یعنی است، استفاده مورد p = ٢ حالت مقاله این در

E
[
sup
s≤t
|X(s)|٢

]
≤ ۴E

[
|X(t)|٢

]
.

13Doob’s inequality
14Itô isometry property



١٠١١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

می شود. گفته L٢ دوب نامساوی آن به متداول به طور و

زیر تساوی باشد، [a, b] × Ω روی تابعی f (t, ω) اگر ایتو) ایزومتری (خاصیت [١٧] .٢ . ۴ قضیه
می شود: ایتونامیده ایزومتری خاصیت و است برقرار

E
(∫ b

a
f (t, ω)dB(t)

)٢ = E
[∫ b

a
f ٢(t, ω)dt

]
.

تعریف را زیر نرم است لازم قضیه بیان از قبل می کند، بیان را پیشنهادی روش همگرایی بعدی قضیه

می باشد. ریاضی امید نماد ،E نماد که است ذکر قابل کنیم.

∥X∥∞,E := E
 sup

t∈[٠,T )
|X(t)|

 .
X̃m̂(t) =

∑m̂
l=١ ulΨl(t) و باشد [٠,T ) بازه روی تصادفی فرآیند یک X(t) کنید فرض .٣ . ۴ قضیه

معلوم توابعی K٢ و K١ همچنین شد، توصیف قبل بخش در که باشد X(t) چبیشف موجک تقریب

برقرارند. m̂→ ٠ وقتی زیر، گزاره دو هر آنگاه ∞∥K٢∥؛ ≤ M و ∥K١∥∞ ≤ M که هستند

،∥X̃m̂(t) − X(t)∥∞,E → ٠ آ.

.E
[

min
c١,...,cm̂

∥Xm̂(t) − f (t) −
∫ t

٠ Xm̂(s)K١(s, t)ds −
∫ t

٠ Xm̂(s)K٢(s, t)dB(s)∥٢
L٢

]
→ ٠ ب.

که می دهد نشان ۵ . ٢ قضیه آ. اثبات.

∥X̃m̂(t) − X(t)∥∞,E = E
 sup

t∈[٠,T )

∣∣∣X̃m̂(t) − X(t)
∣∣∣→ ٠.



١٠٢١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

می پردازیم، قضیه دوم قسمت اثبات به می پردازیم،اکنون قضیه دوم قسمت اثبات به اکنون ب.

min
c١,...,cm̂

∥Xm̂(t) − f (t) −
∫ t

٠
Xm̂(s)K١(s, t)ds −

∫ t

٠
Xm̂(s)K٢(s, t)dB(s)∥٢

L٢

⩽∥X̃m̂(t) − f (t) −
∫ t

٠
X̃m̂(s)K١(s, t)ds −

∫ t

٠
X̃m̂(s)K٢(s, t)dB(s)∥٢

L٢

⩽T ٢∥X̃m̂(t) − f (t) −
∫ t

٠
X̃m̂(s)K١(s, t)ds −

∫ t

٠
X̃m̂(s)K٢(s, t)dB(s)∥٢∞

=T ٢∥X̃m̂(t) − X(t) +
∫ t

٠
(X − X̃m̂)(s)K١(s, t)ds +

∫ t

٠
(X − X̃m̂)(s)K٢(s, t)dB(s)∥٢∞

≤٣T ٢
(
∥X̃m̂(t) − X(t)∥٢∞ + ∥

∫ t

٠
(X − X̃m̂)(s)K١(s, t)ds∥٢∞ + ∥

∫ t

٠
(X − X̃m̂)(s)K٢(s, t)dB(s)∥٢∞

)
برقرار (a + b + c)٢ ≤ ٣(a٢ + b٢ + c٢) درست همیشه نامساوی این به بنا نامساوی آخرین

بنابراین است،

E
[

min
c١,...,cm̂

∥Xm̂(t) − f (t) −
∫ t

٠
Xm̂(s)K١(s, t)ds −

∫ t

٠
Xm̂(s)K٢(s, t)dB(s)∥٢

L٢

]
≤ ٣T ٢∥X̃m̂(t) − X(t)∥٢∞,E + ٣T ۴M٢∥X(t) − X̃m̂(t)∥٢∞,E

+ ٣T ٢∥
∫ t

٠
(X(s) − X̃m̂(s))K٢(s, t)dB(s)∥٢∞,E (١ . ۴)

است: برقرار زیر رابطه همچنین

∥
∫ t

٠
(X(s) − X̃m̂(s))K٢(s, t)dB(s)∥٢∞,E = E

 sup
٠≤t≤T

∣∣∣∣∣∣
∫ t

٠
(X(s) − X̃m̂(s))K٢(s, t)dB(s)

∣∣∣∣∣∣٢


≤ ۴E
∣∣∣∣∣∣
∫ T

٠
(X(s) − X̃m̂(s))K٢(s,T )dB(s)

∣∣∣∣∣∣٢


= ۴E
[∫ T

٠

∣∣∣X(s) − X̃m̂(s)
∣∣∣٢ |K٢(s,T )|٢ ds

]
≤ ۴T M٢∥X(t) − X̃m̂(t)∥٢∞,E (٢ . ۴)



١٠٣١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

ایتو(۴ . ٢) ایزومتری خاصیت و دوب(۴ . ١) نامساوی بنابر ترتیب به دوم تساوی و اول نامساوی

داریم: (آ) قسمت و (٢ . ۴) ،(١ . ۴) به توجه با اکنون هستند، برقرار

E
[

min
c١,...,cm̂

∥Xm̂(t) − f (t) −
∫ t

٠
Xm̂(s)K١(s, t)ds −

∫ t

٠
Xm̂(s)K٢(s, t)dB(s)∥٢

L٢

]
≤ ٣T ٢

(
١ + T ٢M٢ + ۴T M٢

)
∥X̃m̂(t) − X(t)∥٢∞,E −→ ٠,

می باشد، m̂ از مستقل ٣T ٢
(
١ + T ٢M٢ + ۴T M٢

)
ثابت این که به توجه با .m̂ → ٠ وقتی

می کند. ایجاب را فوق رابطه درستی قضیه، اول قسمت

بگیرید: نظر در را، بعدی) چند وینر فرآیند (با زیر ایتو-ولترا انتگرال معادله .٢ تذکر

X(t) = f (t) +
∫ t

٠
K٠(s, t)(s)X(s)ds +

d∑
j=١

∫ t

٠
K j(s, t)X(s)dB j(s), t ∈ [٠,T ),

و هستند مستقلی بروانی حرکتهای Bها j اینجا در که

B(t) = (B١(t), B٢(t), · · · , Bd(t)), t ∈ [٠,T ),

(با ایتو-ولترا انتگرال معادله برای همچنین شده ارائه روش شود. می نامیده بعدی چند بروانی حرکت

روش همگرایی است. تعمیم قابل نیز روش همگرایی آنالیز و است اجرا قابل بعدی) چند بروانی حرکت

برای قضیه ، اثبات در جزیی تغییر با است. برقرار نیز حالت این در شد، می اثبات ٣ . ۴ قضیه با که



١٠۴١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

داریم: را زیر رابطه (٢ . ۴) رابطه مشابه است. صادق بعدی چند حالت

∥
d∑

j=٠

∫ t

٠
(X(s) − X̃m̂(s))K j(s, t)dB(s)∥٢∞,E = ∥(

d∑
j=٠

∫ t

٠
(X(s) − X̃m̂(s))K j(s, t)dB(s))٢∥∞,E

≤∥d ·
d∑

j=٠
(
∫ t

٠
(X(s) − X̃m̂(s))K j(s, t)dB(s))٢∥∞,E

=d · E
 sup
٠≤t≤T

d∑
j=٠

∣∣∣∣∣∣
∫ t

٠
(X(s) − X̃m̂(s))K j(s, t)dB(s)

∣∣∣∣∣∣٢


≤۴d · E
 d∑

j=٠

∣∣∣∣∣∣
∫ T

٠
(X(s) − X̃m̂(s))K j(s,T )dB(s)

∣∣∣∣∣∣٢


=۴d · E
[∫ T

٠

∣∣∣X(s) − X̃m̂(s)
∣∣∣٢ ∣∣∣K j(s,T )

∣∣∣٢ ds
]

≤۴dT M٢∥X(t) − X̃m̂(t)∥٢∞,E, (٣ . ۴)

تساوی و دوم نامساوی است، شده نتیجه (Rd در بردار دو (برای شوارتز کشی نامساوی از اول نامساوی

آخر مساوی نا و هستند برقرار ایتو(۴ . ٢) ایزومتری خاصیت و دوب(۴ . ١) نامساوی بنابر ترتیب به سوم

نظر در با حال شود. می حاصل ١ ≤ j ≤ d که ∥K j∥∞ همه بالای کران بعنوان M گرفتن نظر در با

داشت: خواهیم (٣ . ۴) رابطه و بعدی چند بروانی حرکت درحالت (١ . ۴) رابطه گرفتن

E

 min
c١,...,cm̂

∥Xm̂(t) − f (t) −
∫ t

٠
Xm̂(s)K١(s, t)ds −

d∑
j=٠

∫ t

٠
Xm̂(s)K j(s, t)dB(s)∥٢

L٢


≤ ٣T ٢

(
١ + T ٢M٢ + ۴dT M٢

)
∥X̃m̂(t) − X(t)∥٢∞,E −→ ٠,

قسمت می باشد، m̂ از مستقل ٣T ٢
(
١ + T ٢M٢ + ۴dT M٢

)
ثابت این که به توجه با .m̂ → ٠ وقتی

با ایتو-ولترا معادلات روی شده ارائه روش پس می کند. ایجاب را فوق رابطه درستی ،٣ . ۴ قضیه اول

است. همگرا نیز بعدی چند بروانی حرکت



١٠۵١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،
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m̂ = ٢۵ × ٢ = ۶۴ (ب)
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m̂ = ٢۴ × ٢ = ٣٢ (آ)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

A
pp

ro
xi

m
at

e 
so

lu
tio

n 
an

d 
E

xa
ct

 s
ol

ut
io

n

Exact solution
Approximate solution

m̂ = ٢۵ × ۴ = ١٢٨ (ج)

١ . ۵ مثال تقریبی و دقیق جواب :١ شکل

عددی مثال های . ۵

نتایج می شود. داده نشان بخش این در پیشنهادی روش کارآمدی و دقت عددی، مثال چند ارائه با

چبیشف موجک برای تصادفی عملیاتی ماتریس روش از دقیق تر روش این که می دهد نشان عددی

شده اند. اجرا MAT LAB٢٠١٧a نرم افزار با الگوریتم ها می باشد؛

بگیرید: نظر در را زیر خطی ایتو-ولترای انتگرال معادله ([٢٨]) .١ . ۵ مثال

X(t) = ١ +
∫ t

٠
s٢X(s)ds +

∫ t

٠
sX(s)dB(s), s, t ∈ [٠, ١)



١٠۶١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

به فرم آن دقیق جواب که

X(t) = exp(
t٣

۶
+

∫ t

٠
sdB(s))

است.

m̂ = [٢٨]١٢٨ m̂ = ١٢٨ m̂ = ۶۴[٢٨] m̂ = ۶۴ m̂ = [٢٨]٣٢ m̂ = ٣٢ t
٠٫٠٠٢٢٢۵٩٠ ٠٫٠٠١۵۵٨٠٢ ٠٫٠٠٠۵٧٢١٠ ٠٫٠٠١۶۶٣٢٧ ٠٫٠٠٣١٩١۴٠ ٠٫٠٠١٨٩٣٢۵ ٠٫١
٠٫٠٠۴٠۶٨٧۶ ٠٫٠٠٨۵٢١١۴ ٠٫٠٠٩١۴١٢۴ ٠٫٠٢٠٢٨١۴٣ ٠٫٠٠٣٧١٠٢۴ ٠٫٠١٧٠٣۶٩٣ ٠٫٣
٠٫٩۵٣٣۴٢٧٠ ٠٫٠٣٢١٠٧١۶ ٠٫٨۶٧١٩۴۵٠ ٠٫٠٠۵١۴۴٧٣ ٠٫۴۴٩٣٢٠٧٠ ٠٫٠٣١٠٣۵۴٨ ٠٫۵
٠٫٠۶١۶٨۵٨٠ ٠٫٠٣٢٩١٨۴٠ ٠٫٠۶٢٠٨۵٨٠ ٠٫٠٢٢۶٣۵٢٣ ٠٫٠۵۴٠٠۵٨٠ ٠٫٠٢٨٢۵۴٢۶ ٠٫٧
٠٫١٣٠٣۵٨٨٠ ٠٫٠٣٩١٣۶٢۴ ٠٫١٢١٧۵٨٨٠ ٠٫٠٣٠٩٩٧١١ ٠٫١٢٠١۵٨٨٠ ٠٫٠٣١۵٩٧٧۵ ٠٫٩
٠٫٢٣٠٣٣۶٣٩ ٠٫٠٢٢٨۴٨١٩ ٠٫٢١٢١۵٠۴٨ ٠٫٠١۶١۴۴٣۵ ٠٫١٢۶٠٧٧٣٨ ٠٫٠٢١٩۶٣۵٣ mean

١ . ۵ مثال برای [٢٨] تصادفی عملیاتی ماتریس روش و پیشنهادی روش خطا :١ جدول

بگیرید: نظر در را زیر خطی ایتو-ولترای انتگرال معادله ([٢٨]) .٢ . ۵ مثال

X(t) =
١
١٢
+

∫ t

٠
cos(s)X(s)ds +

∫ t

٠
sin(s)X(s)dB(s), s, t ∈ [٠, ١)

است: زیر به صورت دقیق جواب که

X(t) =
١
١٢

exp(− t
۴
+ sin(t) +

sin(٢t)
٨
+

∫ t

٠
sin(s)dB(s)).

m̂ = [٢٨]١٢٨ m̂ = ١٢٨ m̂ = ۶۴[٢٨] m̂ = ۶۴ m̂ = [٢٨]٣٢ m̂ = ٣٢ t
٠٫٠٠٠٢٠۵٢۵ ٠٫٠٠٠٢٨٣۶٣ ٠٫٠٠٠٠۴۵۶٣ ٠٫٠٠٠٠۶٣۶٢ ٠٫٠٠٠٢٧٧١٠ ٠٫٠٠٠٨۴١٩٢ ٠٫١
٠٫٠٠٠۴۵٠٢٣ ٠٫٠٠١٣۵۵۴٩ ٠٫٠٠٠٩٧۶٧٧ ٠٫٠٠٢١٢٢۶٣ ٠٫٠٠٠٣٠۴١٧ ٠٫٠٠٠٠۴۶٨٢ ٠٫٣
٠٫١٢٣٠٢١٣۶ ٠٫٠٠۶۶٢١۵٧ ٠٫١١٢١۵٣٢٣ ٠٫٠٠١۵۴۴١۵ ٠٫٠۶٠٣۴٩٢٣ ٠٫٠٠٢٣٧٨٧۵ ٠٫۵
٠٫٠٠٨٠٠٢١١ ٠٫٠٠٢١٣۵١۶ ٠٫٠٠٧٩٠٢١١ ٠٫٠٠٠٢١٧١٩ ٠٫٠٠۶٧۶۴١١ ٠٫٠٠١٧۵٢٣۵ ٠٫٧
٠٫٠١۵٧٨٨٢٢ ٠٫٠٠٠٢٢٩٢٣ ٠٫٠١۴٣٧٨٢٢ ٠٫٠٠١۶١٩۵۶ ٠٫٠١۴٠۴٨٢٢ ٠٫٠٠٠٧٧٨٩٧ ٠٫٩
٠٫٠٢٩۴٩٣۴٣ ٠٫٠٠٢١٢۵٠١ ٠٫٠٢٧٠٩١١٩ ٠٫٠٠١١١٣۴٣ ٠٫٠١۶٣۴٨۵۶ ٠٫٠٠١١۵٩٧۶ mean

٢ . ۵ مثال برای [٢٨] تصادفی عملیاتی ماتریس روش و پیشنهادی روش خطا :٢ جدول

بگیرید: نظر در را زیر خطی ایتو-ولترای انتگرال معادله ([٢٨]) .٣ . ۵ مثال

X(t) =
١
٣
+

∫ t

٠
ln(s + ١)X(s)ds +

∫ t

٠

√
ln(s + ١)dB(s), s, t ∈ [٠, ١)



١٠٧١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،
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m̂ = ٢۵ × ٢ = ۶۴ (ب)
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m̂ = ٢۴ × ٢ = ٣٢ (آ)
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m̂ = ٢۵ × ۴ = ١٢٨ (ج)

٢ . ۵ مثال تقریبی و دقیق جواب :٢ شکل

به طوری که

X(t) =
١
٣

exp(
−t
٢
+

t
٢

ln(t + ١) +
١
٢

ln(t + ١) +
∫ t

٠

√
ln(s + ١)X(s)dB(s))

می باشد. ایتو-ولترا انتگرال معادله دقیق جواب



١٠٨١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

m̂ = [٢٨]١٢٨ m̂ = ١٢٨ m̂ = ۶۴[٢٨] m̂ = ۶۴ m̂ = [٢٨]٣٢ m̂ = ٣٢ t
٠٫٠٠١۴٢٩١۶ ٠٫٠٠١۶٩۶٨٩ ٠٫٠٠١٠۶٨٣١ ٠٫٠٠٠٩٨٧٩١ ٠٫٠٠١٠٢٩١۴ ٠٫٠٠۴۴۵٧٩٢ ٠٫١
٠٫٠٠۶٢۵١٨٨ ٠٫٠٠١١١۶٨٨ ٠٫٠٠٠٠٣٧٨٨ ٠٫٠٠٠٨٨۵۵٩ ٠٫٠٠٣۴۴٣۶٨ ٠٫٠٠۴٣٧۴٣۵ ٠٫٣
٠٫٣١٢۴٢٨۴١ ٠٫٠١۴٠٣١١۴ ٠٫٢٨١۴۵٨١۴ ٠٫٠٢۵۵۴۴٧١ ٠٫١١٣٨٩۵٣۴ ٠٫٠٠۵٢۶٨۵۵ ٠٫۵
٠٫٠٣۴٧٧١۶۶ ٠٫٠٠٢٨٢٩٩٠ ٠٫٠٣۵٨٩١۶۶ ٠٫٠٠۴۵٧٣٢۶ ٠٫٠٣٢٢۶۴۶۶ ٠٫٠٢٢۶٧۶۵٢ ٠٫٧
٠٫٠۵٨٩٠١٧٠ ٠٫٠٠٢٨٧٧٨٣ ٠٫٠۵۶٨٠١٧٠ ٠٫٠٠۶۵٠١٠۴ ٠٫٠۵۵١١١٧٠ ٠٫٠٠۵١۶٧٨٨ ٠٫٩
٠٫٠٨٢٧۵۶۵۶ ٠٫٠٠۴۵١٠۵٢ ٠٫٠٧۵٠۵١۵٣ ٠٫٠٠٧۶٩٨۵٠ ٠٫٠۴١١۴٨٩٠ ٠٫٠٠٨٣٨٩٠۴ mean

٣ . ۵ مثال برای [٢٨] تصادفی عملیاتی ماتریس روش و پیشنهادی روش خطا :٣ جدول

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

A
pp

ro
xi

m
at

e 
so

lu
tio

n 
an

d 
E

xa
ct

 s
ol

ut
io

n Exact solution
Approximate solution

m̂ = ٢۵ × ٢ = ۶۴ (ب)
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m̂ = ٢۴ × ٢ = ٣٢ (آ)
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m̂ = ٢۵ × ۴ = ١٢٨ (ج)

٣ . ۵ مثال تقریبی و دقیق جواب :٣ شکل

بگیرید: نظر در را زیر چهاربعدی بروانی حرکت با ایتو-ولترای انتگرال معادله ([٢٩]) .۴ . ۵ مثال

X(t) =
١

٢٠٠
+

١
٢٠

∫ t

٠
X(s)ds +

۴∑
i=١

∫ t

٠
αiX(s)dBi(s), s, t ∈ [٠, ١)



١٠٩١١۵ - ٨٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها عباسی/ افشاری ارجمند، احمدی نیا،

٢۵ × ٢ = ۶۴ ٢۴ × ٢ = ٣٢ ٢٣ × ٢ = ١۶ m̂
٠٫٠۴٣۶٢٧٨٢ ٠٫٠۴٨٠۵٣۵٢ ٠٫٠٨٠٩۵۵١۴ ١ . ۵ مثال
٠٫٠٠۵١١۵٢۴ ٠٫٠٠٩٠٩٢۶۵ ٠٫٠٠٧۶٩۶٢٠ ٢ . ۵ مثال
٠٫٠١٩۵۶١۴۵ ٠٫٠٣۴۴٣۴٢٢ ٠٫٠٣٧٧٩١٩٢ ٣ . ۵ مثال

مختلف زیربازه های تعداد با یک درجه چبیشف موجک برای L٢ نرم مقدار :۴ جدول

٢۵ × ۴ = ١٢٨ ٢۴ × ۴ = ۶۴ ٢٣ × ۴ = ٣٢ m̂
٠٫٠۴٧٣۵٨٣٢١ ٠٫٠۴٧١٩١۴۴ ٠٫٠۴۵٧٩۵١٢ ١ . ۵ مثال
٠٫٠٠۶۶٣٣۵۵ ٠٫٠٠٩۶٨۶٩۴ ٠٫٠١١٨٢۴٠۶ ٢ . ۵ مثال
٠٫٠٢٢١۶٢٢٣ ٠٫٠٣۴۶۶٠٠٨ ٠٫٠۴١٣۵۴۵۶ ٣ . ۵ مثال

مختلف زیربازه های تعداد با سه درجه چبیشف موجک برای L٢ نرم مقدار :۵ جدول

به فرم آن دقیق جواب همچنین و α۴ =
٩
۵٠ و α٣ =

۴
۵٠ ، α٢ =

٢
۵٠ ، α١ =

١
۵٠ که

X(t) =
١

٢٠٠
exp


 ١
٢٠
− ١

٢

۴∑
i=١
α٢

i

 t +
۴∑

i=١
αiBi(t)


تصادفی حرکت X(t) و چهاربعدی بروانی فرآیند B(t) = (B(t١), B(t٢), B(t٣), B(t۴)) که می باشد؛

می باشند. (Ω,F , P) احتمال برفضای شده تعریف چهاربعدی

m̂ = [٢٩]٢٧ m̂ = ٢٧ m̂ = ٢۶[٢٩] m̂ = ٢۶ m̂ = ٢۵[٢٩] m̂ = ٢۵ m̂ = ٢۴[٢٩] m̂ = ٢۴ t
٠٫٠٠٠٠١٠٧٣ ٠٫٠٠٠٠٠٨٨٢ ٠٫٠٠٠٠١٠۵٧ ٠٫٠٠٠٠١٣٣٩ ٠٫٠٠٠٠۵١۴۶ ٠٫٠٠٠٠٢۵٧۵ ٠٫٠٠٠١۶١۶٠ ٠٫٠٠٠٠٢۶٢۴ ٠٫١
٠٫٠٠٠٠٩٠٨٠ ٠٫٠٠٠٠٠۴١٣ ٠٫٠٠٠٠٩۴٢٣ ٠٫٠٠٠٠٠٩٢٨ ٠٫٠٠٠١٣٩٢ ٠٫٠٠٠٠٠۴۵۶ ٠٫٠٠٠١۴٩۶٣ ٠٫٠٠٠٠١٩٠۴ ٠٫٣
٠٫٠٠٠٠۶٠١٠ ٠٫٠٠٠٠٠٨۵۵ ٠٫٠٠٠٠٣۵٢۵ ٠٫٠٠٠٠٠۶٣١ ٠٫٠٠٠٠١۶٢۵ ٠٫٠٠٠٠١١٢١ ٠٫٠٠٠٠٣٧١٩ ٠٫٠٠٠٠٢٨٢٠ ٠٫۵
٠٫٠٠٠٣۵٣٢١ ٠٫٠٠٠٠٣٧١۶ ٠٫٠٠٠٣۶٧١٢ ٠٫٠٠٠٠٢۴۵٣ ٠٫٠٠٠٣۵۵۵۶ ٠٫٠٠٠٠٠۴٠١ ٠٫٠٠٠۴٩١٠٢ ٠٫٠٠٠٠٢٢١۵ ٠٫٧
٠٫٠٠٠٣۴٢٧۶ ٠٫٠٠٠٠۴٩٩٧ ٠٫٠٠٠٣۴۶٢٧ ٠٫٠٠٠٠٢٩۶٢ ٠٫٠٠٠٣۵٣٣٠ ٠٫٠٠٠٠٣٢۴۴ ٠٫٠٠٠٣۵۶١٢ ٠٫٠٠٠٠٠٣٣٩ ٠٫٩
٠٫٠٠٠١٧١۵٢ ٠٫٠٠٠٠٢٠٣٣ ٠٫٠٠٠١٧٠۶٩ ٠٫٠٠٠٠١۶۶٣ ٠٫٠٠٠١٨٣١۶ ٠٫٠٠٠٠١۵۶٠ ٠٫٠٠٠٢٣٩١١ ٠٫٠٠٠٠١٩٨١ mean

۴ . ۵ مثال برای [٢٩] تصادفی عملیاتی ماتریس روش و پیشنهادی روش خطای :۶ جدول

همین در شده گزارش خطای میزان با t = ٠٫١, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٩ نقاط در پیشنهادی روش خطای

با ۴ . ۵ مثال برای مقایسه این همچنین می شود. [٢٨]مقایسه مرجع با ٣ . ۵ - ١ . ۵ مثال های برای نقاط

است شده گزارش نقاط این در خطا میزان فقط مراجع این در که آنجا از . است شده انجام [٢٩] مرجع

می کنیم. گزارش نقاط این در فقط باشد، داشته وجود مقایسه قابلیت این که برای را خطا میزان نیز ما

۵ و ۴ جداول در چبیشف موجک های برای را [٠, ١] بازه کل روی L٢ نرم در خطا میزان وجود این با

است. شده گزارش
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Approximate solution
Exact solution

m̂ = ٢٨ برای ۴ . ۵ مثال تقریبی و دقیق جواب :۴ شکل

می کنیم: تعریف زیر صورت به را E خطای متوسط تابع بهتر، مقایسه برای

E(m̂) =

∑۵
t=١ e(٢t−١

١٠ )

۵

در است. x نقطه در تصادفی عملیاتی ماتریس روش یا و پیشنهادی روش خطای e(x) از منظور که

تصادفی عملیاتی ماتریس روش و مقاله این پیشنهادی روش برای E(m̂) میزان ۶ جدول و ٣ تا ١ جداول

پیشنهادی روش این برای را E(m̂) بهبود درصد میزان ۶ و ۵ شکل  در میله ای نمودار و است شده ارائه

بهبود درصد از منظور می دهد. نشان را چبیشف موجک با تصادفی عملیاتی ماتریس روش به نسبت

مقدار خطا،
E١(m̂) − E٢(m̂)

E١(m̂)
× ١٠٠

روش و تصادفی عملیاتی ماتریس روش دو برای خطا میانگین ترتیب به E٢(m̂) و E١(m̂) می باشد؛

می باشد. چبیشف موجک پایه در مربعات کمترین

روش در شده گرفته نظر در نقطه پنج در خطا میانگین می دهند، نشان نمودارها این که همان طور

یافته کاهش ( ٪٨٠ (حداقل چشم گیری طرز به تصادفی عملیاتی ماتریس روش به نسبت پیشنهادی

تقریب و دقیق طور به معلوم توابع تمام گرفتن نظر در از ناشی خطا بهبود این که است ذکر قابل است.

برای زیادی زمان روش این محاسباتی لحاظ به اما می باشد. چبیشف موجک کمک به مربعات حداقل
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تصادفی عملیاتی ماتریس روش به نسبت پیشنهادی روش خطای بهبود درصد :۵ شکل
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۴ . ۵ مثال برای تصادفی عملیاتی ماتریس روش به نسبت پیشنهادی روش خطای بهبود درصد :۶ شکل

دستور از گرفتن کمک با را مشکل این انتگرال ها، بودن مستقل به دلیل و دارد لازم انتگرال ها محاسبه

از مستقل (۶ . ٣) دستگاه سطر هر درایه های که آنجا از کرده ایم. رفع متلب نرم افزار در موازی پردازش

،(۶ . ٣) دستگاه ساخت برای است، شده تشکیل انتگرال زیادی تعداد از سطر هر و است دیگر سطرهای

درمورد قسمت دراین داده ایم. انجام هسته ای چهار کامپیوتر از استفاده با و موازی صورت به را محاسبات

کمک به که می نویسیم متلب از زیربرنامه یک ابتدا می کنیم. ارائه توضیحاتی موازی پردازش از استفاده
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صورت به زیربرنامه این کنیم. تولید متلب در مستقل طور به را (۶ . ٣) دستگاه سطرهای هستیم، قادر آن

است: زیر

[Ai, bi] = Parallel(i)

تولید را b بردار از -ام i درایه و A ماتریس از -ام i سطر ورودی، به عنوان -ام i سطر دریافت با که

هسته چهار هر ،Parpool(۴) دستور کمک به ،Corei٧ هسته ای چهار کامپیوتر یک روی سپس می کند.

متلب: نرم افزار در حلقه ها، موازی سازی دستور از استفاده با سپس کردیم؛ فعال را کامپیوتر

par f or i = ١ : m̂

[Ai, bi] = Parallel(i)

end

چهار از هم زمان استفاده و موازی صورت به بود، ما کد زمان بر قسمت که را b بردار و A ماتریس

به طور و سطر چهار سطر، چهار صورت به ماتریس سطرهای برنامه این در کردیم. تولید فعال، هسته

علت این به ندارند، تغییری غیرموازی و موازی پردازش حالت در عددی نتایج می شوند. تولید هم زمان

زمان توانستیم موازی پردازش کمک به اما نمی کند. ایجاد مساله حل روش در تغییری موازی پردازش که

از استفاده کل در دهیم. کاهش برابر چهار تا بود، (۶ . ٣) دستگاه همان که را روش زمان بر قسمت حل

یابد. کاهش ٪٧٠ حدود مثال ها از یک هر حل زمان شد باعث موازی پردازش

نتیجه گیری . ۶

مربعات کمترین روش پایه بر خطی ایتو-ولترای انتگرال معادله حل برای عددی روش یک مقاله این

تبدیل خطی معادلات دستگاه یک به خطی ایتو-ولترای انتگرال معادله و می کند ارائه چبیشف موجک و

دقت عددی مثال های با و گرفت قرار اثبات و بررسی مورد پیشنهادی روش همگرایی سرعت می شود.

در شد استفاده ،K j(s, t) ، f (t) توابع دقیق مقادیر از روش این در همچنین شد؛ مشخص آن کارآمدی و

است. شده استفاده آن ها تقریبی مقدار از چبیشف، موجک تصادفی عملیاتی ماتریس روش در که حالی

چبیشف موجک تصادفی عملیاتی ماتریس روش از دقیق تر شده پیشنهاد روش که است واضح بنابراین
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بیان تصادفی عملیاتی ماتریس روش با مقایسه در را پیشنهادی روش صحت عددی نتایج می باشد.

می کند.
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