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مقدمه . ١

کنید فرض

Q(λ) = Amλ
m + · · · + A١λ + A٠ (١ . ١)

متغیری λ و Am , ٠ ،(i = ٠, ١, . . . ,m) Ai ∈ Mn آن در که باشد، ماتریسی چندجمله ای یک

در Ai ضرایب تمام اگر می شوند. نامیده Q(λ) مرتبه ی و درجه ترتیب، به n و m اعداد است. مختلط

،Am = In اگر همچنین، می شود. نامیده خودالحاق Q(λ) باشند، هرمیتی Q(λ) ماتریسی چندجمله ای

می شود. نامیده یکین Q(λ) ماتریسی چند جمله ای آنگاه

رابطه در شده معرفی ،Q(λ) ماتریسی چندجمله ای برای ویژه مقدار  یک λ٠ ∈ C مختلط عدد

در .Q(λ٠)x = ٠ که طوری به باشد موجود x ∈ Cn مانند ناصفری بردار هرگاه می شود نامیده ،(١ . ١)

مقادیر تمام مجموعه و می شود نامیده λ٠ ویژه ی مقدار با متناظر Q(λ) ویژه ی بردار یک x صورت، این

می شود: داده نمایش زیر صورت به و می شود نامیده Q(λ) طیف ،Q(λ) ویژه ی

σ[Q(λ)] = {µ ∈ C : det(Q(µ)) = ٠}.

طیفی تحلیل مثال، عنوان به دارند؛ کاربرد علوم شاخه های از بسیاری در ماتریسی چندجمله ای های

ثابت ضرایب با خطی معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه های در مطالعه ی ماتریسی چندجمله ای یک

ببینید. را [۶] می توانید بیشتر اطلاعات برای می آید؛ کار به

کنید فرض بعلاوه باشد. (١ . ١) رابطه در شده معرفی ماتریسی چندجمله ای همان Q(λ) کنید فرض

داده نمایش و معرفی زیر صورت به Q(λ) برای k مرتبه ی  از وار چندجمله ای عددی غلاف .k ∈ N

می شود:

(غلامرضا aghamollaei@uk.ac.ir ،(اول عظیمی بور بور (زهرا zahraazimi1@gmail.com ایمیلها: آدرس
آقاملائی).

http://doi.org/10.22072/wala.2018.91660.1189 © (١٣٩٨) جبرخطی و موجک ها
١ polynomial numerical hulls
٢ singular
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Vk[Q(λ)] = {µ ∈ C : |p(٠)| ≤∥p(Q(µ))∥,∀p ∈ Pk},

می شود: داده نمایش و معرفی زیر صورت به Q(λ) وار چندجمله ای عددی غلاف همچنین،

V[Q(λ)] = {µ ∈ C : |p(٠)| ≤∥p(Q(µ))∥,∀p ∈ P},

چندجمله ای های Pمجموعه ی همه ی و k حداکثر درجه از اسکالر چندجمله ای های همه ی Pkمجموعه  ی آن در که

آن در که ،∥A∥ = max
x∈Cn,∥x∥=١

∥Ax∥ ،A ∈ Mn برای (یعنی طیفی ماتریسی نرم ∥.∥ و اسکالر

که ،Q(λ) = λI − A خطی ماتریسی چندجمله ای برای خاص، حالت در می باشند. ( ∥x∥ = (x∗x)
١
٢

یعنی: است؛ برابر k مرتبه ی از A ماتریس عددی   چند جمله ای وار غلاف با Vk[Q(λ)] ،A ∈Mn آن در

Vk[Q(λ)] = Vk(A) := {λ ∈ C : |p(λ)| ≤ ∥p(A)∥, ∀ p ∈ Pk},

اطلاعات برای می باشد؛ f توابع از مختلفی انواع برای ∥ f (A)∥ تخمین و بررسی برای ابزار یک خود این که

عددی غلاف های خصوص در بیشتر اطلاعات کسب جهت همچنین کنید. رجوع [٧] به می توانید بیشتر

کرد. مراجعه [١٣] و [١] به می توان ماتریسی چندجمله ای های وار چندجمله ای

،A ∈Mn هر برای که می شود دیده راحتی به

V١(A) = W(A) := {x∗Ax : x ∈ Cn, x∗x = ١}.

اطلاعات برای دارد؛ کوانتم در مهمی کاربردهای که است مشهور A ماتریس عددی برد به مجموعه این

Q(µ) ،µ ∈ C هر برای اینکه به توجه با و نظر نقطه این از کرد. مراجعه آن منابع و [٨] به می توان بیشتر

می کند: صدق زیر در Q(λ) برای k مرتبه ی از وار چندجمله ای عددی غلاف لذا است، Mn در ماتریسی

Vk[Q(λ)] = {µ ∈ C : ٠ ∈ Vk(Q(µ))}. (١ . ٢)

یعنی: ،Q(λ) عددی برد با V١[Q(λ)] همچنین،

W[Q(λ)] = {µ ∈ C : ∃٠ , x ∈ Cn s.t. x∗Q(µ)x = ٠},
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آزادی درجه متناهی تعداد با میرا فزون لرزه ای سیستم های در مهمی خیلی کاربردهای که می شود منطبق

کنید. رجوع [١٠] و [۶] به می توانید بیشتر اطلاعات برای دارد؛ پایداری نظریه ی در همچنین و

را ماتریسی چندجمله ای های و ماتریس ها وار چندجمله ای عددی غلاف های خواص برخی ادامه، در

بود. خواهند مفید ما بحث در که می کنیم بیان

می باشند: درست زیر احکام صورت، این در .A ∈Mn کنید فرض .[٧ ،۴] .١ . ١ گزاره

(الف)

Vk(A) = {λ ∈ C : (λ, λ٢, ..., λk) ∈ Conv(W(A, A٢, ..., Ak))},

و محدب غلاف بیانگر Conv(.) آن در که

W(A١, A٢, ..., Ak) = {(x∗A١x, x∗A٢x, ..., x∗Akx) : x ∈ Cn, x∗x = ١},

می باشند؛ (A١, A٢, ..., Ak) ∈Mk
n ماتریس های توأم عددی برد معرف

Vk(U∗AU)؛ = Vk(A) ،U ∈Mn یکانی ماتریس هر برای (ب)

,α؛ β ∈ C آن در که ،Vk(αA + βI) = αVk(A) + β (ج)

درجه m آن در که ،σ(A) = Vm(A) ⊆ · · · ⊆ Vk+١(A) ⊆ Vk(A) ⊆ · · · ⊆ V١(A) = W(A) (د)

است؛ A ماتریس (مینیمال) کمین چندجمله ای

.Vk(A) = σ(A) ،k ≥ ٢ هر برای آنگاه باشد، هرمیتی ماتریس یک A اگر (ه)

در باشد. (١ . ١) رابطه در شده معرفی ماتریسی چندجمله ای همان Q(λ) کنید فرض .[١٣] .١ . ٢ گزاره
می باشند: درست زیر احکام صورت، این

است؛ C از بسته مجموعه ای زیر Vk[Q(λ)] (الف)

σ[Q(λ)]؛ = V[Q(λ)] ⊆ Vk+١[Q(λ)] ⊆ Vk[Q(λ)] ⊆ V١[Q(λ)] = W[Q(λ)] (ب)

Vk[Q(λ؛ + α)] = Vk[Q(λ)] − α ،α ∈ C هر برای (ج)

Vk[Q(αλ)]؛ = Vk[Q(λ)] ،٠ , α ∈ C هر برای (د)
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Vk[U∗Q(λ)U]؛ = Vk[Q(λ)] آنگاه باشد، یکانی ماتریس یک U ∈Mn اگر (ه)

آنگاه ،R(λ) = λmQ(λ−١) := A٠λ
m + A١λ

m−١ + · · · + Am−١λ + Am اگر (و)

Vk[R(λ)] \ {٠} = {µ−١ : µ ∈ Vk[Q(λ)], µ , ٠}.

مقاله، این دوم بخش در کرده ایم. تنظیم زیر) ٣ و ٢ (بخشهای بخش دو در را مقاله این نتایج

عددی غلاف های و ماتریسی چندجمله ای های وار چندجمله ای عددی غلاف های بین ارتباط بررسی به

عددی غلاف های آن در که را شرایطی سوم، بخش در می پردازیم. آن ها همراه سازی خطی وار چندجمله ای

چندجمله ای عددی غلاف های یعنی یکین، ماتریسی چندجمله ای یک همراه سازی خطی وار چندجمله ای

همگرایی تحلیل در موضوع این می کنیم. بررسی را می باشد، صفر شامل بلوکی همراه ماتریس یک وار

دارد. اساسی نقش GMRES مجدد شروع روش

همراه سازی خطی و ماتریسی چندجمله ای یک وار چندجمله ای عددی غلاف های بین رابطه . ٢
آن

در را ،m ≥ ٢ آن در که ،Q(λ) = Amλ
m + Am−١λ

m−١ + · · ·+ A١λ+ A٠ ماتریسی چندجمله ای

بوده mn مرتبه ی از خطی یک دسته ی و شده داده نمایش L(λ) با Q(λ) همراه سازی خطی بگیرید. نظر

:[۶] تعریف   می شود زیر صورت به که

L(λ) =



In ٠ ٠ · · · ٠

٠ In ٠ · · · ٠
... · · · . . . · · · ...

٠ · · · ٠ In ٠

٠ ٠ · · · ٠ Am


λ −



٠ In ٠ ٠ · · · ٠

٠ ٠ In ٠ · · · ٠
...

...
. . . . . . . . .

...

٠ ٠ · · · ٠ In ٠

٠ ٠ ٠ · · · ٠ In

−A٠ −A١ · · · · · · · · · −Am−١


. (٢ . ١)

که است واضح

σ[Q(λ)] = σ[L(λ)].
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معادلات در فراوانی کاربردهای همراه، سازی خطی ویژه به ماتریسی، چندجمله ای های سازی های خطی

که است شده ثابت [٢ . ۴ قضیه ی ،١١] در ببینید. را [۶] می توانید مثال برای دارند؛ دیفرانسیل

V١[Q(λ)] ∪ {٠} ⊆ V١[L(λ)].

می پردازیم. Vk[Q(λ)] ⊆ Vk[L(λ)] رابطه ی بررسی و به مطالعه بخش این در ایده، این به توجه با

،Q(λ) همراه سازی خطی L(λ) و (١ . ١) همانند ماتریسی چندجمله ای یک Q(λ) کنید فرض .٢ . ١ قضیه
زیر شرایط از یکی هرگاه Vk[Q(λ)] ⊆ Vk[L(λ)] صورت، این در باشد. ،(٢ . ١) رابطه در شده معرفی

باشد: برقرار

A٠؛ = A١ = · · · = Am−٢ = ٠ و ١ ≤ k < n (الف)

.k ≥ n (ب)

٠ ∈ حالتی، چنین در که آنجا از .µ ∈ Vk[Q(λ)] و باشد درست (الف) شرط کنید فرض اثبات.

بدون بنابراین .٠ ∈ Vk[L(λ)] نتیجه در ٠؛ ∈ Vk(L(٠)) ١ . ١(د)، گزاره به توجه با لذا ،σ(L(٠))

٠ ∈ داریم ،(١ . ٢) رابطه ی از استفاده با .µ , ٠ که می کنیم فرض شود، وارد خللی کلیت به اینکه

بردارهای و ١ مجموع با t١, t٢, ..., tl نامنفی حقیقی اعداد ١ . ١(الف)، گزاره ی بنابر اکنون .Vk(Q(µ))

،i = ١, ٢, ..., k هر برای که طوری به موجودند x١, x٢, ..., xl ∈ Cn یکه

l∑
j=١

t jx∗jQ(µ)ix j = ٠ (٢ . ٢)

دهیم قرار اگر

y j =
١√

١ + |µ|٢ + |µ|۴ + · · · + |µ|٢(m−١)



x j

µx j
...

µm−١x j


∈ Cmn,
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داریم: ساده محاسبات سری یک با .y∗jy j = ١ ، j = ١, ..., l برای آنگاه

L(µ) =



µI −I · · · ٠ ٠

٠ µI · · · ٠ ٠
...

...
. . .

...
...

٠ ٠ · · · µI −I

٠ ٠ · · · ٠
Q(µ)
µm−١


,

،i ≥ ٢ برای و

L(µ)i =



µiI −iµi−١I iµi−٢I · · · µbl١m(Li−١(µ)) − bl٢m(Li−١(µ))

٠ µiI −iµi−١I · · · µbl٢m(Li−١(µ)) − bl٣m(Li−١(µ))

...
...

. . . . . .
...

٠ ٠ ٠ . . . µbl(m−١)m(Li−١(µ)) − blmm(Li−١(µ))

٠ ٠ ٠ · · · Q(µ)i

µi(m−١)



,

می باشد. nm×nm مرتبه ی با X ماتریس از n×n مرتبه ی با بلوک -امین (i, j) معرف bli j(X) آن در که

تابع یک αs(µ) و i ∈ {١, ٢, ..., k} آن در که ،y∗jL(µ)iy j =
∑i

s=١ αs(µ)x∗jQ(µ)sx j صورت، این l∑در
j=١ t jy∗jL(µ)iy j = ٠ ،i = ١, ٢, ..., k برای ،(٢ . ٢) رابطه ی از استفاده با حال می باشد. µ حسب بر

در .µ ∈ Vk[L(λ)] که می دهد نشان این و ٠ ∈ Vk(L(µ)) ١ . ١(الف)، گزاره ی از استفاده با بنابراین و

.Vk[Q(λ)] ⊆ Vk[L(λ)] آنگاه باشد، برقرار (الف) حالت اگر نتیجه



٩ - ١٠٢١١١۵ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها آقاملائی/ عظیمی،

داریم ،k ≥ n هر برای ١ . ٢(ب)، گزاره ی از استفاده با آنگاه باشد، درست (ب) شرط اگر حال

Vk[Q(λ)] = σ[Q(λ)] = σ[L(λ)] ⊆ Vk[L(λ)].

می شود. کامل اثبات ترتیب این به

یعنی: باشد، (١ . ١) مانند یکین ماتریسی چندجمله ای یک Q(λ) کنید فرض ادامه، در

Q(λ) = Inλ
m + Am−١λ

m−١ + · · · + A١λ + A٠ (٢ . ٣)

می شود: معرفی زیر صورت به Q(λ) بلوکی همراه ماتریس حالت، این در

C ≡ CQ =



٠ In · · · ٠ ٠

٠ ٠ · · · ٠ ٠
...

...
. . .

...
...

٠ ٠ · · · ٠ In

−A٠ −A١ · · · −Am−٢ −Am−١


∈ Mnm. (۴ . ٢)

صورت به آن همراه سازی خطی ،Q(λ) یکین ماتریسی چندجمله ای برای حالت، این در که کنید توجه

می باشد: زیر

L(λ) = Imnλ −C,

اگر خاص، حالت در می باشد. (۴ . ٢) رابطه در شده معرفی بلوکی همراه ماتریس همان C آن در که

A بلوکی دوری ماتریس با Q(λ) بلوکی همراه ماتریس آنگاه ،A ∈ Mn آن در که ،Q(λ) = Inλ
m − A



٩ - ١٠٣١١١۵ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها آقاملائی/ عظیمی،

یعنی: می شود؛ منطبق مقدماتی -عاملی

CQ = ΠA :=



٠ In ٠ · · · ٠

٠ ٠ In · · · ٠
...

...
. . . . . .

...

٠ ٠ · · · ٠ In

A ٠ · · · ٠ ٠


∈Mmn, (۵ . ٢)

مقدماتی -عاملی A بلوکی دوری ماتریس های است. آن همراه سازی خطی L(λ) = Imnλ − ΠA و

در که مراجعی و [٣] می توانید مثال برای دارند؛ دیفرانسیل معادلات و لرزه ای آنالیز در فراوانی کاربرد

داریم: را زیر گزاره ی ماتریسی، چندجمله ای های چنین برای ببینید. را شده ذکر آن

صورت، این در .A ∈Mn آن در که ،Q(λ) = Inλ
m − A کنید فرض .٢ . ٢ گزاره

Vk[Q(λ)] ⊆ Vk[L(λ)],

می باشد. Q(λ) همراه سازی خطی L(λ) = Imnλ − ΠA آن در که

داریم ١ . ١(د)، گزاره ی و [٩ . ٣ قضیه ی ،١] از استفاده با اثبات.

Vk[Q(λ)] = {µ ∈ C : µm ∈ Vk(A)} = Vkm(ΠA) ⊆ Vk(ΠA) = Vk[L(λ)].

می آید. دست به نتیجه ترتیب این به

بلوکی همراه ماتریس های برای GMRES مجدد شروع روش همگرایی بررسی . ٣

سال در که می باشد GMRES روش خطی، معادلات حل دستگاه های برای مشهور روش های از یکی

مرحله، هر در که دارد را خاصیت این مذکور روش شد. معرفی [١٢] ۴ شوالتز و ٣ سد توسط ١٩٨۶

3 Saad
4 Schultz



١٠۴٩ - ١١١۵ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها آقاملائی/ عظیمی،

A ∈Mn کنید فرض می دهد. انجام جدید کرایلف فضای زیر یک روی را مانده بردار نرم از سازی مینیمم

مانده بردار و جواب برای x٠ اولیه حدس با Ax = b دستگاه حل برای GMRES روش .b ∈ Cn و

آن در که ،xt ∈ x٠ + Kt(A, r٠) بردارهای از {xt}∞t=١ دنباله ،r٠ = b − Ax٠ آن با متناظر

Kt(A, r٠) := span{r٠, Ar٠, . . . , At−١r٠},

که گونه ای به می کند تولید را می باشد، r٠ و A توسط شده تولید ام t کرایلف فضای زیر

∥rt∥ = min
x∈x٠+Kt(A,r٠)

∥b − Ax∥ = min
p∈Pt(٠)

∥p(A)r٠∥,

و ام t مانده بردار rt = b − Axt آن در که

Pt(٠) = {p ∈ Pt : p(٠) = ١}.

واقعی جواب فضای به می گردد، جستجو آن در جواب که کرایلفی فضای کند، پیدا افزایش t مقدار چه هر

افزایش به منجر این و شده زیاد نیز Kt(A, r٠) کرایلف زیرفضای بعد راستا این در اما می شود؛ نزدیکتر

این در می کنند. استفاده GMRES مجدد شروع روش از حالتی، چنین در می شود. محاسبات هزینه

این می کنند. تکرار را GMRES روش مجدداً و داده قرار x٠ جای به را xk تکرار، k از بعد مثلا روش،

کنید فرض ،A ∈Mn برای حال می دهند. نمایش GMRES(k) با را GMRES از روش

ψk(A) = max
∥v∥=١

min
p∈Pk(٠)

∥p(A)v∥,

φk(A) = min
p∈Pk(٠)

max
∥v∥=١
∥p(A)v∥.

(٣ . ١)

داریم: را زیر قضیه  ،[١ . ٣ قضیه ،٩] و [٧ . ٢ قضیه ،۵] ،[١ . ٣ قضیه ،٢] به توجه با صورت، این در

در باشند. (٣ . ١) رابطه در شده معرفی مقادیر همان φk(A) و ψk(A) ،A ∈ Mn کنید فرض .٣ . ١ قضیه
صورت، این

٠؛ ≤ ψk(A) ≤ φk(A) ≤ ١ (الف)



١٠۵٩ - ١١١۵ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها آقاملائی/ عظیمی،

می باشد؛ GMRES(k) مانده بردار معرف rmk آن در که ،∥rmk∥ ≤ [ψk(A)]m (ب)

آن در که ،٠ < Fk(A) اگر تنها و اگر ψk(A) < ١ (ج)

Fk(A) = {z ∈ C : (٠, . . . , ٠) ∈ W((A − zIn), (A − zIn)٢, . . . , (A − zIn)k)};

.٠ < Vk(A) اگر تنها و اگر φk(A) < ١ (د)

همان که GMRES مجدد شروع روش همگرایی در کننده ای تعیین نقش صفر ،٣ . ١ قضیه به توجه با

که ،Cx = b دستگاه برای را همگرایی این داریم قصد بخش این در لذا دارد. می باشد، GMRES (k)

می باشد، Q(λ) = Inλ
m + · · ·+ A١λ+ A٠ یکین ماتریسی چندجمله ای بلوکی همراه ماتریس C آن در

ی گزاره ،١] در که زیر قضیه ی ابتدا در .٠ ∈ Vk(C) وقت چه که بدانیم داریم قصد یعنی کنیم. بررسی

می کنیم. اثبات دیگری شیوه به را می باشد، نیز ما بحث با مرتبط و است آمده نیز [١ . ٣

Q(λ) یکین ماتریسی چندجمله ای بلوکی همراه ماتریس ،(۴ . ٢) همانند ،C کنید فرض .٣ . ٢ قضیه
،k = ١, ٢, . . . ,m − ١ هر برای صورت، این در باشد. (٢ . ٣) رابطه ی در شده معرفی

٠ ∈ Vk(C).

محاسبات انجام با ،١ ≤ k ≤ m − ١ چون می باشد. ١ . ١(الف) گزاره از استفاده اثبات ایده اثبات.

صفر ماتریس همگی Ck ،. . . ،C٢ ،C ماتریس های بالای و چپ سمت بلوک اولین که می یابیم در ساده

صورت، این در می باشد.

e∗١Ce١ = e∗١C٢e١ = · · · = e∗١Cke١ = ٠.

می شود. کامل اثبات ١ . ١(الف)، گزاره به بنا نتیجه، در .(٠, ٠, . . . , ٠) ∈ W(C,C٢, . . . ,Ck) لذا

نیست. Vk(C) از عضوی صفر لزوماً ،k ≥ m برای کلی حالت در که داد خواهیم نشان زیر مثال در

همراه سازی خطی L(λ) آن در که ،Vk[L(λ)] از عضوی لزوماً صفر که می دهد نشان همچنین مثال این

نمی باشد. است، Q(λ) مانند ماتریسی چندجمله ای یک



١٠۶٩ - ١١١۵ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها آقاملائی/ عظیمی،

از است عبارت Q(λ) همراه سازی خطی صورت، این در .Q(λ) = I٢λ
٢ − I٢ کنید فرض .٣ . ٣ مثال

L(λ) = I۴λ − ΠI٢,

صورت، این در می باشد. A = I٢ فرض با (۵ . ٢) رابطه ی در شده معرفی ماتریس همان ΠI٢ آن در که

داریم [٧ . ٣ گزاره ی ،١] از استفاده با

V٢[L(λ)] = V٢(ΠI٢) =
√
σ(I٢) = {١−,١}.

.٠ < V٢(πI٢) = V٢[L(λ)] بنابراین

بلوکی همراه ماتریس با یکین ماتریسی چندجمله ای یک ،(٢ . ٣) همانند ،Q(λ) کنید فرض .۴ . ٣ قضیه
هستند: درست زیر گزاره های صورت، این در باشند. ،(۴ . ٢) همانند ،C

٠؛ ∈ Vm(C) آنگاه ،٠ ∈ W(A٠) اگر (الف)

٠؛ ∈ Vk(C) ،k هر برای آنگاه ،٠ ∈ σ(A٠) اگر (ب)

.٠ ∈ Vkm(C) آنگاه ،αi ∈ C آن در که ،Ai = αiIn ،i = ١, ...,m−١ هر برای و ٠ ∈ Vk(A٠) اگر (ج)

طوری به دارد وجود x ∈ Cn یکه ی بردار لذا ،٠ ∈ W(A٠) که آنجا از (الف)، قسمت اثبات برای اثبات.

می باشند: زیر صورت به Ck = (Ci j) ماتریس بلوکهای ساده، محاسبات سری یک با .x∗A٠x = ٠ که

Ci؛ j = bl(i+١) j(Ck−١) آنگاه ،١ ≤ i ≤ m − ١, ١ ≤ j ≤ m اگر

.Ci j = −A٠bl١ j(Ck−١) − · · · − Am−١blm j(Ck−١) آنگاه ،i = m, ١ ≤ j ≤ m اگر

داریم: دیگر، بیان به

Ck =



R٢(Ck−١)

R٣(Ck−١)
...

Rm(Ck−١)

−A٠R١(Ck−١) − A١R٢(Ck−١) − · · · − Am−١Rm(Ck−١)


,



٩ - ١٠٧١١١۵ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها آقاملائی/ عظیمی،

،bl١١(Cm) = −A٠ اینکه به توجه با حال می باشد. X بلوکی ماتریس سطر -امین i ،Ri(X) آن در که

و y∗y = ١ آنگاه ،y =



x

٠
...

٠


∈ Cmn دهیم قرار اگر

y∗C jy =


٠ i f j = ١, ...,m − ١,

−x∗A٠x i f j = m
= ٠.

.٠ ∈ Vm(C) ١ . ١(الف)، گزاره ی از استفاده با بنابراین،

که طوری به است موجود x ∈ Cn ناصفر بردار ،٠ ∈ σ(A٠) که آنجا از (ب)، حکم اثبات برای

٠ ∈ σ(C) بنابراین .Cy =



٠
...

٠

−A٠x


= ٠ و y , ٠ آنگاه ،y =



x

٠
...

٠


∈ Cmn دهیم قرار اگر .A٠x = ٠

.٠ ∈ Vk(C) ،k هر برای ١ . ١(د)، گزاره ی از استفاده با لذا، و

x١, ..., xl یکه بردارهای ١ . ١(الف)، گزاره ی از استفاده با ،٠ ∈ Vk(A٠) که آنجا از (ج)، اثبات برای

،i = ١, ..., k برای که طوری به موجودند ١ مجموع با t١, ..., tl نامنفی اعداد و Cn در

l∑
j=١

t jx∗jA
i
٠x j = ٠.

داریم (الف)، قسمت اثبات از استفاده با ،A١ = · · · = Am−١ = αiIn چون

bl١١(Ckm) = βkAk
٠ + βk−١Ak−١

٠ + · · · + β٠A٠,



٩ - ١٠٨١١١۵ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها آقاملائی/ عظیمی،

برای و y∗i yi = ١ آنگاه ،yi =



xi

٠
...

٠


∈ Cmn دهیم قرار ،i = ١, ..., l برای اگر .β j ∈ C آن در که

داریم ١ . ١(الف)، گزاره ی از استفاده با نتیجه، در .
∑l

i=١ tiy∗i C
jyi = ٠ داریم ، j = ١, ..., km هر

می شود. کامل اثبات ترتیب این به .٠ ∈ Vkm(C)

نیست. درست کلی حالت در (ب) و (الف) ۴ . ٣ قضیه ی عکس که می دهیم نشان زیر مثال در

همراه ماتریس .A٠ = I٢ و A١ =

١ ٠

٠ −١

 آن در که ،Q(λ) = I٢λ
٢+A١λ+A٠ کنید فرض .۵ . ٣ مثال

و y∗A١y = ٠ آنگاه ،y =

 ١√
٢

١√
٢

 دهیم قرار اگر می باشد. C =

 ٠ I

−A٠ −A١

 صورت به Q(λ) بلوکی

.(٠, y∗)C٢

٠y
 = −y∗A٠y + y∗A٢

١y = ٠ و (٠, y∗)C

٠y
 = −y∗A١y = ٠ بنابراین .y∗A٢

١y = ١

.٠ < {١} = W(A٠) = σ(A٠) که صورتی در ٠؛ ∈ V٢(C) داریم ١ . ١(الف)، گزاره  ی بنابر لذا،

از عضوی صفر که می کنیم بررسی را شرایطی بلوکی، دوری ماتریس های برای بخش، این پایان در

باشد. آن ها وار چندجمله ای عددی غلاف

صورت، این در .k,m ∈ N و A ∈Mn کنید فرض .۶ . ٣ قضیه

Vkm(A) ⊆ m√Vk(Am) = Vkm(ΠAm),

آنگاه ،٠ ∈ Vkm(A) اگر نتیجه در . m√S = {µ ∈ C : µm ∈ S } ،S ⊆ C برای آن در که

.٠ ∈ Vkm(ΠAm)

داریم: ١ . ١(الف)، گزاره ی به توجه با .µ ∈ Vkm(A) کنید فرض اثبات.

(µ, µ٢, ..., µm, ..., µ٢m, ..., νkm) ∈ Conv(W(A, A٢, ..., Am, ..., A٢m, ..., Akm)).



٩ - ١٠٩١١١۵ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها آقاملائی/ عظیمی،

طوری به موجودند ١ مجموع با t١, ..., tl نامنفی حقیقی اعداد و Cn در x١, ..., xl یکه بردارهای بنابراین

لذا، .µr =
∑l

j=١ t jx∗jA
rx j ،r = ١, ٢, ..., km برای که

(µm, µ٢m, ..., µkm) ∈ Conv(W(Am, ..., A٢m, ..., Akm)).

حکم دوم قسمت ،[٩ . ٣ قضیه ی ،١] به توجه با و µ ∈ m√Vk(Am) نتیجه در .µm ∈ Vk(Am) بنابراین

می شود. کامل اثبات ترتیب، این به است. واضح نیز

مقدماتی -عاملی A بلوکی دوری ماتریس یک ،(۵ . ٢) همانند ،ΠA و A ∈Mn کنید فرض .٣ . ٧ گزاره
هستند: درست زیر گزاره های صورت، این در باشد.

Πmk)V٢؛
A ) = (σ(A))k آنگاه باشد، هرمیتی ماتریس یک A اگر (الف)

.V٢(ΠAΠ
∗
A) = {١} ∪ σ(AA∗) (ب)

نیز Πmk
A بنابراین است، هرمیتی ماتریس یک A اینکه به توجه با (الف)، قسمت اثبات برای اثبات.

داریم ١ . ١(ه)، گزاره ی از استفاده با نتیجه، در و بوده هرمیتی ماتریس یک

V٢(Πmk
A ) = σ(Πmk

A ) = σ(Ak ⊕ · · · ⊕ Ak) = (σ(A))k.

گزاره ی بنابر است، مثبت معین نیمه ماتریس یک ΠAΠ
∗
A که آنجا از (ب)، قسمت اثبات برای

داریم: ١ . ١(ه)،

V٢(ΠAΠ
∗
A) = σ(ΠAΠ

∗
A) = {١} ∪ σ(AA∗).

می شود. کامل اثبات ترتیب این به

حاصل زیر نتیجه ی (ب) و (الف) قسمت های ترتیب، به ،٣ . ٧ گزاره ی (ب) و (الف) قسمت های از

می شوند:

مقدماتی -عاملی A بلوکی دوری ماتریس یک ،(۵ . ٢) همانند ،ΠA و A ∈Mn کنید فرض .٣ . ٨ نتیجه
صورت، این در باشد.



٩ - ١١٠١١١۵ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها آقاملائی/ عظیمی،

٠؛ < V s(Πmk
A ) ،s ∈ N هر برای آنگاه باشد، معین ماتریس یک A اگر (الف)

.٠ < Vk(ΠAΠ
∗
A) ،k ∈ N هر برای آنگاه باشد، معکوس پذیر ماتریس یک A اگر (ب)

قدردانی و تشکر

دانشگاه مالی حمایتهای با دوم ی نویسنده که است شده انجام زمانی تحقیق این از مهمی بخش

در (٩٨ مردادماه لغایت ٩٧ مردادماه (از مطالعاتی فرصت دوره گذراندن حال در کرمان باهنر شهید

دانشگاه ذیربط مسئولین از ایشان وسیله بدین که است بوده واترلو-کانادا دانشگاه محض ریاضی بخش

تشکر و تقدیر واترلو دانشگاه محض ریاضی بخش اساتید و اداری کادر از همچنین و کرمان باهنر شهید

بهبود به منجر که آنان سازنده پیشنهادات ارائه واسطه به محترم داوران از نویسندگان همچنین می نماید.

می نمایند. قدردانی و تشکر است، شده مقاله این علمی کیفیت
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