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مقدمه . ١

بودن کاربردی دلیل به شدند معرفی [١٠] ١٩۵٢ سال در ابتدا که هیلبرت فضاهای در قاب ها نظریه

قاب ها از زیادی تعمیم های نیز و قاب ها مختلف انواع و یافته اند توسعه سرعت به اخیر دهه دو در

مهم تعمیم های از یکی ترکیب قاب های نظریه .[١٢ ،١١ ،٨ ،٧ ،۶ ،۴] است شده بیان محققین توسط

بسیاری و بانک ها فیلتر تصویر، پردازش بی سیم، شبکه های پردازش در جالبی کاربردهای که است قاب ها

سال در .[١٧ ،٩] شوند مدلسازی گسسته قاب های کمک به نمی توانند که دارد دیگر کاربردهای از

نامساوی ها و تساوی ها برخی سیگنالها، بازسازی محاسبه برای الگوریتمهایی روی کار هنگام ٢٠٠٧

شد داده تعمیم قاب ها از برخی روی نامساوی ها این سپس شد. اثبات [۵] پارسوال قاب های روی

می کنیم بررسی [١] ترکیب ی K-قاب ها روی را نامساوی ها این مقاله این در .[٢٠ ،١٨ ،١۶ ،١۵ ،٣]

هستند. [٢] گسسته ی K-قاب ها نیز و [٨] ترکیب قاب های از تعمیمی که

از خانواده ای {ωi}i∈I و H هیلبرت فضای در بسته زیرفضاهای از خانواده یک {Wi}i∈I کنید فرض

نامیده H برای ترکیب K-قاب  یک W = {(Wi, ωi)}i∈I آنگاه باشد. ωi > ٠, i ∈ I یعنی وزن ها،

که طوری به باشند موجود B و A مثبت ثابتهای گاه هر می شود

A∥K∗ f ∥٢ ≤
∑
i∈I
ω٢

i ∥πWi f ∥٢ ≤ B∥ f ∥٢, ( f ∈ H). (١ . ١)

K-قاب  نیستند. یکتا و می شوند نامیده ترکیب K-قاب  بالای و پایین کرانهای ترتیب به B و A ثابتهای

گاه هر می شود نامیده پارسوال و A∥K∗ f ∥٢ = ∑i∈I ω
٢
i ∥πWi f ∥٢ اگر می شود نامیده چسبان W ترکیب

∥K∗ f ∥٢ =
∑
i∈I
ω٢

i ∥πWi f ∥٢.

اگر وضوح به است. بسل دنباله یک W گوییم باشد، برقرار بالا کران فقط (١ . ١) در اگر همچنین

نیز W ترکیب K-قاب  برای [٨] ترکیب قاب های مشابه است. ترکیب قاب یک W آنگاه K = IH



٢٧ - ٢٩٣٨ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها عارفی جمال/ نیشابوری، عربیانی

گرفت نظر در را زیر فضای می توان

∑
i∈I
⊕Wi =

{ fi}i∈I : fi ∈ Wi,
∑
i∈I
∥ fi∥٢ < ∞

 ,
عملگر تعریف این با است. هیلبرت فضای یک ⟨{ fi}i∈I, {gi}i∈I⟩ =

∑
i∈I⟨ fi, gi⟩ داخلی ضرب با که

می شود، تعریف زیر صورت به TW :
∑

i∈I ⊕Wi → H تجزیه

TW ({ fi}i∈I) =
∑
i∈I
ωi fi,

{ fi}i∈I ∈∑
i∈I
⊕Wi

 .
می آید، بدست زیر صورت به دارد نام آنالیز عملگر که ،T ∗W : H → ∑i∈I ⊕Wi یعنی عملگر این الحاقی

T ∗W( f ) =
{
ωiπWi( f )

}
i∈I
, ( f ∈ H).

عملگری که می شود تعریف ،S W f =
∑

i∈I ω
٢
i πWi f صورت به S W : H → H قاب عملگر سرانجام

بسته K عملگر برد اگر نیست. پذیر وارون لزوما ترکیب قاب های عملگر برخلاف چه اگر است مثبت

گسسته قاب های K برای مطلب این است، پذیر وارون عملگری S W(R(K)) به R(K) از S W آنگاه باشد

بسته برد با عملگری K مقاله این سراسر در است. شده بیان [١] در ترکیب قاب های K برای و [١٩] در

R(K) به قاب عملگر شده تحدید منظور میکنیم صحبت قاب عملگر وارون از هرگاه و می شود فرض

می باشد.

هرگاه می شود نامیده W از K-دوگان یک V = {(Vi, νi)}i∈I بسل خانواده

K f =
∑
i∈I
ωiνiπR(K)πWi(S

−١
W )∗KπVi f , ( f ∈ H).

ببینید. را [٨ ،١] آنها دوگان نیز و ترکیب K-قاب های ترکیب، قاب های زمینه در بیشتر اطلاعات برای

شمارا گذار اندیس مجموعه I پذیر، جدایی هیلبرت فضای Hیک می کنیم فرض مقاله، این سراسر در

نشان را H روی همانی عملگر IH علاوه به می دهیم. نشان Jc وسیله به را J متمم J ⊂ I هر برای و
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با را فضا دو این بین کراندار خطی عملگرهای مجموعه H٢ و H١ هیلبرت فضای دو برای می دهد.

برای می دهیم. نشان B(H) صورت به خلاصه طور به را B(H ,H) مجموعه و داده نشان B(H١,H٢)

πV همچنین می شود. داده نشان K† معکوس١با شبه عملگر و R(K) با برد K ∈ B(H) عملگر یک

برای S J و TJ علامتهای از ما نهایت در و است V ⊂ H بسته فضای زیر یک به H از متعامد تصویر

محدود J ⊂ I به آنها اندیس مجموعه که می کنیم استفاده قابی عملگر و تجزیه عملگرهای کردن مشخص

است. شده

اصلی نتایج . ٢

پارسوال ترکیب K-قاب های نیز و ترکیب K-قاب های برای نامساوی و تساوی چندین بخش، این در

می دهند. تعمیم را [١۶ ،١۵ ،٣] در آمده بدست مهم نتایج از بسیاری نتایج این می آوریم. دست به

V = {(Vi, νi)}i∈I و باشد H برای ترکیب K-قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I کنید فرض .٢ . ١ قضیه
داریم: f ∈ H و J ⊆ I هر برای آنگاه باشد، W از K-دوگان یک

∑
i∈J

ωiνi⟨πWi(S −١
W )∗KπVi f ,K f ⟩ −

∥∥∥∥∥∥∥∑i∈J

ωiνiπR(K)πWi(S
−١
W )∗KπVi f

∥∥∥∥∥∥∥
٢

=

∑
i∈Jc
ωiνi⟨πWi(S

−١
W )∗KπVi f ,K f ⟩ −

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Jc
ωiνiπR(K)πWi(S

−١
W )∗KπVi f

∥∥∥∥∥∥∥∥
٢

بگیرید نظر در را زیر خطی عملگر .J ⊆ I کنید فرض اثبات.

MJ f =
∑
i∈J

ωiνiπR(K)πWi(S
−١
W )∗KπVi f , ( f ∈ H).

نتیجه در .MJ +MJc = K علاوه به Hاست روی خوشتعریف و کراندار خطی عملگر یک MJ عملگر

نوشت می توان

1inverse pseudo
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∑
i∈J ωiνi⟨πWi(S

−١
W )∗KπVi f ,K f ⟩ −

∥∥∥∥∑i∈J ωiνiπR(K)πWi(S
−١
W )∗KπVi f

∥∥∥∥٢
=
⟨∑

i∈J ωiνiπR(K)πWi(S
−١
W )∗KπVi f ,K f

⟩
− ∥MJ f ∥٢

= ⟨K∗MJ f , f ⟩ − ⟨M∗J MJ f , f ⟩

= ⟨(K∗ − M∗J)MJ f , f ⟩

= ⟨M∗
Jc(K − MJc) f , f ⟩

= ⟨M∗
JcK f , f ⟩ − ⟨M∗

Jc MJc f , f ⟩

= ⟨ f ,K∗MJc f ⟩ − ∥MJc f ∥٢

= ⟨K f ,
∑

i∈Jc ωiνiπR(K)πWi(S
−١
W )∗KπVi f ⟩ − ∥MJc f ∥٢

=
∑

i∈Jc ωiνi⟨K f , πWi(S
−١
W )∗KπVi f ⟩

−∥∑i∈Jc ωiνiπR(K)πWi(S
−١
w )∗KπVi f ∥٢.

می آوریم. بدست را زیر نتیجه ٢ . ١ قضیه از استفاده با

V = {Vi, νi)}i∈I و باشد H برای ترکیب K-قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I کنید فرض .٢ . ٢ قضیه
داریم f ∈ H و {αi}i∈I کراندار دنباله هر برای آنگاه باشد. W از K-دوگان یک

∑
i∈I
αiωiνi⟨πWi(S

−١
W )∗KπVi f ,K f ⟩ −

∥∥∥∥∥∥∥∑i∈I αiωiνiπR(K)πWi(S
−١
W )∗KπVi f

∥∥∥∥∥∥∥
٢
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=
∑
i∈I

(١ − αi)ωiνi⟨πWi(S
−١
W )∗KπVi f ,K f ⟩ −

∥∥∥∥∥∥∥∑i∈I (١ − αi)ωiνiπR(K)πWi(S
−١
W )∗KπVi f

∥∥∥∥∥∥∥
٢

.

می پردازیم. پارسوال ترکیب k-قاب های روی نامساوی ها و تساوی ها برخی اثبات به ادامه در

، f ∈ H هر ازای به باشد. پارسوال ترکیب k-قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I کنید فرض .٢ . ٣ قضیه
داریم: E ⊆ Jc و J ⊆ I

∥∥∥∥∥∥∥ ∑i∈J∪E

ω٢
i πWi f

∥∥∥∥∥∥∥
٢

−

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑

i∈Jc\E
ω٢

i πWi f

∥∥∥∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∥∥∑i∈J

ω٢
i πWi f

∥∥∥∥∥∥∥
٢

−

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Jc
ω٢

i πWi f

∥∥∥∥∥∥∥∥
٢

+ ٢Re
∑
i∈E
ω٢

i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩.

داریم J ⊆ I هر برای است، پارسوال ترکیب K-قاب یک W اینکه به توجه با اثبات.

⟨(S J + S Jc) f , f ⟩ = ⟨S W f , f ⟩ = ∥K∗ f ∥٢, ( f ∈ H).

نتیجه در و S J + S Jc = KK∗ بنابراین

S ٢
J − S ٢

Jc = S ٢
J − (KK∗ − S J)٢ = KK∗S J + S JKK∗ − (KK∗)٢

= KK∗S J − (KK∗ − S J)KK∗ = KK∗S J − S JcKK∗.

داریم f ∈ H هر برای بنابراین

∥S J f ∥٢ − ∥S Jc f ∥٢ = ⟨KK∗S J f , f ⟩ − ⟨S JcKK∗ f , f ⟩
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نتیجه در

∥∥∥∥∑i∈J∪E ω
٢
i πWi f

∥∥∥∥٢ − ∥∥∥∥∑i∈Jc\E ω
٢
i πWi f

∥∥∥∥٢
=
⟨
KK∗

∑
i∈J∪E ω

٢
i πWi f , f

⟩
−
⟨∑

i∈Jc\E ω
٢
i πWiKK∗ f , f

⟩
=
∑

i∈J ω
٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ −∑i∈Jc ω٢

i ⟨KK∗ f , πWi f ⟩ + ٢Re
∑

i∈E ω
٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩

=
∥∥∥∥∑i∈J ω

٢
i πWi f

∥∥∥∥٢ − ∥∥∥∥∑i∈Jc ω٢
i πWi f

∥∥∥∥٢ + ٢Re
∑

i∈I ω
٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩.

است. کامل اثبات بنابراین

J ⊆ I هر برای آنگاه Hباشد، برای پارسوال ترکیب K-قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I اگر .۴ . ٢ قضیه
f ∈ H و

Re
∑
i∈J

ω٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ + ∥

∑
i∈Jc
ω٢

i πWi f ∥٢ ≥ ٣
۴
∥KK∗ f ∥٢.

که کردیم مشاهده قبل قضیه دراثبات اثبات.

S ٢
J − S ٢

Jc = KK∗S J − S JcKK∗

بنابراین

S ٢
J + S ٢

Jc = ٢(
KK∗

٢
− S J)٢ +

(KK∗)٢

٢
≥ (KK∗)٢

٢
.



٣۴٢٧ - ٣٨ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها عارفی جمال/ نیشابوری، عربیانی

رو این از

KK∗S J + S ٢
Jc + (KK∗S J + S ٢

Jc)∗ = KK∗S J + S ٢
Jc + S JKK∗ + S ٢

Jc

= KK∗(S J + S Jc) + S ٢
J + S ٢

Jc

= (S J + S Jc)KK∗ + S ٢
J + S ٢

Jc

≥ ٣
٢

(KK∗)٢.

نوشت می توان بنابراین

Re
∑
i∈J

ω٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ + ∥

∑
i∈Jc
ω٢

i πWi f ∥٢

=
١
٢

(⟨KK∗S J f , f ⟩ + ⟨S ٢
Jc f , f ⟩ + ⟨ f ,KK∗S J f ⟩ + ⟨ f , S ٢

Jc f ⟩)

≥ ٣
۴
∥KK∗ f ∥٢.

[١۶ ،١۵] در شده معرفی مفاهیم از تعمیمی واقع در که می شود منجر زیر مفاهیم تعریف به ۴ . ٢ قضیه

هستند. پارسوال ترکیب قاب های و پارسوال قاب های برای

بگیرید نظر در آنگاه باشد ترکیب پارسوال K-قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I کنید فرض

v+(W,K, J) = sup

Re
∑

i∈Jc ω٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ + ∥∑i∈J ω

٢
i πWi f ∥٢

∥KK∗ f ∥٢ : KK∗ f , ٠

 ,
v−(W,K, J) = inf

Re
∑

i∈Jc ω٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ + ∥∑i∈J ω

٢
i πWi f ∥٢

∥KK∗ f ∥٢ : KK∗ f , ٠

 .
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می کنیم. بیان پارسوال ترکیب K-قاب های برای را مفاهیم این ویژگی های ادامه در

برقرارند. زیر شرایط باشد. پارسوال ترکیب K-قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I کنید فرض .۵ . ٢ قضیه

٣
۴
≤ v−(W,K, J) ≤ v+(W,K, J) ≤ ∥K∥∥K†∥(١ + ∥K∥∥K†∥) (الف)

v−(W,K, J) = v−(W,K, Jc) و v+(W,K, J) = v+(W,K, Jc) (ب)

.v+(W,K, ∅) = v−(W,K, ∅) = ١ و v+(W,K, I) = v−(W,K, I) = ١ (ج)

کنیم. اثبات را نامساوی بالای کران است کافی فقط تعریف به توجه با (الف) قسمت اثبات برای اثبات.

داریم است بسل دنباله W که این به توجه با

∥∥∥∥∑i∈J ω
٢
i πWi f

∥∥∥∥٢ = sup∥h∥=١

∣∣∣∣⟨∑i∈J ω
٢
i πWi f , h

⟩∣∣∣∣٢
= sup∥h∥=١

∣∣∣∣⟨∑i∈J ω
٢
i πWi f , πWih

⟩∣∣∣∣٢
≤ sup∥h∥=١

∑
i∈J ω

٢
i ∥πWi f ∥٢∑i∈J ω

٢
i ∥πWih∥

٢

≤ sup∥h∥=١ ∥K∗h∥٢
∑

i∈J ω
٢
i ∥πWi f ∥٢

≤ ∥K∥٢∑i∈J ω
٢
i ∥πWi f ∥

≤ ∥K∥٢∥K∗ f ∥٢

= ∥K∥٢∥K†KK∗ f ∥٢

≤ ∥K∥٢∥K†∥٢∥KK∗ f ∥٢.
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علاوه به

Re
∑

i∈Jc ω٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ = Re⟨∑i∈Jc ω٢

i πWi f ,KK∗ f ⟩

= Re⟨S Jc f ,KK∗ f ⟩

≤ ∥S Jc f ∥∥KK∗ f ∥

≤ ∥K∥ ∥K†∥ ∥KK∗ f ∥٢.

بنابراین

v−(W,K, J) ≤ v+(W,K, J) ≤ ∥K∥ ∥K†∥(١ + ∥K∥ ∥K†∥),

٢ . ٣ قضیه اثبات بنابر دیگر طرف از است. کامل (الف) اثبات و

KK∗S J − S JcKK∗ = S ٢
J − S ٢

Jc

نتیجه در

⟨S ٢
J f , f ⟩ + Re⟨S JcKK∗ f , f ⟩ = ⟨S ٢

Jc f , f ⟩ + Re⟨KK∗S J f , f ⟩,

بنابراین . f ∈ H هر برای

Re
∑

i∈Jc ω٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ + ∥∑i∈J ω

٢
i πWi f ∥٢

= Re
∑

i∈J ω
٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ + ∥∑i∈Jc ω٢

i πWi f ∥٢,

S W = KK∗ که حقیقت این از استفاده با تعریف از مستقیم (ج) قسمت می دهد. نتیجه را (ب) این و

می شود. اثبات
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کرد. اثبات پارسوال ترکیب K-قاب های روی معادل نتیجه چند می توان فوق، قضیه از استفاده با

زیر شرایط آنگاه باشد، پارسوال ترکیب K-قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I کنید فرض .۶ . ٢ نتیجه
اند: معادل

.v+(W,K, J) = v−(W,K, J) = ١ (١)

Re
∑

i∈J ω
٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ = ∥∑i∈J ω

٢
i πWi f ∥٢. (٢)

.Re
∑

i∈Jc ω٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ = ∥∑i∈Jc ω٢

i πWi f ∥٢ (٣)

سپس باشد، برقرار (٢) کنید فرض حال است. بدیهی (٣) و (٢) بودن معادل اثبات.

Re
∑

i∈Jc ω٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩ + ∥∑i∈J ω

٢
i πWi f ∥٢

= Re
∑

i∈I ω
٢
i ⟨πWi f ,KK∗ f ⟩

= ⟨S W f ,KK∗ f ⟩

= ∥KK∗ f ∥٢,

هستند. برقرار نیز (٣) و (٢) وضوح به باشد برقرار (١) اگر دیگر طرف از می دهد. نتیجه را (١) این و

است. کامل اثبات بنابراین
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