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ناجابه جایی جبری تقسیم حلقۀ تنها عنوان به کواترنیون ها تقسیم حلقۀ

این در است. برخوردار سزایی به اهمیت از حقیقی اعداد میدان  روی

کواترنیونی خطی جبر و ماتریس ها بر مختصر مقدمه ای نخست مقاله،

خواهد یاری مقاله اصلی گزارۀ به پرداختن در را ما که می دهیم، ارائه
آوئرباخ١ هرمان از قضیه ای کواترنیونی روایت مقاله اصلی گزارۀ  کرد.

ماتریس ها از کران دار گروه  هر می کنیم ثابت دقیق  ، عبارت به است.

کواترنیونی یکانی ماتریس های از گروهی با کواترنیونی درایه های با
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مقدمه . ١

شدند. ابداع یا کشف ایرلندی، ریاضی دان همیلتون٢، ویلیام توسط ١٨۴٣ سال در کواترنیون ها

[١۵] ١٩٣۶ سال به ولف٣ مقالۀ به کم دست کواترنیونی ماتریس های زمینۀ در پژوهش و مطالعه سابقۀ

کواترنیونی ماتریس های و کواترنیون ها دربارۀ پژوهش ها پیشینۀ پیرامون مبسوط فهرستی برای برمی گردد.

می دهیم. ارجاع آن مراجع و [١۴] منبع به را خواننده

هشتم، تا دوم بخش های از متشکل نخست، عمدۀ بخش در است. عمده بخش دو شامل مقاله این

در کلی، طور به شد. خواهد ارائه کواترنیونی خطی جبر و ماتریس ها کواترنیون ها، از مختصر مقدمه ای

از ویژگی هایی نیز و می شوند گرفته نظر در ماتریس ها این از جبرهایی و نیم گروه ها، گروه ها، مقاله این

است. نشده کپی برداری مراجعی یا مرجع از کلی طور به نخست، مقدمۀ بخش می شوند. بررسی آنها

بعضا، نیز، و گزاره ها برخی اما هستند، استاندارد هشتم تا دوم بخش های در شده ارائه مطالب چند هر

متشکل دیگر، عمدۀ بخش در دارند. تازگی بخش این در مطلب ارائۀ سبک همچنین و برهان ها برخی

دقیق، زبان به شد. خواهد ارائه آوئرباخ هرمان از قضیه ای کواترنیونی روایت دهم، و نهم بخش های از

از گروهی با کواترنیونی ماتریس های از کران دار گروه هر که می کند حکم آوئرباخ قضیۀ کواترنیونی روایت

می شود، پرداخته بدان مقاله این در که آوئرباخ، قضیۀ برهان است. مشابه کواترنیونی یکانی ماتریس های

مبسوط برهان که است گفتن شایان است. [ ۵ . ٣ . ١ قضیۀ ،١٣] و [۶] در شده ارائه برهان های از الهام با

از الهام با خود [ ۵ . ٣ . ١ قضیۀ ،١٣] در مختلط، ماتریس های گروه های برای شده ارائه آوئرباخ، قضیۀ

فضاهای چارچوب در آوئرباخ قضیۀ از نامتناهی بعد روایتی برای است. [۶] در شده پرداخته برهان

کنید. رجوع [۵۴ صفحۀ ،١ لم ،٣] به متناهی بعد لزوما نه هیلبرت

کواترنیون ها تقسیم حلقۀ . ٢
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صورت به صوری طور به کواترنیون ها تقسیم حلقۀ

{
a + bi + c j + dk : a, b, c, d ∈ R, i٢ = j٢ = k٢ = i jk = −١

}
کواترنیون ها بار اولین که همیلتون ویلیام زحمات افتخار به می شود. داده نمایش H با و می شود تعریف

H که می شود بررسی آسانی به می برند. کار به را H حرف کواترنیون ها نمایش برای کرد، تعریف را

کواترنیون هر است. ناجابه جایی آن در ضرب عمل که است R روی یک دار چهاربعدی جبر یک

Re(x) := x٠ آن در که نوشت، x = Re(x)+ Im(x) صورت به می توان را x = x٠+ x١i+ x٢ j+ x٣k

می شوند. نامیده x موهومی قسمت Im(x) := x١i + x٢ j + x٣k و x حقیقی قسمت

نرم .x := Re(x)− Im(x) تعریف به بنا و می دهیم نمایش x با را x کواترنیون  مزدوج۴ .٢ . ١ تعریف
می شود. تعریف |x| :=

√
xx توسط تعریف به بنا و شده داده نشان |x| با را x کواترنیون 

،xy = yx ،x + y = x+y ،x = x داد نشان می توان راحتی به ،x, y ∈ H هر ازای به کنید توجه

ویژگی  چند دیدن برای .x ∈ H\{٠} هر ازای به x−١ = x
|x|٢

لذا و ،|x|٢ = xx = xx و ،|xy| = |x||y|
می دهیم. ارجاع [۴ . ٢ . ١ گزارۀ ،١۴] به را خواننده کواترنیون ها، دیگر

که باشد موجود a ∈ H\{٠} یک گاه هر می شود گفته مشابه۵ x, y ∈ H عضو دو .٢ . ٢ تعریف
مجموعۀ به .x ∈ H کنید فرض حال می بریم. کار به را x ∼ y نماد x, y بین تشابه برای .axa−١ = y

به می دهیم. نمایش Sim(x) با را آن و گوییم x تشابهی۶ مدار ،a ∈ H\{٠} که ١−axaها از متشکل

تعریف به بنا ،S ⊆ H اگر کلی، طور

Sim(S ) :=
{
a−١ pa : a ∈ a ∈ H\{٠}, p ∈ S

}
=
∪
p∈S

Sim(p).

به و ،|b| = ١ ولی .b = |a−١|a آن در که ،bxb−١ = y اگر تنها و اگر axa−١ = y که است روشن

.Sim(x) =
{
bxb−١ : b ∈ H\{٠}, b−١ = b

}
نتیجه در .b−١ = b معادل طور

4Conjugate
5Similar
6Similarity orbit
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،١۴] از قسمت هایی بیان به زیر لم در است. هم ارزی رابطۀ یک کواترنیونی تشابه که کنید توجه

تشابهی مدار و مشابه کواترنیون های از توصیفی زیر لم می پردازیم. متفاوت، برهانی با ولی ،[۶ . ٢ . ٢ قضیۀ

می دهد. دست به کواترنیون ها

برقرارند. زیر احکام صورت این در .x, y ∈ H کنید فرض .٢ . ٣ لم
.|Im(x)| = |Im(y)| و Re(x) = Re(y) اگر تنها و اگر y ∈ Sim(x) (i)

آن در که Sim(x) = Re(x) + |Im(x)|S (ii)

S :=
{
q ∈ H : |q| = ١, Re(q) = ٠

}
=
{
q ∈ H : q٢ = −١

}
.

علاوه، به

S = Sim(S ) = Sim(i) = Sim(p),

.p ∈ S هر ازای به

بستار C+ آن در که است، موجود y ∈ Sim(x) ∩ C+ یکتای عضو ،x ∈ H هر ازای به (iii)

است. مختلط صفحۀ بالایی نیم صفحۀ

و y = axa−١ که طوری به است موجود a ∈ H\{٠} پس .y ∈ Sim(x) کنید فرض (i) اثبات.

بنابراین، .a−١ = a

Re(y) =
axa−١ + axa−١

٢
= a(

x + x
٢

)a−١

= aRe(x)a−١ = Re(x).
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داریم سپس

Im(y) =
axa−١ − axa−١

٢
= a(

x − x
٢

)a−١

= aIm(x)a−١.

اگر .|Im(x)| = |Im(y)| و Re(x) = Re(y) کنید فرض برعکس، حال .|Im(y)| = |Im(x)| نتیجه، در

،x = Re(x) + Im(x) داریم .|Im(x)| , ٠ کنید فرض پس است. واضح حکم آنگاه ،|Im(x)| = ٠

،Im(x) ∼ Im(y) دهیم نشان است کافی  حکم اثبات برای پس .Re(x) = Re(y) و y = Re(y)+Im(y)

است کافی  ،|Im(x)| = |Im(y)| بر بنا .|Im(x)| Im(x)
|Im(x)| ∼ |Im(y)| Im(y)

|Im(y)| دهیم نشان معادل، طور به یا

ویژگی بر بنا پس است. یک با برابر مذکور تشابه طرفین طول طرفی، از کنیم. ثابت را Im(x)
|Im(x)| ∼

Im(y)
|Im(y)|

منظور، این برای است. مشابه i با تشابه این طرفین از یک هر کنیم ثابت است کافی  تشابه، رابطۀ تعدی

کنیم ثابت است کافی

a = a١i + a٢ j + a٣k ∼ i

معادل طور به ،|q| = ١ با q = q٠ + q١i + q٢ j + q٣k حال .|a| = a٢
١ + a٢

٢ + a٢
٣ = ١ گاه هر

برابری به توجه با حال باشد. برقرار a = qiq−١ = qiq رابطۀ که می یابیم طوری را ،q−١ = q

a١i + a٢ j + a٣k = (q٠ + q١i + q٢ j + q٣k)i(q٠ − q١i − q٢ j − q٣k),
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داریم را زیر معادلات

q٢
٠ + q٢

١ + q٢
٢ + q٢

٣ = ١,

q٢
٠ + q٢

١ − q٢
٢ − q٢

٣ = a١,

q٠q٣ + q١q٢ =
١
٢

a٢,

q١q٣ − q٠q٢ =
١
٢

a٣.

آن در که ،q = q٠ + q١i + q٢ j + q٣k روشنی به ،a١ , −١ فرض با

q٠ = ٠, q١ =

√
١ + a١

٢
, q٢ =

a٢

٢
√

١+a١
٢

, q٣ =
a٣

٢
√

١+a١
٢

,

پس ،|a| = ١ که آنجا از ،a١ = −١ اگر حال است. q−١ = q شرط با a = qiq معادلۀ جواب یک

جواب دارای −i = qiq−١ معادلۀ حالت این در و .a٢ = a٣ = ٠ نتیجه، در .a٢
٢ + a٢

٣ = ٠ داریم

است. q = j

قرار دهید (ii)

S :=
{
q ∈ H : |q| = ١, Re(q) = ٠

}
, S ١ :=

{
q ∈ H : q٢ = −١

}
.

لذا باشد. دلخواه عضوی q ∈ S کنید فرض منظور، این برای .S = S ١ می دهیم نشان نخست

.q−١ = q = −Im(q) = −q داریم ،q−١ =
q

|q|٢
اینکه به توجه با .|q| = ١, Re(q) = ٠

داریم نتیجه در باشد. دلخواه عضوی q ∈ S ١ کنید فرض حال .q ∈ S ١ و q٢ = −١ پس

روشنی به این .−q = q−١ = q داریم ،q−١ =
q

|q|٢
رابطۀ به توجه با سپس .q−١ = −q, |q| = ١

می دهیم نشان حال .S = S ١ بنابراین .q ∈ S لذا و ،Re(q) = ٠ می کند ایجاب

Sim(x) = Re(x) + |Im(x)|S .
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عضوی y ∈ Sim(x) و Im(x) , ٠ کنید فرض است. واضح حکم آنگاه ،Im(x) = ٠ اگر کنید توجه

داریم حال .y = a−١xa که طوری به است موجود a ∈ H \ {٠} سپس باشد. دلخواه

y = a−١(Re(x) + Im(x))a

= Re(x) + |Im(x)|a
−١Im(x)a
|Im(x)|

= Re(x) + |Im(x)|q,

که می دهد نتیجه این .q ∈ S پس .Re(q) = ٠ و |q| = ١ بنابراین .q = a−١Im(x)a
|Im(x)| آن در که

Sim(x) ⊆ Re(x) + |Im(x)|S .

.q ∈ S آن در که ،y = Re(x) + |Im(x)|q کنید فرض مذکور، شمول رابطۀ عکس اثبات برای حال

و Re(x) = Re(y) بنابراین .Re(y) + Im(y) = Re(x) + |Im(x)|q نوشت می توان نتیجه، در

که می دهد نتیجه این .y ∈ Sim(x) داریم ،(i) بر بنا حال .|Im(x)| = |Im(y)|

Re(x) + |Im(x)|S ⊆ Sim(x).

برای .y ∈ C+ همچنین .y ∈ Sim(x) ،(ii) بر بنا حال .y = Re(x)+ |Im(x)|i کنید فرض (iii)

Re(y١) = Re(x) = Re(y٢) ،(ii) بر بنا موجودند. y١, y٢ ∈ Sim(x)∩C+ کنید فرض ،y یکتایی اثبات

داریم نتیجه، در .|Im(y١)| = |Im(x)| = |Im(y٢)| و

Sim(y١) = Sim(x) = Sim(y٢),

.y١ = Re(x) + |Im(x)|i = y٢ بنابراین .y١, y٢ ∈ C+ و

بالاست. لم از مفید و سرراست نتیجه ای زیر گزارۀ
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بسته کواترنیون ها در p٢ − ٢ap + b = ٠ معادلۀ صورت این در .a, b ∈ R کنید فرض .۴ . ٢ نتیجه
،a ±

√
a٢ − b حقیقی جواب دو دارای ،a٢ − b < ٠ یا ،a٢ − b = ٠ ،a٢ − b > ٠ ترتیب به اینکه

کواترنیونی جواب بینهایت یا ،a حقیقی جواب یک

a +
√

b − a٢S = Sim(a + i
√

b − a٢)

آن در که است،

S = Sim(i) =
{
q ∈ H : |q| = ١, Re(q) = ٠

}
=
{
q ∈ H : q٢ = −١

}
.

مشابه حقیقی ضرایب با کواترنیونی دوم درجۀ معادلۀ هر ناحقیقی و کواترنیونی جواب دو هر علاوه، به

هستند.

اتحاد از سرراست نتیجه ای حکم بالا، لم سایۀ در اثبات.

p٢ − ٢ap + b = (p − a)٢ − (a٢ − b)

است.

آنها عملگری تعبیر و ماتریس ها . ٣

می پردازیم. دلخواه تقسیم حلقۀ یک در درایه ها با ماتریس ها حلقۀ معرفی به ابتدا بخش، این در

حلقۀ همچنین می گیریم. نظر در کواترنیونی درایه های با ماتریس ها برای را آن خاص، طور به سپس

کرد. خواهیم معرفی نیز را تقسیم حلقه های روی برداری فضاهای روی خطی عملگرهای

را D در درایه ها با m× n ماتریس های همۀ مجموعۀ باشد. دلخواه تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض

تعریف به بنا است. آبلی گروه یک ماتریسی معمولی جمع تحت که می دهیم، نمایش Mm×n(D) با

Dn := Mn×١(D), Dn := M١×n(D).
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ستونی ماتریس های در اسکالر ضرب و برداری جمع همراه به طبیعی طور به ،Dn و Dn مجموعه های

ترانهادۀ مرسوم، طور به هستند. D روی n بعد با چپ و راست برداری فضاهای ترتیب، به سطری، و

.At = (at
i j) := (a ji) ∈ Mn×m(D) تعریف به بنا و داده نشان At با A = (ai j) ∈ Mm×n(D) ماتریس

داریم تعریف به بنا ،Mn×m(D) در B = (bi j) و A = (ai j) هر ازای به که می شویم آور یاد نیز

A + B = (ai j) + (bi j) := (ai j + bi j) ∈ Mn×m(D).

نمایش Mn(D) با را D در درایه ها با ،n اندازۀ از یا ،n × n ماتریس های مجموعۀ ،m = n اگر حال

حلقه یک زیر صورت به ماتریس ها ضرب و بالا صورت به ماتریسی معمولی جمع تحت که می دهیم،

،Mn(D) در B = (bk j) و A = (aik) هر ازای به است.

AB = (aik)(bk j) := (ci j) ∈ Mn(D),

چپ Mn(D)-مدول و راست Mm(D)-مدول یک Mn×m(D) روشنی، به .ci j =
∑n

k=١ aikbk j آن در که

چرا که می کند روشن این است. دوطرفه Mn(D)-مدول یک Mn(D) و است ماتریسی ضرب و جمع با

،D = H که حالتی در ویژه، به هستند. D روی چپ و راست برداری فضاهای ترتیب، به ،Dn و Dn

می گیریم نظر در H روی چپ و راست برداری فضاهای عنوان به ترتیب، به را، ،Hn و Hn مجموعه های

مختلط، فضاهای در که پایه ای مفاهیم تمامی می گوییم. استاندارد کواترنیونی برداری فضاهای آنها به و

زیرفضا، خطی، وابستگی و استقلال مفاهیم مانند می شوند، تعریف ،Cn مختلط استاندارد فضای مانند

به کواترنیونی، برداری فضاهای در می توان را غیره و مستقیم جمع بعد، پایه ، زیرفضا، یک مولد مجموعۀ

،F از منظور مقاله این سراسر در کرد. تعریف نیز ،Hn و Hn کواترنیونی استاندارد فضاهای در ویژه

حلقه یک تشکیل ماتریس ها ضرب و جمع تحت Mn(H) مجموعۀ که کنید توجه است. H یا ،C یا ،R

می بریم. کار به Mn(H) در وارون پذیر ماتریس های نمایش برای را GLn(H) نماد مرسوم، طور به می دهد.

در (a ji) صورت به را ٧A الحاقی ماتریس .A = (ai j) ∈ Mm×n(H) کنید فرض .٣ . ١ تعریف

7Adjoint of A



١٠۶١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

تعریف، به بنا ،v =


v١
...

vn

 ∈ Hn ازای به ویژه به می دهیم. نمایش A∗ با و می کنیم تعریف Mn×m(H)

.v∗ :=
[
v١ · · · vn

]
∈ Hn داریم

همۀ مجموعۀ ،D تقسیم حلقۀ یک روی V شدۀ داده راست برداری فضای ازای به مرسوم، طور به

جمع تحت که می شود، داده نشان L(V) با T : V → V راست خطی عملگرهای یا خطی تبدیلات

و عملگری جمع تحت L(V) دید می توان می دهد. آبلی گروه یک تشکیل خطی عملگرهای معمولی

معمولی جمع تحت L(Hn) مجموعۀ ،D = H اگر ویژه، به است. حلقه یک خطی عملگرهای ترکیب

فضای یک V اگر طبیعی، طور به می دهد. حلقه یک تشکیل خطی عملگرهای ترکیب و خطی عملگرهای

کرد. تعریف را L(V) می توان باشد، D تقسیم حلقۀ یک روی چپ برداری

برداری فضای برای مرتب پایۀ یک B = (εi)n
i=١ و تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .٣ . ٢ تعریف

v = که موجودند x١, . . . , xn ∈ D یگانۀ اسکالرهای ،v ∈ V بردار هر ازای به باشد. V راست

[v]B با را آن و گوییم B مرتب پایۀ به نسبت v مختصات


x١
...

xn

 ∈ Dn بردار به .ε١x١ + · · ·+ εnxn

می دهیم. نمایش

این در باشد. V راست برداری فضای برای مرتب پایۀ یک B و تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض

هر ازای به که است موجود A ∈ Mn(D) یکتای ماتریس ،T ∈ L(V) خطی تبدیل هر ازای به صورت

،v ∈ Dn

[Tv]B = A[v]B.

نشان [T ]B با را آن و گوییم B پایۀ به نسبت ٨T نمایش ماتریس یا ماتریسی نمایش را A ماتریس

می کند القا Dn روی خطی تبدیل یک ،Mn(D) در A ماتریس هر طبیعی، طور به همچنین، می دهیم.

راحتی، برای اغلب می شود. تعریف Dn روی TAX = AX توسط و می شود داده نشان TA با که

8Matrix representation of T



١٠٧١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

همان Dn استاندارد مرتب پایۀ به نسبت TA نمایش ماتریس زیرا می دهیم نمایش نیز A با را TA

استاندارد مرتب پایۀ مثلا ،Dn برای مرتب پایۀ یک تثبیت با استاندارد، گزاره ای بر بنا است. A ماتریس

یک به یک، نگاشتی می برد، پایه آن به نسبت را آن نمایش ماتریس به را خطی تبدیل هر که نگاشتی ،Dn

اعضای ،Dn برای استاندارد مرتب پایۀ تثبیت با ویژه به رو، این از است. ضرب و جمع حافظ و پوشا،

قضایای که است گفتن شایان همچنین می گیریم. یکی Mn(D) اعضای با طبیعی طور به را L(Dn)

روی متناهی بعد برداری فضاهای پایه های مختصات تغییر ماتریس های به مربوط خطی جبر استاندارد

به نسبت خطی تبدیلات ماتریسی نمایش ارتباط نیز و ،Hn و Dn موارد در ویژه به تقسیم، حلقه های

شکل همان به ،L(Hn) در ویژه به و ،L(Dn) در متناهی بعد راست برداری فضاهای متمایز پایه های

برقرارند. تشابهی تبدیلات حسب بر استانداردشان

گرام-اشمیت متعامدسازی فرایند و کواترنیونی داخلی ضرب فضاهای . ۴

سپس می کنیم. تعریف را کواترنیونی چپ) ترتیب: (به راست داخلی ضرب فضاهای بخش، این در

داد. خواهیم ارائه را گرام-اشمیت متعامدسازی فرایند استاندارد گزارۀ

نگاشت باشد. H روی راست برداری فضای یک V کنید فرض .١ . ۴ تعریف

⟨., .⟩ : V × V → H

باشیم: داشته α ∈ H و v,w, z ∈ V هر ازای به گاه هر گوییم V روی راست داخلی ضرب یک را

.v = ٠ اگر تنها و اگر باشد برقرار تساوی و ⟨v, v⟩ ≥ ٠ (١)

.⟨vα,w⟩ = ⟨v,w⟩α (٢)

.⟨v + w, z⟩ = ⟨v, z⟩ + ⟨w, z⟩ (٣)

.⟨v,w⟩ = ⟨w, v⟩ (۴)
٩V روی راست داخلی ضرب فضای یک ،V روی ⟨., .⟩ راست داخلی ضرب با همراه V فضای به

9Inner product space over H



١٠٨١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

کرد. تعریف را کواترنیونی چپ داخلی ضرب فضاهای می توان طبیعی، طور به گوییم.

نگاشت که داد نشان می توان راحتی به بگیرید. Hn راست برداری فضای را V مثال، برای

⟨., .⟩ : Hn ×Hn → H, ⟨x, y⟩ := y∗x, (x, y ∈ Hn)

Hn همچنین می گوییم. Hn استاندارد داخلی ضرب آن به که است، Hn روی راست داخلی ضرب یک

نگاشت همراه به

⟨., .⟩ : Hn ×Hn → H, ⟨x, y⟩ := xy∗, (x, y ∈ Hn)

می گوییم. Hn استاندارد داخلی ضرب داخلی، ضرب این به است. Hn روی چپ داخلی ضرب یک

را کواترنیونی داخلی ضرب فضاهای به مربوط استاندارد کاملا مطلب دو است خوب نقطه این در

داخلی ضرب فضای هر در مختلط، و حقیقی داخلی ضرب فضاهای همانند اینکه، نخست کنیم. یادآوری

است. برقرار کوشی-بونیاکوفسکی-شوارتس، نابرابری به معروف زیر، نابرابری (V, ⟨., .⟩) کواترنیونی

|⟨x, y⟩| ≤
√
⟨x, x⟩

√
⟨y, y⟩, (x, y ∈ V),

نابرابری آنی نتیجۀ یک باشد. خطی وابستۀ {x, y} مجموعۀ اگر تنها و اگر می دهد رخ تساوی آن در و

||.|| : V → R نگاشت اینکه است. زیر دیگر استاندارد مطلب کوشی-بونیاکوفسکی-شوارتس

نرم یک (V, ⟨., .⟩) داده شدۀ کواترنیونی داخلی ضرب فضای روی ||x|| :=
√
⟨x, x⟩ توسط تعریف شده

آنها با که داخلی ضرب فضاهای می گویند. V داخلی ضرب از ناشی نرم آن به که می کند، القا V روی

ضرب از ناشی نرم از القاشده متریک نتیجه در هستند. متناهی بعد همگی داریم کار و سر مقاله این در

است خوب نیز هستند. هیلبرت فضاهایی چنین لذا و است، کامل همواره فضایی چنین هر روی داخلی

،T ∈ L(V) و باشد متناهی بعد نرم دار) کلی طور به (و داخلی ضرب فضای یک V اگر که شویم یادآور

علاوه به و است پیوسته T آنگاه

||.|| : L(V)→ [٠,+∞), ||T || := sup
||x||≤١
||T x||,



١٠٩١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

ضرب فضای یک V اگر که کنید توجه می کند. تعریف L(V) روی عملگری، نرم به موسوم نرم، یک

فضای یک عملگری نرم همراه به L(V) آنگاه باشد، کواترنیونی متناهی بعد نرم دار) کلی طور به (و داخلی

نرم دار فضای یک روی خطی عملگر یک که دید می توان سادگی به است. (باناخ) کامل حقیقی نرم دار

معمول رو، این از باشد. متناهی آن عملگری نرم اگر تنها و اگر است پیوسته متناهی بعد، لزوما نه دلخواه،

می نامند. کران دار و خطی عملگرهای را نرم دار فضای یک روی پیوسته و خطی عملگرهای که است

که کواترنیونی کامل) داخلی (ضرب هیلبرت فضاهای نظریۀ استاندارد گزاره های جمله از همچنین،

این از سرراستی نتیجۀ هستند. ریس١١ نمایش و تقریب١٠ بهترین قضایای کرد یاد آنها از می توان

داده کران دار خطی عملگر هر ازای به که می دهد را امکان این هیلبرت فضاهای نظریۀ استانداردِ قضایای

به دید می توان کرد. تعریف را ،T ∗ ∈ L(V) توسط شده داده نشان آن، الحاقی عملگر T ∈ L(V) شدۀ

رابطۀ طریق از T ∗ ∈ L(V) شده، داده و دلخواه T ∈ L(V) ازای

⟨T x, y⟩ = ⟨x,T ∗y⟩, (x, y ∈ V)

کران دار و خطی عملگرهای با خطی عملگرهای ما برای که می شویم یادآور می شود. معین یگانه طور به

داریم. سروکار متناهی بعد فضاهای با تنها زیرا هستند یکی

گرام- متعامدسازی فرایند قضیۀ کواترنیونی داخلی ضرب فضاهای نظریۀ کلاسیک گزاره های دیگر از

به طبیعی، طور به منظور، این برای می دهیم. ارائه زیر در را آن از استاندارد برهانی که است، اشمیت١٢

داریم. نیاز زیر تعریف

⟨., .⟩ داخلی ضرب با چپ) ترتیب: (به راست داخلی ضرب فضای یک V کنید فرض .٢ . ۴ تعریف
را S ⊆ V زیرمجموعۀ .⟨x, y⟩ = ٠ گاه هر خوانیم متعامد را x, y ∈ V بردارهای باشد. H روی

است. S زیرمجموعۀ روی کرونکر δی نشانگر δ آن در که ،⟨x, y⟩ = δx,y گاه هر خوانیم یکه متعامد

(به راست داخلی ضرب فضای یک V کنید فرض گرام-اشمیت) متعامدسازی (فرایند .٣ . ۴ گزاره
در باشد. V در خطی مستقل بردارهای از دنباله ای (vi)∞i=١ کنید فرض باشد. H روی چپ) ترتیب:

10The best approximation theorem
11The Riesz representation theorem for bounded linear functionals
12The Gram-Schmidt orthogonalization process



١١٠١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

داریم ،n ∈ N هر ازای به که طوری به است موجود V در (ui)∞i=١ یکه متعامد دنبالۀ یک صورت این

spanH{v١, . . . , vn} = spanH{u١, . . . , un}.

باشیم داشته n ∈ N هر ازای به که طوری به باشد V در یکه متعامد دنباله ای (wi)∞i=١ اگر علاوه، به

spanH{v١, . . . , vn} = spanH{w١, . . . ,wn},

ترتیب: (به wn = uncn که طوری به است موجود cn واحد طول با اسکالر ،n ∈ N هر ازای به آنگاه

.(wn = cnun

فضاهای حالت در برهان روشنی، به می نویسیم. راست داخلی ضرب فضاهای برای را برهان اثبات.

ازای به سپس .u١ = v١||v١−||١ تعریف کنید نخست می شود. انجام مشابه طور به چپ داخلی ضرب

تعریف کنید زیر صورت به را un بردارهای ،n ≥ ٢ هر

ûn := vn −
n−١∑
i=١

ui⟨vn, ui⟩, un := ûn||̂un||−١.

هر ازای به اینکه دادن نشان با را نخست حکم .||uk|| = ١ داریم ،k ≥ ١ هر ازای به که است روشن

اینکه و است یکه متعامد {ui}ni=١ مجموعۀ ،n ∈ N

spanH{v١, . . . , vn} = spanH{u١, . . . , un}

حکم است. بدیهی n = ١ ازای به حکم می کنیم. ثابت n روی استقرا با را اخیر حکم این می کنیم. ثابت

یکه متعامد {ui}ni=١ دهیم نشان اینکه برای می کنیم. ثابت n برای را آن کنید. فرض n − ١ برای را

کنیم ثابت است کافی استقرا، فرض به توجه با است،

⟨un, ul⟩ = ٠,



١١١١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

نوشت می توان ،١ ≤ l < n هر ازای به منظور، این برای .١ ≤ l < n هر ازای به

⟨̂un, ûl⟩ =
⟨
vn −

n−١∑
i=١

ui⟨vn, ui⟩, ûl

⟩
,

= ⟨vn, ûl⟩ −
n−١∑
i=١
⟨ui, ûl⟩⟨vn, ui⟩,

= ⟨vn, ûl⟩ −
n−١∑
i=١
⟨ui, ul⟩⟨vn, ui⟩||̂ul||,

= ⟨vn, ûl⟩ − ⟨ul, ul⟩⟨vn, ul⟩||̂ul||,

= ⟨vn, ûl⟩ − ⟨vn, ûl⟩ = ٠.

می ماند حال است. یکه متعامد {ui}ni=١ مجموعۀ لذا و است، متعامد مجموعۀ یک {̂ui}ni=١ یعنی این

n روی استقرا با نیز را حکم این .n ∈ N هر ازای به ،spanH{vi}ni=١ = spanH{ui}ni=١ که دهیم نشان

ثابت n ازای به را آن کرده، فرض n−١ ازای به را حکم است. بدیهی n = ١ ازای به حکم می کنیم. ثابت

و un ∈ spanH{v١, . . . , vn} دهیم نشان است کافی استقرا، فرض به توجه با منظور، این برای می کنیم.

نوشت می توان روشنی، به .vn ∈ spanH{u١, . . . , un}

un = ûn||̂un||−١,

= vn||̂un||−١ −
n−١∑
i=١

ui⟨vn, ui⟩||̂un||−١,

∈ spanH{vi}ni=١,

است. شده استفاده استقراست، فرض از ناشی که ،spanH{ui}n−١
i=١ = spanH{vi}n−١

i=١ برابری از آن در که



١١٢١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

نوشت می توان همچنین

vn = ûn +

n−١∑
i=١

ui⟨vn, ui⟩,

= un||̂un|| +
n−١∑
i=١

ui⟨vn, ui⟩,

∈ spanH{ui}ni=١.

فرایند از حاصل یکه متعامد دنبالۀ یکتایی اثبات برای .spanH{vi}ni=١ = spanH{ui}ni=١ بنابراین

(wi)∞i=١ کنید فرض واحد، طول با اسکالرهای در ضرب تقریب با ،(ui)∞i=١ دنبالۀ یعنی گرام-اشمیت،

می کند صدق زیر شرط در ،n ∈ N هر ازای به که باشد V در دیگری یکه متعامد دنبالۀ

spanH{v١, . . . , vn} = spanH{u١, . . . , un} = spanH{w١, . . . ,wn}.

که طوری به است موجود cn واحد طول با لزوما اسکالر ،n ≥ ١ هر ازای به که می دهیم نشان

است. بدیهی حکم ،n = ١ ازای به می کنیم. ثابت n روی استقرا با را حکم این .wn = uncn

موجود c١, . . . , cn−١ واحد طول با لزوما اسکالرهای و باشد برقرار n − ١ ازای به حکم کنید فرض

برابری به توجه با حال .wi = uici باشیم داشته ،١ ≤ i ≤ n − ١ هر ازای به که طوری به باشند

که طوری به موجودند (١ ≤ i ≤ n) c′i اسکالرهای ،spanH{u١, . . . , un} = spanH{w١, . . . ,wn}
نوشت می توان پس .wn =

∑n
i=١ uic′i

wn − unc′n =
n−١∑
i=١

uic′i ∈ spanH{ui}n−١
i=١ = spanH{wi}n−١

i=١ .

نتیجه در هستند. عمود spanH{ui}n−١
i=١ = spanH{wi}n−١

i=١ بر wn و un روشنی، به اما،

||wn − unc′n||٢ = ⟨wn − unc′n,wn − unc′n⟩ = ٠,



١١٣١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

می کند. کامل را برهان این .wn = unc′n آنجا از و

مثلثی پذیری و تحویل پذیری، طیف، . ۵

حلقۀ یک D که ،Mn(D) در ماتریس ها طیف و راست ویژۀ مقدار نخست بخش، این در

و گرفته نظر در را Mn(H) در ماتریس ها برای را تعریف این ویژه، به می کنیم. تعریف را است، تقسیم

می کنیم. تعریف را ماتریس ها این راست ویژۀ مقادیر جبری چندگانگی های و مینیمال چندجمله ای سپس

جبری چندگانگی های و مینیمال، چندجمله ای طیف، بین روابط ماتریس ، دو تشابه تعریف از پس همچنین

و ماتریسی نیم گروه های تعریف به بعد، گام در می کنیم. بررسی را مشابه ماتریس دو راست ویژۀ مقادیر

مطلق، تحویل ناپذیری تحویل ناپذیری، مفاهیم سپس، می پردازیم. نیم گروه ها توسط تولیدشده F-جبرهای

در می کنیم. بررسی را آنها بین روابط و بیان را Mn(D) در ماتریس ها خانواده های برای مثلثی پذیری و

را ،Mn(H) در ماتریس ها خاص طور به و ،Mn(D) در مثلثی پذیر ماتریس های طیف بخش، این پایان

می کنیم. مشخص

مقدار یک λ ∈ D اسکالر به .T ∈ L(Dn) و باشد تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .١ . ۵ تعریف
به .Tu = uλ که طوری به باشد موجود u ∈ Dn \ {٠} بردار یک گاه هر گوییم ١٣T راست ویژۀ

اسکالر مشابه، طور به می شود. گفته λ راست ویژۀ مقدار به متناظر راست١۴ ویژۀ بردار یک ،u بردار

راست ویژۀ مقدار یک λ ∈ D گاه هر گوییم A ∈ Mn(D) ماتریس برای راست ویژۀ مقدار یک را λ ∈ D

مجموعۀ است. A ∈ Mn(D) ماتریس توسط القاشده خطی تبدیل TA آن در که باشد، TA ∈ L(Dn)

می شود. نامیده A طیف١۵ و می شود داده نشان σ(A) با A ∈ Mn(D) راست ویژۀ مقادیر همۀ

نمایش p(A) با را A ∈ Mn(H) ماتریس حقیقی ضرایب با مینیمال١۶ چندجمله ای .٢ . ۵ تعریف
که است درجه  کم ترین با و حقیقی ضرایب با یگانۀ تکین چندجمله ای p(A) ∈ R[x] یعنی می دهیم،

.p(A)(A) = ٠

13Right eigenvalue of T
14Right eigenvector
15Spectrum
16Minimal polynomial



١١۴١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

تکین چندجمله ای های pها j آن در که ،p(A) = p
m١
١ · · · p

mk
k و A ∈ Mn(H) کنید فرض .٣ . ۵ تعریف

با را A ریشه ای١٧ زیرفضای ،١ ≤ j ≤ k هر ازای به هستند. متمایز و حقیقی ضرایب با تحویل ناپذیر

صورت به که می دهیم Mنشان j

M j := ker p j(A)
m j =

{
u ∈ Hn : p j(A)

m ju = ٠
}

λ جبری١٨ چندگانگی pهاست. j این از یکی ریشۀ A راست ویژۀ مقدار هر روشنی به می شود. تعریف

چندگانگی است. آن ریشۀ λ که است تحویل ناپذیری عامل به متناظر ریشه ایِ زیرفضای بعد ،σ(A) در

حقیقی) فضای واقع (در مجموعۀ توسط تولید شده کواترنیونی فضای بعد ،λ ∈ σ(A) هندسی١٩

می شود. تعریف
{
X ∈ Hn : AX = Xλ

}
از B خانوادۀ با مشابه Aرا خانوادۀ .A,B ⊆ Mn(D) و تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .۴ . ۵ تعریف
P ∈ Mn(D) وارون پذیر ماتریس یک گاه هر می دهیم، Aنمایش ∼ B با و گوییم، Mn(D) در ماتریس ها

که طوری به باشد موجود

A = P−١BP =
{
P−١BP : B ∈ B

}
.

،A ∼ B می نویسیم و است، B ∈ Mn(D) ماتریس با مشابه A ∈ Mn(D) ماتریس گوییم طبیعی، طور به

رابطۀ یک ماتریس ها، خانواده های تشابه رابطۀ که داد نشان می توان راحتی به .{A} ∼ {B} گاه هر

یک ،Mn(D) در ماتریس ها تشابه رابطۀ مشابه، طور به و است؛ Mn(D) توانی مجموعۀ روی هم ارزی

است. Mn(D) روی هم ارزی رابطۀ

همچنین، است. بسته کواترنیون ها تشابه تحت Mn(H) در ماتریس یک طیف می دهیم نشان زیر لم در

یکسان راست ویژۀ مقادیر جبری چندگانگی های و هستند مساوی های طیف دارای مشابه، ماتریس دو

برابرند. آنها

17Root subspace
18Algebraic multiplicity
19Geometric multiplicity



١١۵١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

برقرارند. زیر احکام صورت این در .A, B ∈ Mn(H) کنید فرض .۵ . ۵ لم
می گیرد. قرار σ(A) در هم λ تشابهی مدار آنگاه ،λ ∈ σ(A) اگر (١)

.σ(A) = σ(B) آنگاه ،A ∼ B اگر (٢)

برابرند. آنها یکسان راست ویژۀ مقادیر جبری چندگانگی های آنگاه ،A ∼ B اگر (٣)

ویژۀ مقدار به متناظر u ∈ Hn \ {٠} راست ویژۀ بردار یک اگر .λ ∈ σ(A) کنید فرض (١) اثبات.

داریم α ∈ H \ {٠} هر ازای به آنگاه بگیریم، نظر در را λ راست

A(uα) = uα(α−١λα).

مدارهای رو، این از است. α−١λα راست ویژۀ مقدار به متناظر A راست ویژۀ بردار یک uα بنابراین

می گیرند. قرار A طیف در نیز A راست ویژۀ مقادیر

حال .A = PBP−١ که طوری به است موجود P ∈ GLn(H) پس ،A ∼ B که آنجا از ابتدا (٢)

پس .Ax = xλ که است موجود x ∈ Hn \ {٠} پس .λ ∈ σ(A) کنید فرض

PBP−١x = xλ.

،λ ∈ σ(B) اگر صورت، همین به .λ ∈ σ(B) پس .P−١x , ٠ و BP−١x = P−١xλ نتیجه، در

.λ ∈ σ(A) آنگاه

یک f اگر .Q−١AQ = B که است موجود Q ∈ GLn(H) یک ،A ∼ B که آنجا از (٣)

آنگاه باشد، حقیقی ضرایب با دلخواه چندجمله ای

f (B) = Q−١ f (A)Q.

همچنین، هستند. ،p = p
m١
١ · · · p

mk
k مانند یکسانی، مینیمال چندجمله ای های دارای B و A بنابراین

λ ∈ σ(A) = دلخواه راست ویژۀ مقدار به متناظر A ریشه ای Mزیرفضای j := ker p j(A)
m j اگر

زیرا ker p j(B)
m j = Q−١ ker p j(A)

m j که دید می توان روشنی به آنگاه ،p j(λ) = ٠ که باشد، σ(B)



١١۶١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

بنابراین، .p j(B)
m j = Q−١ p j(A)

m jQ

dim ker p j(B)
m j = dim ker p j(A)

m j

یکسان B هم و A هم راست ویژۀ مقدار یک عنوان به λ ∈ σ(A) = σ(B) جبری چندگانگی لذا و

می کند. کامل را برهان این است.

(ضربی) نیم گروه٢٠ یک را S زیرمجموعۀ .S ⊆ Mn(D) و تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .۶ . ۵ تعریف
یک را S از J زیرمجموعۀ همچنین، باشد. بسته ماتریس ها ضرب عمل تحت اگر گوییم Mn(D) در

.JS ∈ J و S J ∈ J باشیم داشته J ∈ J و S ∈ S هر ازای به اگر گوییم S (نیم گروهی) ایده ال٢١

یک زیرحلقۀ A و ،D مرکز ،Z(D) زیرمیدان یک F تقسیم، حلقۀ یک D کنید فرض .٧ . ۵ تعریف
باشد. بسته F اعضای در اسکالر ضرب به نسبت اگر گوییم F-جبر٢٢ یک را A حلقۀ باشد. Mn(D)

AlgF(S) با را ٢٣S توسط تولیدشده F-جبر بگیرید. نظر در را Mn(D) در S نیم گروه همچنین،

صورت به و می دهیم نمایش

 k∑
i=١
αiS i : k ∈ N, αi ∈ F, S i ∈ S, ١ ≤ i ≤ k


است. ٢۴S توسط تولیدشده F-خطی فضای AlgF(S) واقع، در می شود. تعریف

Mn(D) در A ماتریس باشد. Z(D) زیرمیدان یک F و تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .٨ . ۵ تعریف
باشد موجود p ∈ F[x] مانند چندجمله ای یک گاه هر گوییم F-جبری اختصار به یا جبری F روی را

.p(A) = ٠ که

20Semigroup
21Ideal
22F-algebra
23F-algebra generated by S
24F-linear span of S



١١٧١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

تحویل ناپذیر٢۵ ،Mn(D) در ماتریس ها از F خانوادۀ باشد. تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .٩ . ۵ تعریف
،x ∈ Dn \ {٠} هر ازای به گاه هر می شود نامیده

Sem(F )x =
{
Ax : A ∈ Sem(F )

}
,

تولیدشده ضربی نیم گروه نشانگر Sem(F ) :=
∪∞

n=١ F n آن در که کند، تولید را Dn راست برداری فضای

.⟨Sem(F )x⟩D = Dn دیگر، بیان به است. F توسط

Mاز زیرفضای باشد. Mn(D) در خانواده ای F و تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .١٠ . ۵ تعریف
بیان به .Am ∈ M ،A ∈ F هر و m ∈ M هر ازای به گاه هر می شود نامیده پایا ٢۶F تحت Dn

A تحت را Dn Mاز زیرفضای نیز Mهستند. مشترک پایای زیرفضای دارای F اعضای دیگر،

Mn(D) بدیهی پایای زیرفضاهای Dn و {٠} روشنی، به باشد. پایا {A} Mتحت گاه هر گوییم پایا

می دهیم. نمایش Lat(F ) با را F تحت پایا زیرفضاهای مجموعۀ هستند.

Mn(D) در F خانوادۀ صورت این در .n > ١ و باشد تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .١١ . ۵ مشاهده
هیچ ،Dn روی خطی تبدیلات از مجموعه ای عنوان به ،F اعضای اگر تنها و اگر است تحویل ناپذیر

باشند. نداشته بدیهی پایای زیرفضاهای جز به پایایی زیرفضای

نامیده تحویل پذیر٢٧ Mn(D) در F خانوادۀ باشد. تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .١٢ . ۵ تعریف
نابدیهی پایای زیرفضای یک دارای F یا F = {٠} معادل، طور به نباشد. تحویل ناپذیر گاه هر می شود

باشد.
٢٨D گسترش) (یا توسیع یک را E تقسیم حلقۀ باشد. تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .١٣ . ۵ تعریف
هستند. E و D مرکزهای ترتیب به Z(E) و Z(D) آن در که Z(D) ⊂ Z(E) و D ⊂ E گاه هر گوییم

مطلق طور به را Mn(D) در F خانوادۀ باشد. تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .١۴ . ۵ تعریف
D توسیع های همۀ روی گاه هر گوییم مطلق) تحویل ناپذیر یا تحویل ناپذیر (مطلقا تحویل ناپذیر٢٩

25Irreducible
26Invariant under F
27Reducible
28Extension of D
29Absolutely irreducible



١١٨١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

باشد. تحویل ناپذیر

مطلق طور به Mn(F) در F خانوادۀ صورت این در باشد. میدان یک F کنید فرض .١۵ . ۵ لم
.AlgF(F ) = Mn(F) اگر تنها و اگر است تحویل ناپذیر

تحویل ناپذیر مطلق طور به F کنید فرض ابتدا باشد. F جبری بستار نشانگر F کنید فرض اثبات.

قضیۀ بر بنا پس است، بسته جبری طور به F که آنجا از است. تحویل ناپذیر F ⊆ Mn(F) پس باشد.

داریم ،[١ . ٢ . ٢ قضیۀ ،١٣] برنساید

AlgF(F ) = ⟨Sem(F )⟩F = Mn(F).

مانند مجموعه ای نتیجه در

{
T١, . . . , Tn٢

} ⊆ Sem(F ) ⊆ Mn(F)

Mn(F) برای پایه یک مجموعه این نتیجه در است. خطی مستقل ،F روی لذا و ،F روی که است موجود

حکم می کند. ثابت را حکم که است، AlgF(F ) = ⟨Sem(F )⟩F = Mn(F) رو این از و می دهد، تشکیل

می کند. کامل را برهان این است. بدیهی عکس جهت در

را F خانوادۀ باشد. Mn(D) در خانواده ای F و تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .١۶ . ۵ تعریف
باشند. Dn در n طول به ماکسیمال زنجیر یک شامل F پایای زیرفضاهای گاه هر گوییم مثلثی پذیر٣٠

صورت به زیرفضاها از زنجیری ماکسیمال زنجیر چنین هر واقع، در

{٠} = V٠ ⊆ V١ ⊆ · · · ⊆ Vn = Dn

مثلثی ساز٣١ زنجیر یک زنجیری، چنین است. F -بعدی j پایای زیرفضای یک ،V j هر آن در که است،

30Triangularizable
31Triangularizing chain



١١٩١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

است مثلثی پذیر Mn(D) در F خانوادۀ که دید می توان آسانی به نیز می شود. نامیده F برای زیرفضاها از

ماتریسی نمایش های دارای F اعضای آن به نسبت که باشد موجود Dn برای پایه یک اگر تنها و اگر

خانوادۀ ماتریس ها، زبان به همچنین، گوییم. F مثلثی ساز٣٢ پایۀ یک را پایه ای چنین هستند. بالا مثلثی

به باشد موجود P ∈ Mn(D) وارون پذیر ماتریس یک اگر تنها و اگر است مثلثی پذیر Mn(D) در F
را A ∈ Mn(D) ماتریس که است روشن است. بالامثلثی ماتریس های از متشکل P−١F P که طوری

باشد. مثلثی پذیر {A} ⊆ Mn(D) گاه هر گوییم مثلثی پذیر

D تقسیم حلقۀ روی راست برداری فضای یک V آن در که V
N

قسمتی٣٣ خارج فضای آورید یاد به

جمع با که می شود تعریف V
N = {[x] = x +N : x ∈ V} صورت به است V از زیرفضا یک N و

(خوش تعریف) اسکالر ضرب و

[x] + [y] := [x + y], [x]λ := [xλ], (x ∈ V, λ ∈ D)

Q = KN صورت به Q ≤ V
N زیرفضای هر روشنی، به می دهد. D روی برداری فضای یک تشکیل

.K = {k ∈ V : k +N ∈ Q} واقع در N؛ ⊊ K و K ≤ V آن در که است،

T V
N

قسمتی) (خارج خطی عملگر باشد. T پایای زیرفضا یک N و T ∈ L(V) کنید فرض

(خوش تعریف) دستور با V
N روی

T V
N

(x +N) = T (x) +N , (x ∈ V)

به گذر با گوییم را خطی تبدیلات خانواده های از P ویژگی می کنیم یادآوری همچنین، می شود. تعریف

هر ازای به آنگاه باشد، P خاصیت دارای F ⊆ L(V) اگر گاه هر می رسد ارث به قسمت خارج

قسمتی خارج خانوادۀ ،M ⊆ N M,Nکه ∈ Lat(F )

FN
M

:=
{
TN
M
∈ L(N/M) : T ∈ F

}
32Triangularizing basis
33Quotient space
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باشد. P ویژگی دارای نیز

F ⊆ L(V) اگر است. زیر بدیهی مشاهدات از سرراست نتیجه ای مثلثی سازی لم به معروف زیر گزارۀ

آن در که ،Q =
KQ
M اگر تنها و اگر Q ∈ Lat

(
FN
M

)
آنگاه ،M ⊆ N و M,N ∈ Lat(F ) و

ویژه، به .M ⊆ KQ ⊆ N و KQ ∈ Lat(F ) روشنی به و ،KQ =
{
n ∈ N : n +M ∈ Q}

،KQ =
{
n ∈ N : n +M ∈ Q} آن در که ،Q =

KQ
M اگر تنها و اگر است نابدیهی Q ∈ Lat

(
FN
M

)
.M ⊊ KQ ⊊ N و KQ ∈ Lat(F ) علاوه به و

خطی تبدیلات خانواده های ویژگی یک P و تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض (مثلثی سازی) .١٧ . ۵ لم
هر اگر می رسد. ارث به قسمت خارج به گذر با که باشد D تقسیم حلقۀ روی متناهی بعد فضاهای روی

تحویل پذیر واحد از بیشتر بعد با متناهی بعد فضای یک روی P خاصیت دارای خطی تبدیلات از خانواده

است. مثلثی پذیر P ویژگی دارای خطی تبدیلات از خانواده هر آنگاه باشد،

حلقه های روی برداری فضاهای چارچوب در [۴ . ١ . ١ لم ،١٣] برهانِ بازنویسی واقع در که برهان اثبات.

(یا راست برداری فضای یک V کنید فرض می آوریم. مطلب ارائۀ بودن کامل باب از را است تقسیم

کنید فرض باشد. P خاصیت دارای F ⊆ L(V) خانوادۀ و D تقسیم حلقۀ روی n > ١ بعد با چپ)

{٠} =M٠ ≤ · · · ≤ Mk = V,

نشان با باشد. F (متمایز) پایای زیرفضاهای از ماکسیمال زنجیر یک ،k ≤ n و k ∈ N آن در که

می کنیم. ثابت را حکم ،١ ≤ i ≤ k = n هر ازای به dim
Mi
Mi−١

= ١ نتیجه در و ،k = n اینکه دادن

.dim
Mi
Mi−١

> ١ که طوری به است موجود ١ ≤ i ≤ k یک لذا و ،k < n کنید فرض خلف، برهان به

که می شود نتیجه فرض از ولی

F Mi
Mi−١

:=
{
T Mi
Mi−١

∈ L(Mi/Mi−١
)

: T ∈ F
}

قسمتی خارج خانوادۀ بنابراین، .dim
Mi
Mi−١

> ١ و است P خاصیت دارای زیرا است تحویل پذیر
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که است، K ∈ Lat(F ) یک ازای به Q = K
Mi−١

نابدیهی پایای زیرفضای یک دارای F Mi
Mi−١

که می کند ایجاب روشنی به امر این .Mi−١ ⊊ K ⊊Mi

{٠} =M٠ ≤ · · · ≤ Mk = V

نتیجه در است. تناقض در فرض با که نیست، F (متمایز) پایای زیرفضاهای از ماکسیمال زنجیری

می کند. کامل را برهان این و ،k = n

است. زیر گزارۀ مثلثی سازی لم از سرراست نتیجه ای

صورت این در باشد. D مرکز Z(D) و تقسیم، حلقۀ یک D ،n ∈ N کنید فرض .١٨ . ۵ قضیه
است Z(D) در ضرایب با مینیمال چندجمله ای دارای که ویژگی این با Mn(D) در ماتریس هر (i)

است. مثلثی پذیر می شود تجزیه D مرکز روی خطی عوامل به که

است. مثلثی پذیر Z(D) در طیف با مثلثی پذیر ماتریس های از جابه جایی گردایۀ هر (ii)

Z(D) در ضرایب با مینیمال چندجمله ای دارای خطی تبدیل یک که ویژگی این روشنی به (i) اثبات.

نتیجه، در می رسد. ارث به قسمت خارج به گذر با می شود تجزیه D مرکز روی خطی عوامل به که است

به Mn(D) در ماتریسی چنین هر ،n > ١ هر ازای به که کنیم ثابت است کافی مثلثی سازی لم به توجه با

یک دارای ماتریسی چنین هر زیرا است بدیهی مطلب این اما است. تحویل پذیر خطی تبدیل یک عنوان

نابدیهی و پایا زیرفضایی ویژه ای مقدار چنین هر به متناظر ویژۀ فضای و است D مرکز در ویژه مقدار

است. شده گرفته نظر در ماتریس برای

از گردایه یک که ویژگی این روشنی به است. (i) برهان مشابۀ است، استاندارد که برهان، (ii)

با مینیمال چندجمله ای های دارای که بوده خطی تبدیلاتی از متشکل و بوده جابه جایی خطی تبدیلات

به قسمت خارج به گذر با می شوند تجزیه D مرکز روی خطی عوامل به که هستند Z(D) در ضرایب

چنین هر ،n > ١ هر ازای به که کنیم ثابت است کافی مثلثی سازی لم به توجه با نتیجه، در می رسد. ارث

است بدیهی مطلب این اما است. تحویل پذیر خطی تبدیلات از گردایه ای عنوان به ماتریس ها از گردایه ای

شامل یا است، تحویل پذیر روشنی به که است، اسکالر ماتریس های از متشکل یا گردایه ای چنین هر زیرا

متناظر ویژۀ فضای صورت این در است. D مرکز در ویژه مقدار یک دارای که است اسکالر غیر ماتریسی
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را برهان این است. شده گرفته نظر در گردایۀ برای نابدیهی و پایا زیرفضایی ویژه ای مقدار چنین هر به

می کند. کامل

اینکه برای معیاری کلی طور به ،D ناجابه جایی و کلی تقسیم حلقۀ یک ازای به که، است گفتن شایان

گردایۀ هر آیا اینکه همچنین ندارد. وجود باشد تحویل پذیر یا مثلثی پذیر Mn(D) در شده داده ماتریس یک

یک ازای به البته، است. باز مسأله ای است مثلثی پذیر Mn(D) در مثلثی پذیر ماتریس های از جابه جایی

اگر است ابرتحویل پذیر تحویل پذیر، مثلثی پذیر، ترتیب به Mn(F) در شده داده ماتریس یک F کلی میدان

مشخصه اش چند جمله ای شود، تجزیه F روی خطی عوامل به مینیمالش چندجمله ای ترتیب به اگر تنها و

کنید. رجوع [٢ . ٢ . ٢٠ و ١ . ١ . ١ لم های ،١٨] به باشد؛ تحویل پذیر مینیمالش چند جمله ای باشد، تحویل پذیر

Mn(F) در مرکزسازش٣۵ گاه هر گوییم ابرتحویل پذیر٣۴ را Mn(F) در ماتریس یک که می شویم یادآور

باشد. تحویل پذیر

طبیعی طوری به را هستند جبری Z(D) روی که Mn(D) در مثلثی پذیر ماتریس های طیف زیر قضیۀ

می کند. توصیف ماتریس مثلثی شدۀ فرم هر قطری درایه های حسب بر

Z(D) روی همچنین و بوده مثلثی پذیر A ∈ Mn(D) و تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .١٩ . ۵ قضیه
صورت این در باشد. جبری

σ(A) =
{
α−١βα : α ∈ D \ {٠}, β ∈ D(B)

}
= Sim(D(B)),

قطر روی درایه های مجموعۀ D(B) و است مشابه A با که است بالامثلثی ای ماتریس هر B آن در که

است. B ماتریس اصلی

ثابت نخست است. بالامثلثی ماتریس یک B = (bi j) ∈ Mn(D) آن در که ،A ∼ B کنید فرض اثبات.

به bii ∈ σ(B) = σ(A) کنیم ثابت است کافی ،۵ . ۵ لم به توجه با .Sim(D(B)) ⊆ σ(A) می کنیم

بدیهی n = ١ ازای به حکم می کنیم. ثابت n ∈ N روی استقرا با را حکم این .١ ≤ i ≤ n هر ازای

ماتریس های برای را آن کرده، فرض n ∈ N از کمتر اندازۀ با بالامثلثی ماتریس های برای را حکم است.

34Hyperreducible
35Centralizer
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،B =

B١ bt

٠ bnn

 نتیجه در .B١ = (bi j) ∈ Mn−١(D) دهید قرار می کنیم. ثابت n ∈ N اندازۀ با

اینکه به توجه با اکنون .٠ = (٠, . . . , ٠) ∈ Dn−١ و b = (b١n, . . . , bn−١n) ∈ Dn−١ آن در که

منظور این برای .bnn ∈ σ(B) کنیم ثابت است کافی تنها استقرا، فرض به توجه با و σ(B١) ⊆ σ(B)

ازای به Sim(bii) ⊆ σ(B١) ⊆ σ(B) ،۵ . ۵ لم به لذا و ،bii ∈ σ(B١) استقرا فرض به بنا که آنجا از

F آن در که ،p ∈ F[x] کنید فرض .bnn < Sim(D(B١)) که کرد فرض می توان ،١ ≤ i ≤ n − ١ هر

،٨] دِکسون٣۶ قضیۀ از نتیجه در باشد. bnn مینیمال چندجمله ای است، D تقسیم حلقۀ مرکز نشانگر

یک که می گیریم نتیجه [٨ . ٢ . ٢ لم ،۵] از بنابراین است. وارون پذیر p(B١) که درمی یابیم [١٠٣ صفحۀ

p(B١) ولی p(bnn) = ٠ زیرا B١x١− x١bnn = −bt که طوری به است موجود x١ ∈ Dn−١ یگانۀ عضو

آنگاه ،xt = (xt
١, ١) ∈ Dn دهیم قرار اگر دیگر، عبارت به است. وارون پذیر

Bx =

B١ bt

٠ bnn


x١

١

 =
x١

١

 bnn = xbnn,

σ(A) = دهیم نشان می ماند برهان، اتمام برای ماست. نظر مطلوب حکم همان که ،bnn ∈ σ(B) لذا و

نتیجه در باشد. دلخواه عضوی λ ∈ σ(B) کنید فرض منظور این برای .σ(B) ⊆ Sim(D(B))

داشت خواهیم ،xn , ٠ اگر .Bx = xλ که طوری به است موجود x =


x١
...

xn

 ∈ Dn \ {٠} یک

بزرگترین را ١ ≤ i < n عدد ،xn = ٠ اگر و .λ = x−١
n bnnxn ∈ Sim(D(B)) آنجا از و ،bnnxn = xnλ

استدلال مشابه استدلالی اکنون .i < j ≤ n هر ازای به x j = ٠ ولی xi , ٠ که کنید اختیار اندیسی

،σ(B) ⊆ Sim(D(B)) نتیجه در .λ = x−١
i biixi ∈ Sim(D(B)) لذا و ،biixi = xiλ می دهد نشان بالا

می کند. کامل را برهان که

کواترنیون ها مختلط و حقیقی ماتریسی نمایش های . ۶

36L.E. Dickson’s theorem
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مرسوم، طور به می شویم. یادآور را M٢(R) در مختلط، اعداد میدان ،C استاندارد نمایش نخست
نشانندۀ٣٧ طریق از را مختلط اعداد میدان

ε : C→ M٢(R), ε(a + bi) :=

a −b

b a

 ,
بر مختلط اعداد استاندارد نمایش نمایش، این گرفت. نظر در M٢(R) زیرمجموعۀ یک عنوان به می توان

کواترنیون ها، تقسیم حلقۀ ،H همچنین، می شود. نامیده حقیقی درایه های با ٢ × ٢ ماتریس های حسب

نشاننده های طریق از را

ε′ : H→ M٢(C), ε′(z + w j) :=

 z w

−w z


و

ε′′ : H→ M۴(R), ε′′(a + bi + c j + dk) :=



a −b c −d

b a d c

−c −d a b

d −c −b a


,

را نمایش ها این گرفت. نظر در M۴(R) و M٢(C) زیرمجموعۀ یک عنوان به ترتیب، به می توان،

می نامیم. M۴(R) و M٢(C) در ترتیب، به ،H استاندارد نمایش های

نشانندۀ طریق از طبیعی، طور به سپس

εn : Mn(C)→ M٢n(R), εn([zi, j]n
i, j=١) := [ε(zi, j)]n

i, j=١,

طور به همچنین، گرفت. نظر در M٢n(R) زیرمجموعۀ یک عنوان به می توان را Mn(C) حقیقی جبر

37Embedding
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نشاننده های طریق از مشابه،

ε′n : Mn(H)→ M٢n(C), ε′n([qi, j]n
i, j=١) := [ε′(qi, j)]n

i, j=١,

و

ε′′n : Mn(H)→ M۴n(R), ε′′n ([qi, j]n
i, j=١) := [ε′′(qi, j)]n

i, j=١,

گرفت. نظر در M۴n(R) و M٢n(C) زیرمجموعۀ یک عنوان به ترتیب، به می توان، را Mn(H) حقیقی جبر

همچنین است. Mn
(
ε(C)
) ⊆ M٢n(R) ما منظور ،Mn(C) ⊆ M٢n(R) می نویسیم وقتی پس، این از

طور به هم موارد بقیۀ در است. Mn
(
ε′′(H)

) ⊆ M۴n(R) ما منظور ،Mn(H) ⊆ M۴n(R) می نویسیم وقتی

و ε′ ،ε نمادهای راحتی برای باشد، نداشته وجود ابهامی که صورتی در اغلب، می کنیم. عمل مشابه

ازای به ساده، مشاهده ای عنوان به می بریم. کار به ε′′n و ε′n ،εn نمادهای جای به ترتیب، به را، ε′′

ماتریس های ،A ∈ Mn(H) هر

A ∈ Mn(H), ε′n(A) ∈ M٢n(C), ε′′n (A) ∈ M۴n(R),

فوق نشاننده های ویژگی های از برخی هستند. یکسانی حقیقی ضرایب با مینیمال چندجمله ای های دارای

است. آمده [٣٧ تا ٣٣ صفحات ،١۴] در

تحویل ناپذیر نمایش هایی ،ε′′n و ε′n ،εn همچنین و ،ε′′ و ε′ ،ε که می کنند حکم زیر گزارۀ دو

هستند.

M٢(C) ،M٢(R) در H و H ،C نمایش های ترتیب، به که، ε′′ و ε′ ،ε نشاننده های .١ . ۶ قضیه
برقرارند. زیر احکام صورت این در بگیرید. نظر در را هستند M۴(R) و

ε(C) ⊂ M٢(R) دیگر، عبارت به است. M٢(R) در C از تحویل ناپذیر نمایش  یک ε نشانندۀ (i)

است. تحویل ناپذیر R-جبر یک

ε′(H) ⊂ M٢(C) دیگر، عبارت به است. M٢(C) در H از تحویل ناپذیر نمایش  یک ε′ نشانندۀ (ii)

است. تحویل ناپذیر R-جبر یک

ε′′(H) ⊂ دیگر، عبارت به است. M۴(R) در H از تحویل ناپذیر نمایش  یک ε′′ نشانندۀ (iii)



١٢۶١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

است. تحویل ناپذیر R-جبر یک M۴(R)

حکم پس است. حقیقی ویژه مقدار فاقد زیرا است تحویل ناپذیر M٢(R) در ε(i) ماتریس (i) اثبات.

است. برقرار

C روی {ε′(١), ε′(i), ε′( j), ε′(k)} مجموعۀ که دهیم نشان است کافی حکم اثبات برای (ii)

و α١, . . . , α۴ ∈ C کنید فرض منظور، این برای است. خطی  مستقل

α١ε
′(١) + α٢ε

′(i) + α٣ε
′( j) + α۴ε

′(k) = ٠.

نتیجه، در .−α٣ + iα۴ = ٠ و ،α٣ + iα۴ = ٠ ،α١ − iα٢ = ٠ ،α١ + iα٢ = ٠ می آوریم دست به

است. تحویل ناپذیر R-جبر یک ε′(H) ⊂ M٢(C) پس .α١ = · · · = α۴ = ٠

منظور، این برای .x٠ ∈ R۴ \ {٠} هر ازای به ε′′(H)x٠ = R۴ دهیم نشان است کافی (iii)

-R عنوان به ε′′(H) برای پایه یک B = {ε′′(١), ε′′(i), ε′′( j), ε′′(k)
}

که کنید توجه نخست

B١ = بگیرید و کرده اختیار دلخواه را x٠ ∈ R۴ \ {٠} عضو حال، است. M۴(R) در جبر

پایه یک B١ دهیم نشان که است کافی حکم اثبات برای .
{
ε′′(١)x٠, ε

′′(i)x٠, ε
′′( j)x٠, ε

′′(k)x٠
}

کنید فرض است. خطی مستقل R۴ در B١ می دهیم نشان منظور، این برای است. R۴ برای

که طوری به α١, . . . , α۴ ∈ R

α١ε
′′(١)x٠ + α٢ε

′′(i)x٠ + α٣ε
′′( j)x٠ + α۴ε

′′(k)x٠ = ٠.

داریم سپس

ε′′(α١ + α٢i + α٣ j + α۴k)x٠ =
(
α١ε

′′(١) + α٢ε
′′(i) + α٣ε

′′( j) + α۴ε
′′(k)
)
x٠ = ٠.

روشنی، به ،x٠ ∈ R۴ \ {٠} و است وارون پذیر ،ε′′(H) در لذا و ،H در ناصفر عضو هر که آنجا از اما

نتیجه در .α١ + α٢i + α٣ j + α۴k = ٠ آنجا از و ،ε′′(α١ + α٢i + α٣ j + α۴k) = ٠ درمی یابیم

تحویل ناپذیر R-جبر یک ε′′(H) ⊂ M۴(R) پس .ε′′(H)x٠ = R۴ بنابراین، .α١ = · · · = α۴ = ٠

است.



١٢٧١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

است. برقرار زیر نتیجۀ بالا، قضیۀ با مشابه

تحویل ناپذیر R-جبرهای ترتیب به Mn(H) و Mn(C) صورت این در .n > ١ کنید فرض .٢ . ۶ نتیجه
هستند. M۴n(R) و M٢n(C) ،M٢n(R) در

حکمی برهان از هستند تحویل ناپذیر M۴n(R) و M٢n(R) در ترتیب به Mn(H) و Mn(C) اینکه اثبات.

بخش مشابۀ است تحویل ناپذیر M٢n(C) در Mn(H) اینکه می شود. نتیجه [۴٩ صفحۀ ،١٨] در مشابه

مستقل ماتریس ۴n٢ شامل Mn(H) اینکه دادن نشان با دقیق تر، طور به می شود؛ ثابت قبل قضیۀ دوم

است. C روی خطی

برنساید قضیۀ حقیقی روایت های . ٧

ماتریس های از گروه یک می کند حکم که کرد ثابت قضیه ای ،[۴٣٣ صفحۀ ،۴] در برنساید ویلیام

باشد. Mn(C) برای برداری فضای پایۀ یک شامل گروه این اگر تنها و اگر است تحویل ناپذیر مختلط

قضیۀ به موسوم روایت این است. برقرار نیز مختلط ماتریس های نیم  گروه های برای بالا معیار واقع در

یک F کنید فرض دارد. زیر صورت به ماتریسی جبرهای حسب بر همزادی البته که است، برنساید٣٨

بخش، این در است. خودش Mn(F) تحویل ناپذیر زیرجبر تنها صورت این در باشد. جبری بستۀ میدان

می دهیم. ارائه Mn(F) تحویل ناپذیر حقیقی زیرجبرهای از توصیفی یا برنساید، قضیۀ نوع از گزاره ای

،١۶] در و داریم نیاز آن به ادامه در که می کنیم بیان را ودربرن-آرتین٣٩ قضیۀ نوع از قضیه ای ابتدا

است. شده ثابت [٢ . ٢ قضیۀ

F-جبر یک A و ،D مرکز زیرمیدان یک F تقسیم، حلقۀ یک D ،n ∈ N کنید فرض .٧ . ١ قضیه
در ناصفر رتبۀ کوچکترین r ∈ N کنید فرض باشد. Mn(D) در F-جبری ماتریس های از تحویل ناپذیر

Mn
r

(∆) با مشابه A و است بخش پذیر r بر n صورت این در باشد. A ناصفر اعضای رتبه های بین

به است. Mr(D) در F-جبری ماتریس های از تحویل ناپذیر تقسیم F-جبر یک ∆ آن در که است،

38Burnside’s theorem
39Wedderburn-Artin type theorem



١٢٨١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

تنها و اگر است، D از F-جبری تقسیم زیرحلقۀ یک ∆١ آن در که است، Mn(∆١) با مشابه A ویژه،

.r = ١ اگر

(i) بخش می دهد. دست به Mn(H) و ،Mn(C) ،Mn(R) حقیقی زیرجبرهای از توصیفی زیر قضیۀ

(ii) بخش کنید. رجوع [۴١۵ صفحۀ ،١١] و [۶ قضیۀ ،١٠] به نمونه، برای است. استاندارد زیر قضیۀ

که ،(iii) بخش است. نشده آورده جایی هیچ در داریم اطلاع که جایی تا ولی است استاندارد که چند هر

آمده [١٠] در بار نخستین برای ولی است یاحقی بامداد از است، [١٠ قضیۀ ،١٠] از خاصی حالت

است.

r ∈ N و ،Mn(R) در ماتریس ها از تحویل ناپذیر R-جبر Aیک ،n ∈ N کنید فرض (i) .٧ . ٢ قضیه
مقدار سه از یکی دارای می کند، عاد را n که ،r صورت این در باشد. A در ناصفر رتبۀ کوچکترین

به اینکه، حسب بر A ∼ Mn
۴

(H) یا ،A ∼ Mn
٢

(C) یا ،A = Mn(R) علاوه به و است، ۴ یا ،٢ ،١

.r = ١ اگر تنها و اگر A = Mn(R) ویژه، به باشد. r = ۴ یا ،r = ٢ ،r = ١ ترتیب،

r ∈ N و ،Mn(C) در ماتریس ها از تحویل ناپذیر R-جبر یک A ،n ∈ N کنید فرض (ii)

از یکی دارای می کند، عاد را n که ،r صحیح عدد صورت این در باشد. A در ناصفر رتبۀ کوچکترین

A ∼ Mn
٢

(H) و ،r = ١ گاه هر A ∼ Mn(R) یا A = Mn(C) علاوه به و است، ٢ یا ١ مقدار دو

.r = ٢ گاه هر

r ∈ N و ،Mn(H) در ماتریس ها از تحویل ناپذیر R-جبر یک A ،n ∈ N کنید فرض (iii)

یا ،A ∼ Mn(C) یا ،A = Mn(H) و r = ١ صورت این در باشد. A در ناصفر رتبۀ کوچکترین

.A ∼ Mn(R)

در ناصفر رتبۀ کوچکترین r ∈ N آن در که است، مشابه Mn
r

(∆) با A ،٧ . ١ قضیۀ بر بنا (i) اثبات.

فروبنیوس۴٠، قضیۀ بر بنا است. Mr(R) در ماتریس ها از تحویل ناپذیر تقسیم R-جبر یک ∆ و A
R-جبر یک ∆ زیرا r = dimR ∆ اما .∆ � R یا ∆ � C یا ∆ � H ،[١٣ . ١٢ . ۵ قضیۀ ،٩]

آنگاه ،r = ١ اگر است. ۴ یا ٢ یا ١ ،r مقدار نتیجه در است. Mr(R) در تحویل ناپذیر تقسیم

اسکولم-نوتر۴١، قضیۀ از دیگر، حالت دو در می شود. نتیجه ٧ . ١ قضیۀ از حکم حالت این در که ،∆ � R

40Frobenius’ theorem
41Skolem-Noether theorem



١٢٩١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

.r = ۴ گاه هر ∆ ∼ H ⊆ M۴(R) یا ،r = ٢ گاه هر ∆ ∼ C ⊆ M٢(R) درمی یابیم ،[ ٣٩ صفحۀ ،٧]

می شود. نتیجه ٧ . ١ قضیۀ از حکم روشنی، به حال

A در ناصفر رتبۀ کوچکترین r ∈ N آن در که است، مشابه Mn
r

(∆) با A ،٧ . ١ قضیۀ بر بنا (ii)

∆ � H فروبنیوس، قضیۀ بر بنا است. Mr(C) در ماتریس ها از تحویل ناپذیر تقسیم R-جبر یک ∆ و

می آوریم دست به اسکولم-نوتر قضیۀ از آنگاه ،∆ � C یا ∆ � R اگر .∆ � R یا ∆ � C یا

دو هر در که ،∆ � C گاه هر ∆ ∼ C١Mr(C) ⊆ Mr(C) یا ،∆ � R گاه هر ∆ ∼ R١Mr(C) ⊆ Mr(C)

.dimR ∆ = ۴ آنگاه ،∆ � H اگر است. تحویل ناپذیر Mr(C) در ∆ زیرا r = ١ می شود نتیجه حالت

∆ برنساید، قضیۀ بر بنا نتیجه، در است. Mr(C) در تحویل ناپذیر ضربی نیم گروه یک ∆ طرفی، از

اما .r ≤ ٢ می دهد نتیجه که dimR ∆ ≥ r٢ رو، این از است. C روی خطی مستقل عضو r٢ شامل

می آوریم دست به اسکولم-نوتر قضیۀ از دوباره، .r = ٢ پس نیست. جابه جایی ∆ � H زیرا r > ١

می شود. نتیجه ٧ . ١ قضیۀ از حکم بنابراین، .∆ � H گاه هر ∆ ∼ H ⊆ M٢(C)

در ناصفر رتبۀ کوچکترین r ∈ N آن در که است، مشابه Mn
r

(∆) با A ،٧ . ١ قضیۀ بر بنا (iii)

فروبنیوس، قضیۀ بر بنا است. Mr(H) در ماتریس ها از تحویل ناپذیر تقسیم R-جبر یک ∆ و A
∆ ∼ C١Mr(H) یا ∆ ∼ H١Mr(H) اسکولم-نوتر، قضیۀ بر بنا پس .∆ � R یا ∆ � C یا ∆ � H

یا ∆ ∼ H بنابراین، است. تحویل ناپذیر Mr(H) در ∆ زیرا r = ١ نتیجه، در .∆ ∼ R١Mr(H) یا

می شود. کامل برهان ،٧ . ١ قضیۀ از استفاده با لذا، و ،∆ ∼ R یا ∆ ∼ C

بالاست. قضیۀ از سرراست نتیجه ای زیر گزارۀ

تحویل پذیر یک از بیشتر اندازۀ از حقیقی تحویل پذیر ماتریس های از جابه جایی گردایۀ هر (i) .٧ . ٣ قضیه
است. مثلثی پذیر حقیقی مثلثی پذیر ماتریس های از جابه جایی گردایۀ هر است.

گردایۀ هر است. تحویل پذیر یک از بیشتر اندازۀ از مختلط ماتریس های از جابه جایی گردایۀ هر (ii)

است. مثلثی پذیر مختلط ماتریس های از جابه جایی

هر است. تحویل پذیر یک از بیشتر اندازۀ از کواترنیونی ماتریس های از جابه جایی گردایۀ هر (iii)

است. مثلثی پذیر کواترنیونی ماتریس های از جابه جایی گردایۀ

احکام از مثلثی پذیری احکام می شوند. نتیجه پیشین قضیۀ از روشنی به تحویل پذیری احکام اثبات.

می شوند. نتیجه مثلثی سازی لم همراه به تحویل پذیری متناظر



١٣٠١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

خطی عملگرهای و ماتریس ها از انواعی . ٨

هرمیتی، یکانی، خطی عملگرهای و ماتریس ها جمله از ماتریس ها، از انواعی اختصار به بخش، این در

ویژگی های از برخی و کرده معرفی کواترنیونی خطی جبر یا ماتریس ها چارچوب در را مثبت، معین و نرمال،

و حقیقی همزادهای از طبیعی طور به مفاهیم این می کنیم. بررسی را مفاهیم، این بین ارتباط جمله از آنها،

خطی جبر یا ماتریس ها چارچوب در آمد خواهند پی در که گزاره هایی تمامی شده اند. اقتباس مختلط شان

با توام تغییرِ اندکی با موارد کمترِ در و برقرارند موارد بیشترِ در آنها حقیقی همزادهای برقرارند. مختلط

را شور۴٢ مثلثی سازی کلاسیک قضیۀ بخش، این در جمله، از هستند. برقرار گزاره ها صورت در تدبیر

کرد. خواهیم اثبات کواترنیونی ماتریس های برای

کج هرمیتی و ،A∗ = A گاه هر گوییم خودالحاق یا هرمیتی۴٣ را A ∈ Mn(H) ماتریس .٨ . ١ تعریف
به و بوده وارون پذیر گاه هر گوییم یکانی۴۵ را A ماتریس .A∗ = −A گاه هر گوییم هرمیتی۴۴ شبهه یا

را F ⊆ Mn(H) گردایۀ .A∗A = AA∗ گاه هر گوییم نرمال۴۶ را A همچنین، .A−١ = A∗ علاوه

.F ∗ :=
{
A∗ : A ∈ F } آن در که ،F ∗ = F گاه هر گوییم خودالحاق

پاد متقارن، را یکانی یا هرمیتی، شبهه هرمیتی، ترتیب به حقیقی ماتریس های که است گفتن شایان

می خوانند. متعامد یا متقارن، (شبهه)

گاه هر گوییم مشابه یکانی طور به یا هم ارز یکانی طور به را A, B ∈ Mn(H) ماتریس های .٨ . ٢ تعریف
.B = U∗AU که طوری به باشد موجود U ∈ Mn(H) یکانی ماتریس یک

تعریف Mn(H) روی هم ارزی رابطۀ یک ماتریس ها یکانی هم ارزی که کرد بررسی می توان روشنی به

و اگر است یکانی یا نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ترتیب به ماتریس یک که است روشن نیز می کند.

42Schur’s triangularization theorem
43Hermitian
44Skew hermitian
45Unitary
46Normal



١٣١١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

مفهوم می توان مشابه طور به باشد. یکانی یا نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، یکانی اش هم ارز یک اگر تنها

خانواده های یکانی هم ارزی که دید آسانی به و کرد تعریف ماتریس ها خانواده های برای را یکانی هم ارزی

می کند. تعریف Mn(H) توانی مجموعۀ روی هم ارزی رابطۀ یک ماتریس ها

یکانی ماتریس یک گاه هر گوییم مثلثی پذیر یکانی طور به را F ⊆ Mn(H) خانوادۀ .٨ . ٣ تعریف
ماتریس است. بالامثلثی A ∈ F ماتریس هر ازای به U∗AU که طوری به باشد موجود U ∈ Mn(H)

باشد. یکانی مثلثی پذیر {A} گاه هر خوانیم یکانی مثلثی پذیر را A ∈ Mn(H)

مثلثی پذیرِ کواترنیونی ماتریس هر که می کند حکم شور مثلثی سازی قضیۀ به معروف زیر قضیۀ دوم بخش

باید برهان در اینکه از غیر است برقرار مختلط ماتریس های برای زیر استدلال روشنی به است. یکانی

غیر است برقرار نیز حقیقی ماتریس های برای زیر قضیۀ همچنین کرد. استفاده ٧ . ٣ قضیۀ دوم بخش از

برهان در اینکه دیگر و مثلثی پذیرند تنهایی به یک هر ماتریس ها کرد فرض باید قضیه صورت در اینکه از

کرد. استناد ٧ . ٣ قضیۀ نخست قسمت به باید

ازای به یعنی، است. یکانی مثلثی پذیر کواترنیونی ماتریس های از جابه جایی گردایۀ هر (i) .۴ . ٨ قضیه
گردایۀ که طوری به است موجود U ∈ Mn(H) یکانی ماتریس یک ،F ⊆ Mn(H) جابه جایی گردایۀ هر

است. بالامثلثی ماتریس های از متشکل U∗FU

A ∈ هر ازای به یعنی، است. یکانی مثلثی پذیر کواترنیونی ماتریس هر شور) (مثلثی سازی (ii)

است. بالامثلثی U∗AU ماتریس که طوری به است موجود U ∈ Mn(H) یکانی ماتریس یک ،Mn(H)

بخش از که کنید توجه نخست منظور، این برای کنیم. ثابت را (i) است کافی تنها روشنی به اثبات.

گردایۀ کنید فرض است. مثلثی پذیر F ⊆ Mn(H) جابه جایی گردایۀ هر که می شود نتیجه ٧ . ٣ قضیۀ سوم

Hn برای B٠ = (vi)n
i=١ مانند مرتب پایه ای نتیجه در باشد. شده داده F ⊆ Mn(H) جابه جایی

B٠ پایۀ به نسبت A ∈ F ماتریس هر توسط القاشده خطی تبدیل ماتریسی نمایش که دارد وجود

مرتب پایۀ B٠ = (vi)n
i=١ پایۀ اعضای بر گرام-اشمیت متعامدسازی فرایند انجام با است. بالامثلثی

توسط القاشده خطی تبدیل نمایش ماتریس روشنی به می آوریم. دست به را B١ = (ui)n
i=١ یکۀ متعامد

ماتریس ولی است. بالامثلثی نیز B١ = (ui)n
i=١ یکۀ متعامد پایۀ به نسبت A ∈ F ماتریس هر

یعنی ،Hn استاندارد یکۀ متعامد پایۀ به نسبت A ∈ F ماتریس هر توسط القاشده خطی تبدیل نمایش



١٣٢١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

که ،U یکانی ماتریس توسط شده مشخص یکانی تبدیل نتیجه در است. A برابر ،B٢ := (ei)n
i=١

U∗FU دیگر، عبارت به می کند. بالامثلثی را A ∈ F ماتریس هر هستند، u١, . . . , un آن ستون های

می کند. کامل را برهان این است. بالامثلثی ماتریس های از متشکل

است. شور مثلثی سازی قضیۀ از جالب نتیجه ای زیر قضیۀ

صورت این در .A ∈ Mn(H) و n ∈ N کنید فرض .۵ . ٨ قضیه

σ(A) =
{
p ∈ H : A٢ − ٢Re(p)A + |p|٢In < GLn(H)

}
.

فرض می توان شود، کاسته کلیت از آنکه بدون ،۵ . ۵ لم و شور مثلثی سازی قضیۀ به توجه با اثبات.

σ(A) = داریم ،١٩ . ۵ قضیۀ به بنا صورت این در که است، بالامثلثی A ∈ Mn(H) ماتریس کرد

نشان نخست هستند. A ماتریس قطری درایه های (١ ≤ i ≤ n) aiiها آن در که ،
∪n

i=١ Sim(aii)

می دهیم

σ(A) ⊆
{
p ∈ H : A٢ − ٢Re(p)A + |p|٢In < GLn(H)

}
.

هر تحت بالا شمول راست سمت اینکه و σ(A) =
∪n

i=١ Sim(aii) برابری به توجه با منظور، این برای

هر ازای به A٢ − ٢Re(aii)A + |aii|٢In < GLn(H) دهیم نشان است کافی است، بسته تشابهی تبدیل

(ii)ام درایۀ ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به روشنی، به است، بالامثلثی A ماتریس که آنجا از ولی .١ ≤ i ≤ n

ایجاب این است. a٢
ii − ٢Re(aii)aii + |aii|٢ = ٠ برابر A٢ − ٢Re(aii)A + |aii|٢In بالامثلثی ماتریس

نظر مطلوب حکم همان که ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به ،A٢ − ٢Re(aii)A + |aii|٢In < GLn(H) می کند

حالت دو باشد. دلخواه ،A٢ − ٢Re(p)A + |p|٢In < GLn(H) که ،p ∈ H کنید فرض حال، ماست.

آنگاه ،p ∈ R اگر نخست، گرفت. نظر در می توان

(A − pIn)٢ = A٢ − ٢pA + p٢In = A٢ − ٢Re(p)A + |p|٢In < GLn(H),

این در بنابراین، .ker(A − pIn) , ٠ می کند ایجاب خود نوبۀ به که ،A − pIn < GLn(H) لذا و

یک p صورت، این در .p ∈ H \ R که است این دیگر حالت .p ∈ σ(A) داشت خواهیم حالت

از بود. خواهد x٢ − ٢Re(p)x + |p|٢ = ٠ حقیقی ضرایب با معادلۀ ناحقیقی و کواترنیونی ریشۀ



١٣٣١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

وارون ناپذیر بالامثلثی ماتریس قطری درایه های (١ ≤ i ≤ n) a٢)ها
ii − ٢Re(p)aii + |p|٢) که آنجا

یک ازای به a٢
j j − ٢Re(p)a j j + |p|٢ = ٠ که می گیریم نتیجه هستند، A٢ − ٢Re(p)A + |p|٢In

مشابه a j j و p که درمی یابیم ۴ . ٢ نتیجۀ از اکنون .p٢ − ٢Re(p)p + |p|٢ = ٠ ولی .١ ≤ j ≤ n

بنابراین، .p ∈ ∪n
i=١ Sim(aii) = σ(A) نیز حالت این در که می کند ایجاب امر این هستند.

{
p ∈ H : A٢ − ٢Re(p)A + |p|٢In < GLn(H)

}
⊆ σ(A).

می کند. کامل را برهان این

گاه هر گوییم قطری پذیر۴٧ را F ⊆ Mn(D) خانوادۀ باشد. تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .۶ . ٨ تعریف
وارون پذیر ماتریس یک دیگر، عبارت به باشد. قطری ماتریس های از خانواده ای با مشابه Mn(D) در F
است. قطری A ∈ F ماتریس هر ازای به P−١AP که طوری به باشد موجود P ∈ Mn(D) مانند

به را F ⊆ Mn(H) خانوادۀ باشد. قطری پذیر {A} گاه هر خوانیم قطری پذیر را A ∈ Mn(D) ماتریس

ماتریس های از خانواده ای با هم ارز یکانی طور به Mn(H) در F گاه هر گوییم قطری پذیر۴٨ یکانی طور

ازای به U∗AU که طوری به باشد موجود U ∈ Mn(H) مانند یکانی ماتریس یک یعنی، باشد. قطری

قطری پذیر یکانی طور به را A ∈ Mn(H) ماتریس طبیعی، طور به است. قطری A ∈ F ماتریس هر

باشد. قطری پذیر یکانی طور به {A} گاه هر خوانیم

ماتریس های با ارتباط در است. برقرار نیز مختلط ماتریس های برای زیر گزارۀ بخش های تمامی

نیز حقیقی ماتریس های برای حقیقی) حالت در (متقارن هرمیتی ماتریس های به مربوط حکم حقیقی،

(متعامد) یکانی و (پادمتقارن)، هرمیتی شبهه نرمال، ماتریس های به مربوط دیگر احکام است. برقرار

مربوط نتیجۀ نمونه، محض شوند. فرض مثلثی پذیر باید ماتریس ها که اضافه فرض این با برقرارند حقیقی

مثلثی پذیر ماتریس تنها صفر ماتریس می کند: پیدا را زیر سادۀ شکل حقیقی پادمتقارن ماتریس های به

است. حقیقی پادمتقارن

اگر تنها و اگر است نرمال A ماتریس صورت این در .A ∈ Mn(H) کنید فرض (i) .٨ . ٧ گزاره
یکانی ماتریس اگر تنها و اگر است هرمیتی A ماتریس بنابراین، باشد. قطری پذیر یکانی طور به A

47Diagonalizable
48Unitarily diagonalizable



١٣۴١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

شبهه A ماتریس است. حقیقی و قطری ماتریسی U∗AU که طوری به باشد موجود U ∈ Mn(H)

ماتریس U∗AU که طوری به باشد موجود U ∈ Mn(H) یکانی ماتریس اگر تنها و اگر است هرمیتی

یکانی A ماتریس هستند. محض موهومی و مختلط اعدادی آن اصلی قطر درایه های و است قطری

قطری ماتریس U∗AU که طوری به باشد موجود U ∈ Mn(H) یکانی ماتریس اگر تنها و اگر است

هستند. واحد طول با مختلط اعدادی آن اصلی قطر درایه های و است

ماتریس های از متشکل اگر تنها و اگر است یکانی قطری پذیرِ ماتریس ها از جابه جایی گردایۀ یک (ii)

باشد. نرمال

باشد. یکانی مثلثی پذیرِ اگر تنها و اگر است یکانی قطری پذیرِ ماتریس ها از خودالحاق گردایۀ یک (iii)

نخست حکم از سرراستی نتیجۀ دیگر احکام کنیم. ثابت را نخست حکم است کافی تنها (i) اثبات.

این برای کنیم. ثابت را حکم اگر» «تنها بخش است کافی پس است. بدیهی حکم «اگر» بخش هستند.

ماتریس یک ،۴ . ٨ قضیۀ نخست بخش بر بنا باشد. نرمال ماتریسی A ∈ Mn(H) کنید فرض منظور،

است. بالامثلثی ماتریس دو از متشکل U∗{A, A∗}U که طوری به است موجود U ∈ Mn(H) یکانی

را برهان این است. قطری U∗AU بنابراین است. پایین مثلثی هم و بالامثلثی هم U∗AU نتیجه در

می کند. کامل

می شود. ثابت (i) اگر» «تنها بخش مانند حکم «اگر» بخش است. بدیهی حکم اگر» «تنها بخش (ii)

بخش است. بدیهی حکم اگر» «تنها بخش است. قبلی برهان دو ایدۀ همان دقیقا برهان ایدۀ (iii)

گردایه ای F ⊆ Mn(H) کنید فرض دقیق، طور به می شود. ثابت (i) اگر» «تنها بخش مانند حکم «اگر»

طوری به باشد موجود U ∈ Mn(H) یکانی ماتریس یک که طوری به باشد یکانی مثلثی پذیر و خودالحاق

دو ،A ∈ F ماتریس هر ازای به نتیجه در باشد. بالامثلثی ماتریس های از متشکل U∗FU گردایۀ که

ماتریسی U∗AU بنابراین، .(U∗AU)∗ = U∗A∗U ولی بالامثلثی اند. U∗AU, U∗A∗U ماتریس

می کند. ثابت را حکم این است. قطری 

به گاه هر ،P > ٠ می نویسیم و گوییم، مثبت۴٩ معین یا مثبت را P ∈ Mn(H) ماتریس .٨ . ٨ تعریف
را N ∈ Mn(H) ماتریس باشد. مثبت و حقیقی x∗Px یعنی ،x∗Px > ٠ ،x ∈ Hn \ {٠} هر ازای

49Positive definite



١٣۵١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

،x∗Nx ≥ ٠ ،x ∈ Hn هر ازای به گاه هر ،N ≥ ٠ می نویسیم و گوییم، مثبت۵٠ نیم معین یا نامنفی

باشد. نامنفی و حقیقی x∗Nx یعنی

تعریف است. یکسان بالا تعریف با مختلط ماتریس های برای بودن نامنفی و مثبت معین تعریف

فرض این با می شود انجام یکسان طور به حقیقی ماتریس های برای بودن نامنفی و بودن مثبت معین

نامنفی و مثبت معین ماتریس های یعنی، می شود؛ فرض (متقارن) هرمیتی ماتریسی چنین هر که اضافه

،A ∈ Mn(H) داده شدۀ ماتریس ازای به که است روشن هستند. (متقارن) هرمیتی فرض به بنا حقیقی

داشته U ∈ Mn(H) یکانی ماتریس یک ازای به اگر تنها و اگر A > ٠ یا A ≥ ٠ داریم ترتیب به

مثبت درایه های با قطری ماتریس هر که است روشن همچنین، .U∗AU > ٠ یا U∗AU ≥ ٠ باشیم

ماتریسی A ∈ Mn(H) اگر اینکه دیگر است. نامنفی) ترتیب: (به مثبت ماتریسی نامنفی) ترتیب: (به

که حالتی در .APA ≥ ٠ و ANA ≥ ٠ آنگاه ،P > ٠ و N ≥ ٠ و N, P ∈ Mn(H) باشد، هرمیتی

(P > ٠) N ≥ ٠ داشت خواهیم ،N, P ∈ Mn(H) و باشد وارون پذیر و هرمیتی ماتریسی A ∈ Mn(H)

.(APA > ٠) ANA ≥ ٠ باشیم داشته اگر تنها و اگر

است. برقرار نیز مختلط و حقیقی ماتریس های برای زیر قضیۀ

هرمیتی A اگر تنها و اگر است نامنفی) ترتیب: (به مثبت معین A ∈ Mn(H) ماتریس .٨ . ٩ قضیه
به ماتریسی چنین هر بنابراین، باشند. نامنفی) و حقیقی ترتیب: (به مثبت و حقیقی σ(A) اعضای و

(به مثبت شده داده ماتریس به متناظر قطری ماتریس قطری درایه های همۀ و است قطری پذیر یکانی طور

هستند. نامنفی) ترتیب:

را حکم است. نخست حکم آنی نتیجۀ دیگر حکم کنیم. ثابت را نخست حکم است کافی اثبات.

کنید فرض ابتدا می رسد. اثبات به مشابه طور به دیگر حکم می کنیم. ثابت مثبت ماتریس های برای

پس ،x∗Ax ∈ R که آنجا از .x ∈ Hn \ {٠} کنید فرض باشد. مثبت معین A ∈ Mn(H)

x∗A∗x = (x∗Ax)∗ = x∗Ax = x∗Ax.

x ∈ Hn \ {٠} و A∗ − A راست ویژۀ مقدار یک λ کنید فرض حال .x∗(A∗ − A)x = ٠ رو، این از

50Positive semidefinite



١٣۶١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

داریم باشد. λ با متناظر راست ویژۀ بردار یک

٠ = x∗(A∗ − A)x = x∗xλ = |x|٢λ.

در .(A∗ − A)∗ = A − A∗ = −(A∗ − A) داریم طرفی، از .λ = ٠ پس ،|x|٢ > ٠ که آنجا از

می دهد نتیجه که A∗ − A = ٠ بنابراین، .{٠} = σ(A∗ − A) و است قطری پذیر A∗ − A نتیجه،

ویژۀ بردار یک x آن در که ،|x|٢λ = x∗xλ = x∗Ax داریم .λ ∈ σ(A) کنید فرض حال .A∗ = A

درمی یابیم بالا رابطۀ از است، مثبت و حقیقی x∗Ax که آنجا از اکنون، است. λ ویژۀ مقدار به متناظر

حقیقی σ(A) اعضای و هرمیتی A ∈ Mn(H) کنید فرض برعکس، است. مثبت و حقیقی نیز λ که

ماتریس یک با هم ارز یکانی طور به A ماتریس که می شود نتیجه قبل قضیۀ از حال، باشند. مثبت و

ماتریس بنابراین، است. مثبت معین ماتریسی چنین هر ولی است. مثبت قطری درایه های با و قطری

می کند. کامل را برهان این است. مثبت معین A

طبیعی، طور به هستند. [١ . ۴ . ٣ و ٣ . ٣ . ١ گزاره های ،١۴] واقع در زیر گزارۀ سوم و دوم بخش های

ماتریس های که می شویم یادآور دوباره است. شده تنظیم یادشده گزاره های از الهام با نیز گزاره نخست بخش

و مثبت معین ماتریس های تعریف در همچنین و می شوند. نامیده متعامد ماتریس های یکانی حقیقی

می شوند. فرض خودالحاق) یا (متقارن هرمیتی ماتریس ها این حقیقی، نامنفی ماتریس های

مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ترتیب، به ،Z ∈ Mn(C) ماتریس (i) .٨ . ١٠ گزاره
باشد. چنین ε(Z) ∈ M٢n(R) اگر تنها و اگر است نامنفی یا

نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ترتیب، به ،P ∈ Mn(H) ماتریس (ii)

باشد. چنین ε′(P) ∈ M٢n(C) اگر تنها و اگر است

نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ترتیب، به ،P ∈ Mn(H) ماتریس (iii)

باشد. چنین ε′′(P) ∈ M۴n(R) اگر تنها و اگر است

داریم ،p ∈ H و z ∈ C هر ازای به روشنی به اثبات.

ε(z) = ε(z)t, ε′(p) = ε′(p)∗, ε′′(p) = ε(p)t.



١٣٧١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

و zi j ∈ C و ١ ≤ i, j ≤ n آن در که ،P = (pi j) ∈ Mn(H) و Z = (zi j) ∈ Mn(C) کنید فرض حال

نوشت می توان نتیجه در .P∗ = (p ji) ∈ Mn(H) و Z∗ = (z ji) ∈ Mn(C) لذا و ،pi j ∈ H

ε(Z∗) = ε
(
(z ji)
)
=
(
ε(z ji)

)
=
(
ε(z ji)t

)
=
(
ε(zi j)

)t
= ε(Z)t,

ε′(P∗) = ε′
(
(p ji)
)
=
(
ε′(p ji)

)
=
(
ε′(p ji)∗

)
=
(
ε′(pi j)

)∗
= ε′(P)∗,

و

ε′′(P∗) = ε′′
(
(p ji)
)
=
(
ε′′(p ji)

)
=
(
ε′′(p ji)t

)
=
(
ε′′(pi j)

)t
= ε′′(P)t.

می شوند. حاصل اخیر رابطۀ سه از آسانی به (iii) و ،(ii) ،(i) احکام تمامی که است روشن اکنون

الحاقی مفهوم ریس، نمایش قضیۀ سایۀ در شدیم، یادآور مقاله این چهارم بخش آغاز در که طور همان

طبیعی طور به را زیر تعاریف نتیجه در می شود. تعریف هیلبرت فضاهای روی کران دار و خطی عملگرهای

داخلی ضرب فضاهای چارچوب در را تعاریف داشت. خواهیم کواترنیونی هیلبرت فضاهای چارچوب در

هیلبرت فضاهای چارچوب در را تعاریف این می توان که چند هر می دهیم ارائه متناهی بعد کواترنیونی

داد. انجام کران دار، لزوما نه و خطی عملگرهای برای حتی کواترنیونی،

خطی عملگر باشد. متناهی بعد کواترنیونی داخلی ضرب فضای یک (V, ⟨., .⟩) کنید فرض .٨ . ١١ تعریف
گاه هر گوییم هرمیتی شبهه یا کج هرمیتی T؛ ∗ = T گاه هر گوییم هرمیتی را T ∈ L(V) کران دار) لذا (و

،T ∗T = TT ∗ = IV گاه هر گوییم یکانی را T T؛ ∗T = TT ∗ گاه هر گوییم نرمال را T T؛ ∗ = −T

V روی همانی خطی عملگر نشانگر IV و است T الحاقی عملگر نشانگر T ∗ ∈ L(V) آن در که

(به T > ٠ می نویسیم و گوییم، نامنفی) ترتیب (به مثبت معین یا مثبت را T ∈ L(V) همچنین است.

.x ∈ V \ {٠} هر ازای به (⟨T x, x⟩ ≥ ٠ ترتیب (به ⟨T x, x⟩ > ٠ گاه هر ،(T ≥ ٠ ترتیب

و اگر T؛ ∗T = IV اگر تنها و اگر است یکانی T ∈ L(V) خطی عملگر که دید می توان آسانی به

ماتریس کنید توجه نیز .x, y ∈ V هر ازای به ⟨T x,Ty⟩ = ⟨x, y⟩ اگر تنها و اگر TT؛ ∗ = IV اگر تنها

تنها و اگر است نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ترتیب، به ،A ∈ Mn(H)

ضرب همراه به Hn کواترنیونی داخلی ضرب فضای روی خطی عملگر یک عنوان به A ماتریس اگر

باشد. نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، عملگر یک استانداردش داخلی
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است، برقرار مختلط فضاهای همچنین و حقیقی فضاهای روی خطی تبدیلات برای که بعدی، گزارۀ

مختلط و حقیقی فضاهای چارچوب در زیر مشاهدات البته است. زیرین مشاهدات از سرراستی نتیجۀ

یکه متعامد مرتب پایۀ یک B و ،T ∈ L(V) بالا، تعریف مطابق (V, ⟨., .⟩) کنید فرض برقرارند. نیز

توجه است کافی سرراست، مشاهدۀ این بررسی برای .[T ∗]B = ([T ]B)∗ صورت این در باشد. V برای

دیگر .(١ ≤ i, j ≤ n) ai j = ⟨Tu j, ui⟩ آنگاه ،[T ]B = (ai j) ∈ Mn(H) و B = (ui)n
i=١ اگر که کنیم

V برای پایه یک B و D مانند تقسیم حلقۀ یک روی n-بعدی برداری راست فضای یک V اگر که اینکه

یک به یک، (T ∈ L(V)) ϕ(T ) = [T ]B توسط تعریف شده ϕ : L(V)→ Mn(D) نگاشت آنگاه باشد،

آنگاه باشند، S ,T ∈ L(V) اگر ویژه، به است. ضرب و جمع حافظ و پوشا،

[S + T ]B = [S ]B + [T ]B, [S T ]B = [S ]B[T ]B,
(
S = T ⇐⇒ [S ]B = [T ]B

)
.

تنها و اگر T = ٠V یا T = IV داریم، ترتیب، به ،T ∈ L(V) خطی تبدیل هر ازای به اینکه ویژه به نیز

.[T ]B = ٠n = (٠) ∈ Mn(D) یا [T ]B = In = (δi j) ∈ Mn(D) اگر

،n ∈ N بعد با متناهی بعد راست کواترنیونی داخلی ضرب فضای یک (V, ⟨., .⟩) کنید فرض .٨ . ١٢ گزاره
به T ∈ L(V) خطی عملگر صورت این در باشد. V برای یکه متعامد پایۀ یک B و ،T ∈ L(V)

ماتریس اگر تنها و اگر است نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ترتیب،

باشد. نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ،[T ]B ∈ Mn(H)

توجه آنها به قضیه بیان از پیش که است مشاهداتی از سرراستی نتیجۀ نخست حکم چهار برهان اثبات.

داریم روشنی به که کنید توجه نخست است، نامنفی یا مثبت معین T ∈ L(V) که حالتی در کردیم.

⟨x, y⟩ = ([y]B)∗[x]B, (x, y ∈ V).

نتیجه در

⟨T x, x⟩ = ([x]B)∗[T ]B[x]B, (x ∈ V).

می کند. ثابت را ما نظر مورد حکم روشنی به برابری این اکنون،
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فضاهای چارچوب در زیر گزارۀ که چند هر البته است. ٨ . ١٢ گزارۀ از کارآمد و مفید نتیجه ای زیر حکم

برای را آن همزاد زیر گزارۀ برهان با یکسان برهانی که است روشن ولی است، شده ارائه کواترنیونی

می کند. ثابت نیز مختلط و حقیقی ماتریس های خانواده های

ترتیب به F صورت این در باشد. Mn(H) در ماتریس ها از خانواده ای F کنید فرض .٨ . ١٣ نتیجه
است مشابه نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ماتریس های از خانواده ای با

ضرب این به نسبت F عضو هر که طوری به باشد موجود Hn روی داخلی ضرب یک اگر تنها و اگر

است. نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ترتیب به داخلی

مرتب پایۀ نشانگر B = (e j)n
j=١ کنید فرض می کنیم. ثابت را حکم اگر» «تنها بخش نخست اثبات.

هرمیتی، ماتریس های از خانواده ای با ترتیب به F خانوادۀ کنید فرض باشد. Hn برای استاندارد

وارون پذیر ماتریس یک نتیجه در است. مشابه نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه

هرمیتی، ماتریس های ترتیب به از متشکل P−١F P خانوادۀ که طوری به است موجود P ∈ GLn(H)

عنوان به را F اعضای مرسوم طور به است. مشابه نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه

به بگیرید. نظر در می کنند عمل ماتریسی ضرب طریق از Hn راست فضای چپ بر که خطی تبدیلات

به آنگاه باشد، P ماتریس ام j ستون نشانگر (١ ≤ j ≤ n) u j اگر دیگر، سوی از .[F ]B = F روشنی

.[F ]B′ = P−١[F ]BP = P−١F P داریم و است Hn برای مرتب پایۀ یک B′ := (u j)n
j=١ روشنی

⟨u j, u j⟩′ := δi j توسط B′ = (u j)n
j=١ روی آن تعریف با را Hn روی ⟨., .⟩′ داخلی ضرب اکنون،

دقیق تر، طور به کنید. تعریف خطی طور به را Hn به آن گسترش سپس و (١ ≤ i, j ≤ n)

⟨x, y⟩′ := ([y]B′)
∗[x]B′, (x, y ∈ Hn).

P−١F P و است، (Hn, ⟨., .⟩′) داخلی ضرب فضای برای یکه متعامد پایۀ یک B′ = (u j)n
j=١ چون

مشابه نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی، ماتریس های ترتیب به از متشکل

می شود. نتیجه قبل گزارۀ از حکم ،[F ]B′ = P−١F P علاوه به و است،

باشد موجود Hn روی ⟨., .⟩′ داخلی ضرب یک کنید فرض است. آسان حکم «اگر» بخش برهان

شبهه هرمیتی، ترتیب به داخلی ضرب این به نسبت F خطی تبدیل یک عنوان به عضو هر که طوری به

فضای برای B′ = (u j)n
j=١ یکه متعامد پایۀ یک است. نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی،
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ترتیب به ماتریس های از متشکل [F ]B′ قبل قضیۀ به بنا کنید. اختیار (Hn, ⟨., .⟩′) داخلی ضرب

[F ]B′ = P−١[F ]BP = ولی است. نامنفی یا مثبت، معین یکانی، نرمال، هرمیتی، شبهه هرمیتی،

می کند. کامل را برهان این .P−١F P

آوئرباخ قضیۀ برهان پیش درآمدِ . ٩

برای می آوریم. فراهم لم چند طی در را آوئرباخ قضیۀ برهان ارائۀ برای لازم مقدمات بخش این در

می کنیم. شروع آسان لمی با منظور این

زیرگروهی G صورت این در باشد. G٠ ⊆ Mn(H) کران دار گروه یک بستار G کنید فرض .٩ . ١ لم
است. Mn(H) از فشرده

نشان می ماند است. فشرده G که شود می نتیجه هاینه-بورل۵١ قضیۀ از که کنید توجه نخست اثبات.

تحت G دهیم نشان که است این بدیهی غیر حکم تنها است. Mn(H) از زیرگروهی G که می دهیم

در (An)∞n=١ دنبالۀ پس باشد. دلخواه A ∈ G کنید فرض منظور، این برای است. بسته وارون گیری

حال است. G٠ در دنباله ای (A−١
n )∞n=١ روشنی، به .limn→∞ An = A که طوری به است موجود G٠

عضوی به که است موجود (A−١
n )∞n=١ دنبالۀ از (A−١

nk
)∞k=١ زیردنبالۀ پس است، فشرده G که آنجا از

In = limk→∞ AnkA−١
nk
= AB بنابراین، .limk→∞ Ank = A طرفی، از همگراست. B ∈ G مانند

.A−١ = B ∈ G و است وارون پذیر A پس .In = limk→∞ A−١
nk

Ank = BA و

است. [ ۵ . ٣ گزارۀ ،۶] کواترنیونی روایت زیر لم

نگاشت صورت این در باشد. Mn(H) در ماتریس ها از کران دار گروه یک G کنید فرض .٩ . ٢ لم

|.|G : Hn → R, |x|G := sup
{
||T x|| : T ∈ G

}
, (x ∈ Hn)

یک |.|G نرم به نسبت G عضو هر علاوه، به می کند. تعریف Hn روی نرم یک و است خوش تعریف

است. واحد طول با اسکالرهایی از متشکل G عضو هر طیف  بنابراین، و است؛ (یک متری) ایزومتری

51Heine-Borel theorem
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می شود. حذف اختصار جهت به است، بدیهی و سرراست کاملا که حکم، نخست بخش برهان اثبات.

ویژۀ بردار یک باشند. دلخواه اعضایی λ ∈ σ(T ) و T ∈ G کنید فرض حکم، دیگر بخش دیدن برای

نوشت می توان روشنی به کنید. اختیار λ ∈ σ(T ) ویژۀ مقدار به متناظر x ∈ Hn \ {٠}

|x|G = |T x|G = |xλ|G = |x|G|λ|.

می کند. کامل را برهان این .|λ| = ١ نتیجه در

شده اند. تنظیم [ ۵ . ٣ . ١ قضیۀ ،١٣] برهان اساس بر بعدی لم سه

کنید فرض باشد. Mn(H) در فشرده گروه یک G کنید فرض .٩ . ٣ لم

EG :=
{
A ∈ Mn(H) : A ≥ ٠, x∗Ax ≤ |x|٢G, ∀x ∈ Hn

}
,

آن در که

|x|G := sup
T∈G
||T x||, (x ∈ Hn).

است پیوسته و خوش تعریف زیر نگاشت صورت این در

f : EG → R+٠ , f (A) :=
√

detC A :=
√

det ε′(A) = λ
m١
١ · · · λ

mk
k , (A ∈ EG),

و A ∈ EG راست ویژۀ مقادیر ترتیب به m١, . . . ,mk و λ١, . . . , λk و R+٠ := [٠,+∞) آن در که

عملگری نرم به (نسبت EG مجموعۀ همچنین هستند. λ١, . . . , λk ویژۀ مقادیر جبری چندگانگی های

.٠n, In ∈ EG ویژه به است؛ ناتهی و محدب EG علاوه، به است. فشرده، لذا و کران دار، و بسته (Mn(H)

دوم بخش به بنا است، نامنفی  A که آنجا از .A ∈ EG و M := supA∈G ||A|| کنید فرض اثبات.

بنا دیگر، سوی از است. خوش تعریف f نگاشت لذا و است چنین نیز ε′(A) ∈ M٢n(C) ٨ . ١٠ گزارۀ

یک یعنی، است. مشابه حقیقی قطری ماتریس یک با یکانی طور به Mn(H) روی A ،٨ . ٩ قضیۀ بر

مجموعۀ ،D(U∗AU) و است قطری U∗AU که طوری به است موجود U ∈ Mn(H) یکانی ماتریس
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،١٩ . ۵ گزارۀ بر بنا حال هستند. نامنفی و حقیقی ،U∗AU ماتریس اصلی قطر روی درایه های همۀ

σ(A) = Sim(D(U∗AU)) = D(U∗AU) ⊆ R+٠ .

علاوه به و ،σ(A) ⊆ R+٠ ،A ∈ EG هر ازای به بنابراین،

f (A) =
√

det ε′(A) = λ
m١
١ · · · λ

mk
k ,

این جبری چندگانگی های و A ∈ EG راست ویژۀ مقادیر ترتیب به m١, . . . ,mk و λ١, . . . , λk آن در که

می دهیم نشان حال می شود. نتیجه
√

det ε′(.) نگاشت پیوستگی از f پیوستگی هستند. ویژه مقادیر

بدیهی واقعیت این و EG مجموعۀ تعریف به توجه با است. فشرده، لذا و کران دار، و بسته EG مجموعۀ

است. بسته EG که درمی یابیم است، Mn(H) از بسته زیرمجموعه ای نامنفی ماتریس های همۀ مجموعۀ که

برهان sup ||EG|| := supA∈EG ||A|| ≤ M٢ اینکه دادن نشان با است، کران دار EG ببینید اینکه برای

بالا مطابق U یکانی ماتریس و بوده دلخواه A ∈ EG کنید فرض منظور، این برای می کنیم. کامل را

داریم روشنی به باشد.

sup
||x||≤١

x∗Ax ≤ sup
||x||≤١
|x|٢G ≤ sup

||x||≤١
M٢||x||٢ ≤ M٢.

برای است. دلخواه A ∈ EG زیرا می شود ثابت حکم sup||x||≤١ x∗Ax = ||A|| اینکه دادن نشان با

درایه های با قطری ماتریسی U∗AU و است یکانی U ∈ Mn(H) ماتریس که آنجا از منظور، این

لذا و است، قطری ماتریسی P ≥ ٠ آن در که U∗AU = P٢ داریم روشنی به است، نامنفی قطری

نوشت می توان علاوه به .||P٢|| = ||U∗AU || = ||A||

sup
||x||≤١

x∗Ax = sup
||x||≤١

x∗U∗AUx = sup
||x||≤١

x∗P٢x = ||P٢|| = ||A||.

می شود. نتیجه EG تعریف از آسانی به است، ناتهی لذا و ،٠n, In ∈ EG و است محدب EG اینکه

می کند. کامل را برهان این
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[١٢] اصلی قضیۀ از خاصی حالت است، شده تنظیم [ ۵ . ٣ . ١ قضیۀ ،١٣] برهان براساس که زیر، لم

می آوریم. مطلب ارائۀ بودن کامل جهت از را زیر لم است.

معین آنها از یکی که طوری به باشند نامنفی A, B ∈ Mn(C) ماتریس های و n ∈ N کنید فرض .۴ . ٩ لم
صورت این در است. مثبت

det
A + B

٢
≥
√

det A
√

det B,

.A = B اگر تنها و اگر می دهد رخ برابری آن در و

٨ . ٩ قضیۀ مختلط روایت از باشد. مثبت A ماتریس کنید فرض شود، کاسته کلیت از آنکه بدون اثبات.

نوشت می توان .A = P٢ که طوری به است موجود P ∈ Mn(C) مثبت معین ماتریس که درمی یابیم

A + B
٢
=

١
٢

P(In + P−١BP−١)P,

نتیجه در

det
A + B

٢
=

١
٢n (det P)٢ det(In + P−١BP−١).

نتیجه ٨ . ٩ قضیۀ مختلط روایت از دیگر باری است، نامنفی P−١BP−١ ماتریس روشنی، به که، آنجا از

diها آن در که است، یکانی هم ارز diag(d١, . . . , dn) قطری ماتریس یک با P−١BP−١ که می گیریم

نوشت می توان پس هستند. P−١BP−١ ماتریس ویژۀ مقادیر (١ ≤ i ≤ n)

(
det(In + P−١BP−١)

)٢
=

n∏
i=١

(١ + di)٢,

≥
n∏

i=١
۴di = ۴n

n∏
i=١

di,

= ۴n det(P−١BP−١),

= ۴n det(P)−٢ det B.



١۴۴١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

اگر تنها و اگر

det(In + P−١BP−١) ≥ ٢n det(P)−١
√

det B.

طور به و ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به di = ١ اینکه مگر است اکید نابرابری بالا، نابرابری در کنید توجه

بنابراین .B = P٢ = A اگر تنها و اگر ،P−١BP−١ = In اگر تنها و اگر معادل

det
A + B

٢
=

١
٢n (det P)٢ det(In + P−١BP−١),

≥ ١
٢n (det P)٢٢n det(P)−١

√
det B,

= det P
√

det B,

=
√

det A
√

det B,

می کند. کامل را برهان این .A = B اگر تنها و اگر می دهد رخ برابری آن در که

f نگاشت و EG مجموعۀ کنید فرض باشد. Mn(H) در فشرده گروهی G کنید فرض .۵ . ٩ لم
f (A) = که طوری به دارد وجود A ∈ EG یگانۀ عضو یک صورت این در باشند. ٩ . ٣ لم مطابق

.sup
{
f (P) : P ∈ EG

}
از f (A) = sup

{
f (P) : P ∈ EG

}
که طوری به دارد وجود A ∈ EG عضو یک اینکه اثبات.

موجود A, B ∈ EG اعضای کنید فرض می شود. نتیجه EG مجموعۀ فشردگی و f نگاشت پیوستگی

نتیجه در . f (A) = sup
{
f (P) : P ∈ EG

}
= f (B) که طوری به باشند

f (A) =
√

det ε′(A) =
√

det ε′(B) = f (B).



١۴۵١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

لذا و ،A+B
٢ ∈ EG پس است. محدب EG ولی

√
det
(ε′(A) + ε′(B)

٢
)
=

√
det ε′

(A + B
٢
)

= f
(A + B

٢
)

≤ sup
{
f (P) : P ∈ EG

}
=
( √

det ε′(A)
)١
٢
( √

det ε′(B)
)١
٢ ,

لذا و

det
(ε′(A) + ε′(B)

٢
)
≤
√

det ε′(A)
√

det ε′(B).

می کند ایجاب ،[١٢] اصلی قضیۀ یا پیشین، لم همراه به نابرابری، این

det
(ε′(A) + ε′(B)

٢
)
=
√

det ε′(A)
√

det ε′(B),

ε′(A) = که می گیریم نتیجه ،[١٢] اصلی قضیۀ در یا پیشین، لم در نابرابری برابری شرط از آنجا از و

می کند. کامل را برهان این .A = B لذا و ،ε′(B)

آوئرباخ قضیۀ کواترنیونی روایت . ١٠

کواترنیونی روایت که فصل، این اصلی قضیۀ آماده ایم اکنون دست، در پیشین بخش مقدمات با

می توان طبیعی، طور به زیر، برهان سرراست اصلاح با روشنی، به کنیم. ثابت را است، آوئرباخ قضیۀ

کرد. ثابت نیز را آوئرباخ قضیۀ مختلط و حقیقی روایت های

یکانی ماتریس های از گروهی با کواترنیونی وارون پذیر ماتریس های از کران دار گروه هر .١٠ . ١ قضیه
است. مشابه کواترنیونی

لم به توجه با باشد. Mn(H) در وارون پذیر ماتریس های از کران دار زیرگروهی G کنید فرض اثبات.

G که کرد فرض می توان ،G جای به G کران دار گروه بستار کردن جایگزین با لزوم صورت در و ،٩ . ١



١۴۶١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

است کافی ،٨ . ١٣ نتیجۀ سایۀ در حال است. Mn(H) در وارون پذیر ماتریس های از فشرده زیرگروهی

خطی عملگر یک عنوان به G عضو هر که طوری به است موجود Hn روی داخلی ضرب یک دهیم نشان

یکتای عضو و ، f نگاشت ،EG مجموعۀ منظور، این برای است. یکانی داخلی ضرب آن به نسبت

آنجا از بگیرید. نظر در ۵ . ٩ لم مطابق را ، f (A) = sup
{
f (P) : P ∈ EG

}
که طوری به را A ∈ EG

نگاشت است، مثبت معین A ماتریس که

⟨., .⟩A : Hn ×Hn → H, ⟨x, y⟩A := x∗Ay, (x, y ∈ Hn)

به نسبت T ∈ G دلخواه عضو هر که کرد خواهیم ثابت می کند. تعریف Hn روی داخلی ضرب یک

به آنجا از که ،T ∗AT = A داد خواهیم نشان منظور، این برای است. یکانی ⟨., .⟩A داخلی ضرب

داشت خواهیم روشنی

⟨T x,Ty⟩A = (T x)∗ATy = x∗T ∗ATy = x∗Ay = ⟨x, y⟩A,

شدۀ داده دلخواه عضو ازای به اما، کرد. خواهد ثابت را حکم مطلب این و ،x, y ∈ Hn هر ازای به

نوشت می توان و است مثبت معین T ∗AT ∈ Mn(H) ماتریس روشنی به ،T ∈ G

x∗(T ∗AT )x = (T x)∗A(T x) ≤ |T x|٢G = |x|
٢
G,

بالا عبارت در راست سمت برابری آخرین که کنید توجه .T ∗AT ∈ EG نتیجه، در .x ∈ Hn هر ازای به

دیگر سوی از است. آمده دست به ٩ . ٢ لم از

f (T ∗AT ) =
√

det
(
ε′
(
T ∗AT

))
=
√
| det ε′(T )|٢

√
det ε′(A)

=
√

١٢
√

det ε′(A)

= f (A).



١۴٧١۴٩٧ - ٨ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ نجفی،

نتیجه در می شود. حاصل ٩ . ٢ لم از | det ε′(T )| = ١ برابری بالا عبارت در که کنید توجه

f (A) = sup
{
f (P) : P ∈ EG

}
= f (T ∗AT ).

کامل را برهان این .A = T ∗AT که می گیریم نتیجه ۵ . ٩ لم از بنابراین، .A,T ∗AT ∈ EG ولی

می کند.
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