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پیش نیازها و مقدمه . ١

هیلبرت فضای یک در f مانند سیگنال یک بازسازی برای سیگنال ، پردازش مسایل بیشتر در

نمونه برای که می شود بیان ⟨ f , en⟩ اسکالرهای از دنباله ای بصورت سیگنال آن اطلاعات جدایی پذیر،

سوال اما کرد. اشاره قاب ها یا و یکه متعامد پایه های از استفاده با سیگنال یک بازسازی به می توان

قاب ها بوسیله تقریب برای راستا این در است. آن تقریب حتی یا و دنباله این محاسبه چگونگی اساسی،

.[٣ ،٢] است گرفته انجام چبیشف روش طریق از آن همگرایی تسریع و قاب الگوریتم قالب در تلاش هایی

IH و شمارش پذیر اندیس گذار مجموعه یک I جدایی پذیر، هیلبرت فضای یک H مقاله این سراسر در

می دهند. نمایش را H روی همانی عملگر

موجود ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت اعداد هرگاه می شود نامیده H برای قاب یک H در { fk}k∈I دنباله

رابطه ی که باشند

A
∥∥∥∥ f

∥∥∥∥٢
≤

∑
k∈I

∣∣∣∣ ⟨ f , fk⟩
∣∣∣∣٢ ≤ B

∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢
,

کوچکترین می شوند. نامیده قاب بالای و پایین کران های به ترتیب B و A باشد. برقرار f ∈ H هر برای

به صورت S قاب عملگر قاب این برای می گویند. قاب بهینه کران های را پایین کران بزرگترین و بالا کران

می شود تعریف زیر

S : H → H, S f =
∑
k∈I
⟨ f , fk⟩ fk.

و بوده خودالحاق و مثبت معین معکوس پذیر، عملگری S که [٢] می شود ثابت

AIH ≤ S ≤ BIH. (١ . ١)

با برابراست سیگنال یک بازسازی فرمول S خواص به توجه با اکنون

f = S S −١ f =
∑
k∈I

⟨
f , S −١ fk

⟩
fk.

بعد دارای H وقتی موضوع این که است قاب عملگر معکوس محاسبه فرمول، این به کارگیری لازمه اما

قراردادن با اخیر رابطه به توجه با باشد. ناممکن یاحتی و پیچیده است ممکن باشد نامتناهی بعد یا و بالا
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عملگری معادله جواب یافتن مسأله با معادل ، f بازنویسی مسأله u = S −١ f

S u = f , (١ . ٢)

همگرایی نرخ با و تکراری روشی با معادله این تقریبی جواب ،[٢] در شده ارائه قاب الگوریتم در می باشد.

(نسبت معادله این شرطی عدد که حالتی برای آن، روی بر چبیشف روش اعمال با می آید. به دست B−A
A+B

،σ =
√

B+
√

A√
B−
√

A
آن در که ٢σi

١+σ٢i همگرایی نرخ با تکراری روشی به باشد، بالا پایین) کران به بالا کران

عملگر با عملگری معادله یک حل عددی الگوریتم های در همگرایی سرعت واقع در .[٣] می شود منجر

تعریف مقدارویژه کوچک ترین بر مقدارویژه بزرگترین نسبت به صورت که آن، شرطی عدد به مثبت معین

می باشند. قاب بهینه ی کران های با متناظر مقادیرویژه، این قاب، عملگر در است. وابسته می شود،

روش این است. ریچاردسون روش از استفاده عملگری معادلات تقریبی حل برای روش معمول ترین

به صورت (١ . ٢) معادله برای

uk+١ = uk + ak ( f − S uk) , k = ٠, ١, . . . , (١ . ٣)

می شوند. انتخاب مناسب به طور که هستند پارامترهایی ak > ٠ و اولیه حدس یک u٠ آن در که می باشد

به صورت ،u − uk خطای و rk = f − S uk باقیمانده بردارهای می دهد نتیجه به سادگی (١ . ٣) معادله

rk = Qk(S )r٠, u − uk = Qk(S )(u − u٠),

در {ai}k−١
i=١ پارامترهای مناسب انتخاب با .Qk(٠) = ١ و Qk(x) = Πk

i=١)١ − aix) آن در که هستند

بخشید. بهبود را تکراری روش این همگرایی نرخ می توان (١ . ٣)

آن گاه باشد، S قاب عملگر و A, B کران های با قابی { fk}k∈I اگر [۴] .١ . ١ لم

∥∥∥∥∥IH −
٢

A + B
S
∥∥∥∥∥ ≤ (B − A

A + B

)
.

کرد: بیان زیر به صورت می توان را قاب الگوریتم آسان ترین و متداولترین اساس، این بر
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قاب عملگر و A, B بالای و پایین کران های با H برای قاب یک { fk}k∈I کنید فرض [۴] .١ . ٢ قضیه
به صورت شده تعریف {ui}i∈N دنباله ، f ∈ H برای باشد. S

u٠ = ٠, ui = ui−١ +
٢

A + B
( f − S ui−١) , i ≥ ١, (۴ . ١)

رابطه u∥∥∥∥در − ui

∥∥∥∥ ≤ (B − A
B + A

)i ∥∥∥∥u
∥∥∥∥,

است. صادق

دید می توان قضیه این به توجه با اکنون

∥ f − S ui∥ =
∥∥∥∥S u − S ui

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥S
∥∥∥∥ ∥∥∥∥u − ui

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥S
∥∥∥∥ (B − A

B + A

)i ∥∥∥∥ f
∥∥∥∥,

داده نشان [٣] در همچنین می شود. نتیجه B−A
A+B همگرایی نرخ با f به {S ui}i∈N همگرایی لذا و

با الگوریتمی و بخشید سرعت را همگرایی این می توان چبیشف چندجمله ای های از استفاده با که می شود

است. B−A
A+B از کمتر که آورد به دست σ =

√
B+
√

A√
B−
√

A
با ٢σi

١+σ٢i همگرایی نرخ

ارائه را
(

B−A
A+B

)٢
همگرایی نرخ با اصلاح شده قاب الگوریتم ریچاردسون، روش توسیع با بعد فصل در

نتیجه را قاب، باالگوریتم مقایسه در نصف، به تکرارها تعداد تقلیل و همگرایی نرخ شدن مربع که می دهیم

می دهد.

نموده اصلاح شده قاب الگوریتم همگرایی تسریع به اقدام چبیشف روش به کارگیری با مجددا آن از پس

دیده بوضوح .σ =
√

A٢+B٢√−٢AB√
A٢+B٢√+٢AB

آن در که می باشد ٢σi
١+σ٢i به صورت جدید همگرایی نرخ بار این که

را کمتری مقدار قبل شده مطرح روش سه در متناظر کمیت با مقایسه در همگرایی نرخ این که می شود

می دهد. نشان
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ریچاردسون تکراری روش براساس اصلاح شده قاب الگوریتم . ٢

خواهیم ارائه جدیدی الگوریتم و کرده تعدیل را (١ . ٣) به صورت شده ارائه قاب الگوریتم بخش این در

می باشد. (١ . ٣) قاب الگوریتم همگرایی نرخ مربع آن همگرایی نرخ که کرد

این صورت در باشد. S قاب عملگر و A, B کران های با H برای قاب یک { fk}k∈I کنید فرض .٢ . ١ لم

∥∥∥∥∥IH −
۴

A + B

(
IH −

١
A + B

S
)

S
∥∥∥∥∥ ≤ (B − A

A + B

)٢
. (٢ . ١)

داریم: ١ . ١ لم به توجه با اثبات.

∥∥∥∥∥IH −
۴

A + B

(
IH −

١
A + B

S
)

S
∥∥∥∥∥ = ∥∥∥∥∥IH −

۴
A + B

S +
۴

(A + B)٢ S ٢
∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥
(
IH −

٢
A + B

S
)٢

∥∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥IH −
٢

A + B
S
∥∥∥∥∥٢
≤

(B − A
A + B

)٢
,

(٢ . ٢)

می شود. ثابت قضیه حکم این جا از و

گرفتن نظر در با آن گاه باشد S قاب عملگر و A, B کران های با H برای قاب یک { fk}k∈I اگر اکنون

قراردادن با و S u = f عملگری معادله

u٠ = ٠, ui = ui−١ +
۴

A + B

(
I − ١

A + B
S
)

S ( f − ui−١) , i ≥ ١,

می نامیم. ریچاردسون روش اساس بر اصلاح شده قاب الگوریتم را آن  که داشت خواهیم بازگشتی رابطه

داراست. را (۴ . ١) قاب الگوریتم همگرایی نرخ مربع الگوریتم این که می دهد نشان زیر قضیه

برای باشد. S قاب عملگر و A, B کران های با H برای قاب یک { fk}k∈I کنید فرض .٢ . ٢ قضیه
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کنید: تعریف زیر به صورت را {ui}i∈N دنباله ، f ∈ H

u٠ = ٠, ui = ui−١ +
۴

A + B

(
I − ١

A + B
S
)

( f − S ui−١) , i ≥ ١. (٢ . ٣)

این صورت u∥∥∥∥در − ui

∥∥∥∥ ≤ (B − A
B + A

)٢i ∥∥∥∥u
∥∥∥∥.

داریم: ui تعریف به توجه با S u = f که آنجا از اثبات.

u − ui = u − ui−١ −
۴

A + B

(
IH −

١
A + B

S
)

( f − S ui−١)

=

(
IH −

۴
A + B

(
IH −

١
A + B

S
)

S
)

(u − ui−١) .

بنابراین

∥u − ui∥ =
∥∥∥∥∥(IH −

۴
A + B

(
IH −

١
A + B

S
)

S
)

(u − ui−١)
∥∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥∥IH −

۴
A + B

(
IH −

١
A + B

S
)

S
∥∥∥∥∥ ∥u − ui−١∥ ,

می شود. نتیجه قضیه حکم (٢ . ١) رابطه طبق لذا

مربع معمول قاب الگوریتم با مقایسه در الگوریتم این همگرایی نرخ می شود، ملاحظه که همان طور

نرخ معمول قاب الگوریتم در واقع، در می یابد. کاهش نصف به تکرارها تعداد نتیجه در و است شده

کمیت این اصلاح شده قاب الگوریتم در قبل، قضیه به توجه با حالیکه در است
(

B−A
B+A

)
برابر همگرایی

می باشد.
(

B−A
B+A

)٢
برابر

عدد دیگر به عبارتی و باشند دور هم به نسبت A, B که می شود نمایان تر وقتی به خصوص ویژگی این

الگوریتم همگرایی باشد ١ به نزدیک تر شرطی عدد هرچه واقع در باشد. وضع بد ،A
B یعنی قاب، شرطی

بود. خواهد سریع تر
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اصلاح شده قاب الگوریتم همگرایی تسریع در چبیشف چندجمله ای های از استفاده . ٣

پایین و بالا کران های تأثیر تحت اصلاح شده قاب الگوریتم همگرایی دیدیم، قبل بخش در که همان طور

کران یک فقط توجه، مورد قاب های از بسیاری در متأسفانه می باشد. قاب شرطی عدد عبارتی به یا قاب

اصلاح قاب الگوریتم حفظ به منظور بنابراین شده اند. شناخته A > ٠ پایین کران یک وجود و خام بالای

تسریع چبیشف چندجمله ای های خواص از استفاده با را الگوریتم این همگرایی قدرت می کنیم سعی شده،

بخشیم.

نرخ که کرد خواهیم ارائه را الگوریتمی چبیشف چندجمله ای های خواص از استفاده با بخش این در

نرخ از قوی تر مراتب به همگرایی نرخ این می باشد. σ =
√

A٢+B٢√−٢AB√
A٢+B٢√+٢AB

با ، ٢σi
١+σ٢i آن همگرایی

می باشد. قبل بخش در شده ارائه الگوریتم همگرایی

که خاصیت این با hi =
∑i

k=١ aikuk ،i ∈ N هر برای کنید فرض شروع برای

i∑
k=١

aik = ١, (٣ . ١)

u١ = اگر که می کند ایجاب (٣ . ١) شرط که کنید توجه می باشد. (٢ . ٣) رابطه طبق {ui}i∈N دنباله و

.hi = u آن گاه u٢ = . . . = ui = u
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روابط به توجه با بنابراین

u − uk = u − uk−١ −
۴

A + B

(
I − ١

A + B
S
)

S ( f − uk−١)

= u − uk−١ −
(

۴
A + B

− ۴
(A + B)٢ S

)
S ( f − uk−١)

= u − uk−١ −
(

۴
A + B

− ۴
(A + B)٢ S

)
S (u − uk−١)

=

(
I − ۴

A + B
S +

۴
(A + B)٢ S ٢

)
(u − uk−١)

=

(
I − ٢

A + B
S
)٢

(u − uk−١),

گرفت: نتیجه می توان

u − hi =

i∑
k=١

aiku −
i∑

k=١
aikuk

=

i∑
k=١

aik(u − uk)

=

i∑
k=١

aik

(
IH −

٢
A + B

S
)٢k

(u − u٠).

داشت: خواهیم را زیر رابطه Qi(x) =
∑i

k=١ aik xk و R =
(
IH − ٢

A+BS
)٢

قراردادن با

u − hi = Qi(R)(u − u٠). (٣ . ٢)

(u−u٠) اولیه خطای بر R برحسب چندجمله ای یک اعمال حاصل تقریب، این از ناشی خطای نتیجه در
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است.

داریم: ١ . ١ لم بنابر .٣ . ١ نکته

−
(B − A
B + A

)٢ ∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢
≤

⟨(
I − ٢

A + B
S
)٢

f , f
⟩
≤

(B − A
B + A

)٢ ∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢
,

.α =
(

B−A
A+B

)٢
آن که در می گیرد قرار [−α, α] بازه در R طیف لذا

بنابراین

∥∥∥∥u − hi

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥Qi(R)
∥∥∥∥ ∥∥∥∥u − u٠

∥∥∥∥ ≤ max
|x|≤α

∣∣∣∣Qi(x)
∣∣∣∣ ∥∥∥∥u − u٠

∥∥∥∥. (٣ . ٣)

باشیم: زیر مینیمم سازی مسأله حل دنبال به باید خطا، مینیمم کردن این به منظور اکنون

min
Q∈Qi

max
|x|≤ρ

∣∣∣∣Q(x)
∣∣∣∣, (۴ . ٣)

آن که در

Qi :=
{
Q(x) : deg Q ≤ i, Q(١) = ١

}
.

چندجمله ای های واقع در .[١] کرد بیان چبیشف چندجمله  ای های برحسب می توان را مسأله این جواب

می شوند: بیان زیر بازگشتی دنباله به صورت چبیشف

c٠(x) = ١, c١(x) = x,

،n ≥ ٢ برای و

ci(x) = ٢xci−١(x) − ci−٢(x). (۵ . ٣)



٩٠٩۵ - ٨١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها کلاه دوز/ جمالی،

که [۵ ،١] می شود داده نشان همچنین

ci(x) =


cos

(
icos−١(x)

)
, |x| ≤ ١

cosh
(
i cosh−١(x)

)
=

١
٢

[
(x +

√
x٢ − ١)i + (x +

√
x٢ − ١)−i

]
, |x| > ١

(۶ . ٣)

قرار ما اختیار در را (۴ . ٣) مینیمم سازی مسأله جواب چندجمله ای ها این چگونه که است آن بیانگر زیر لم

می دهد.

Q ∈ Qi هر برای این صورت در .Pi(x) =
ci

(٢x−a−b
b−a

)
ci

(٢−a−b
b−a

) کنید فرض ،a ≤ b ≤ ١ برای [۵] .٣ . ٢ لم

max
a≤x≤b

∣∣∣∣Pi(x)
∣∣∣∣ ≤ max

a≤x≤b

∣∣∣∣Q(x)
∣∣∣∣,

به علاوه

max
a≤x≤b

∣∣∣∣Pi(x)
∣∣∣∣ = ١

ci

(
٢−a−b

b−a

) .
می کند. مینیمم را u − hi خطای اندازه ،

ci
( x
α

)
ci

(١
α

) چندجمله ای .٣ . ٣ نتیجه

چندجمله ای نتیجه در .b = α و a = −α دهیم قرار قبل لم در است کافی اثبات برای اثبات.

Pi(x) =
ci

(
٢x+α−α
α+α

)
ci

(
٢+α−α
α+α

) = ci

(
x
α

)
ci

(
١
α

) , (٣ . ٧)

کرد. خواهد مینیمم را نظر مورد خطای

یک می کنیم ثابت ابتدا چندجمله ای ها، این اساس بر مناسب الگوریتمی آوردن به دست به منظور اکنون

است. برقرار hi تقریبی جواب های برای زیر به صورت بازگشتی رابطه



٩١٩۵ - ٨١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها کلاه دوز/ جمالی،

است: صادق زیر رابطه در ممکن خطای کمترین با hi تقریبی جواب ،i ≥ ٢ هر برای .۴ . ٣ گزاره

hi = βi

[
hi−١ − hi−٢ +

۴
A + B

(
IH −

١
A + B

S
)

S ( f − hi−١)
]
+ hi−٢,

.βi =

٢
αci−٢

(١
α

)
ci

(١
α

) آن در که

که می دهد نشان i ≥ ٢ برای (٣ . ٧) و (۵ . ٣) رابطه های ترکیب اثبات.

ci

(١
α

)
Pi(x) = ci

( x
α

)
=

٢x
α

ci−١

( x
α

)
− ci−٢

( x
α

)
=

٢x
α

ci−١

(١
α

)
Pi−١(x) − ci−٢

(١
α

)
Pi−٢(x).

می شود: نتیجه رابطه این در x به جای R قراردادن با

ci

(١
α

)
Pi(R) =

٢R
α

ci−١

(١
α

)
Pi−١(R) − ci−٢

(١
α

)
Pi−٢(R).

داریم: (٣ . ٢) رابطه به توجه با و (u − u٠) بر تساوی طرفین اعمال با حال

ci

(١
α

)
(u − hi) =

٢
α

ci−١

(١
α

)
R(u − hi−١) − ci−٢

(١
α

)
(u − hi−٢),

داریم: R =
(
IH − ٢

A+BS
)٢

قراردادن با و

ci

(١
α

)
u − ci

(١
α

)
hi =

٢
α

ci−١

(١
α

) (
IH −

٢
A + B

S
)٢

(u − hi−١) − ci−٢

(١
α

)
(u − hi−٢),



٩٢٩۵ - ٨١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها کلاه دوز/ جمالی،

معادل به طور یا

ci

(١
α

)
u − ci

(١
α

)
h′i =

٢
ρ

ci−١

(١
α

)
u

+
٢
α

ci−١

(١
α

) [
−hi−١ −

( ۴
A + B

S − ۴
(A+B)٢

S ٢
)

(u − hi−١)
]

−ci−٢

(١
α

)
u + ci−٢

(١
α

)
hi−٢.

می شود: حاصل زیر رابطه i ≥ ٢ برای (٣ . ٧) رابطه از استفاده با سرانجام

ci

(١
α

)
hi =

٢
α

ci−١

(١
α

) (
hi−١ +

(
۴

A + B
S − ۴

(A + B)٢ S ٢
)

(u − hi−١)
)
− ci−٢

(١
α

)
hi−٢.

بنابراین

hi =
٢
α

ci−١( ١
α)

ci( ١
α)

[
hi−١ +

(
۴

A + B
S − ۴

(A + B)٢ S ٢
)

(u − hi−١)
]
−

ci−٢( ١
α)

ci( ١
α)

hi−٢. (٣ . ٨)

داریم: βi تعریف به توجه با و (٣ . ٧) رابطه به بنا طرفی از

١ − βi = ١ − ٢
α

ci−١( ١
α)

ci( ١
α)
= −

ci−٢( ١
α)

ci( ١
α)
.

کرد: بازنویسی زیر به صورت را (٣ . ٨) رابطه می توان حالت این در

hi = βi

[
hi−١ +

(
۴

A + B
S − ۴

(A + B)٢ S ٢
)

(u − hi−١

]
+ (١ − βi)hi−٢,

معادل به طور یا

hi = βi

[
hi−١ − hi−٢ +

(
۴

A + B
S − ۴

(A + B)٢ S ٢
)

(u − hi−١)
]
+ hi−٢.



٩٣٩۵ - ٨١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها کلاه دوز/ جمالی،

دهد: می نتیجه S u = f با رابطه این ترکیب اکنون

hi = βi

[
hi−١ − hi−٢ +

۴
A + B

(
I − ١

(A + B)٢ S
)

( f − S hi−١)
]
+ hi−٢,

می شود. کامل گزاره اثبات ترتیب بدین و

دید: می توان ساده محاسبات کمی با جا این در

βi =

(
١ − α

٢

۴
βi−١

)−١

,

آورد: به دست hi تقریبی جواب محاسبه برای را زیر ساده تر بازگشتی فرمول می توان نتیجه در و

hi = βi

[
hi−١ − hi−٢ +

۴
A + B

(
I − ١

(A + B)٢ S
)

( f − S hi−١)
]
+ hi−٢, (٣ . ٩)

آن در که

h٠ = ٠, h١ =
۴

A + B

(
I − ١

(A + B)٢ S
)

f , β١ = ٢, βi =

(
١ − α

٢

۴
βi−١

)−١

.

می کند. ثابت را S u = f معادله دقیق جواب به تقریبی جواب های از دنباله این همگرایی زیر قضیه

u و بوده S قاب عملگر با همراه A, B بالای و پایین کران های با قاب یک { fk}k∈I اگر .۵ . ٣ قضیه
صادق زیر رابطه در (٣ . ٩) به صورت شده تعریف {hi}i∈N دنباله آن گاه باشد، S u = f معادله دقیق جواب

u∥∥∥∥است: − hi

∥∥∥∥ ≤ ٢σi

١ + σ٢i

∥ f ∥
A
,

.σ =
√

A٢+B٢√−٢AB√
A٢+B٢√+٢AB

آن در که



٩۴٩۵ - ٨١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها کلاه دوز/ جمالی،

داریم: (٣ . ٣) رابطه و (٣ . ٢) لم از استفاده با اثبات.

∥∥∥∥u − hi

∥∥∥∥ ≤ ١
ci

(
١
α

)∥∥∥∥u − h٠

∥∥∥∥ = ١
ci

(
١
α

)∥∥∥∥u
∥∥∥∥

≤ ١
ci

(
١
α

) ∥ f ∥
A
,

لذا ١
α > ١ چون دیگر، طرف از است. آمده به دست (١ . ١) رابطه به توجه با نامساوی آخرین آن در که

می شود: نتیجه (۶ . ٣) رابطه به بنا

ci

(
١
ρ

)
= ci

((B + A
B − A

)٢)

=
١
٢

((B + A
B − A

)٢
+

√(
B+A
B−A

)۴ − ١
)i

+

((B + A
B − A

)٢
+

√(
B+A
B−A

)۴ − ١
)−i

= · · · = ١
٢


 √A٢ + B٢ +

√
٢AB

√
A٢ + B٢ −

√
٢AB

i

+

 √A٢ + B٢ +
√

٢AB
√

A٢ + B٢ −
√

٢AB

−i
=

١
٢

( ١
σi + σ

i
)
=

١ + σ٢i

٢σi ,

.σ =
√

A٢+B٢√−٢AB√
A٢+B٢√+٢AB

آن در که

می کند. کامل را قضیه اثبات ،(٣ . ١٠) رابطه با همراه تساوی این

دنباله همگرایی نرخ از کمتر {hi}i∈N دنباله همگرایی نرخ می دهد نشان قضیه این ،σ < α ازآنجاکه

همگرایی تسریع از حاصل {hi}i∈N دنباله همگرایی نرخ از همگرایی نرخ این همچنین می باشد. {ui}i∈N



٩۵٩۵ - ٨١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها کلاه دوز/ جمالی،

است. کمتر [٣ ،٢] در شده ارائه قاب الگوریتم
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