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مقدمه . ١

قاب یک { fk}∞k=١ دنباله باشد. ⟨., .⟩ داخلی ضرب با پذیر جدایی هیلبرت فضای Hیک کنید فرض

، f ∈ H هر برای به طوریکه باشد داشته وجود B < ∞ ،A > ٠ ثابت های اگر است H برای

A
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢ ≤ ∞∑

k=١
| ⟨ f , fk⟩ |٢ ≤ B

∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢, (١ . ١)

قاب شرط در دومی نامساوی می شوند. نامیده قاب بالای و پایین کران های ترتیب به B, A آن در که

اگر و کیپ قاب یک را { fk}∞k=١ قاب آنگاه ،A = B اگر است. { fk}∞k=١ دنباله برای بسل١ شرط (١ . ١)

گویند. پارسوال قاب یا شده نرمال کیپ قاب یک را { fk}∞k=١ آنگاه A = B = ١

یک { fk}∞k=١ اگر ویژه به نامند، هم نرم قاب را قاب باشند یکسان نرم دارای قاب اعضای همه اگر

یک را { fk}∞k=١ آنگاه ∥ fk∥ = C باشیم داشته k ∈ N هر برای به طوریکه باشد A قاب کران با کیپ قاب

گویند. C-هم نرم A-کیپ قاب

برای به طوریکه باشد داشته وجود λ مثبت ثابت یک اگر گویند کراندار قاب یک را { fk}∞k=١ قاب

برای قاب یک اگر می شود نامیده قاب دنباله یک { fk}∞k=١ دنباله .∥ fk∥ ≥ λ باشیم داشته k ∈ N هر

باشد. span{ fk}∞k=١

کراندار خطی عملگر

T : ℓ٢(N)→ H , T {ck}∞k=١ =

∞∑
k=١

ck fk

کراندار خطی عملگر و اولیه قاب عملگر را

S : H → H , S f =
∞∑

k=١
< f , fk > fk

گویند. { fk}∞k=١ قاب برای قاب عملگر را

1Bessel
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متعامد پایه یک {ek}∞k=١ آن در که است {Uek}∞k=١ صورت به دنباله یک H برای ریس پایه یک

است. H برای قاب یک ریس پایه هر است. پذیر معکوس عملگر یک U ∈ B(H) و H برای یکه

وجود ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت های و باشد کامل اگر تنها و اگر است ریس پایه یک { fk}∞k=١ دنباله

باشیم: داشته مختلط اعداد از {ck}k∈I متناهی دنباله هر برای به طوریکه باشد داشته

A
∑
k∈I

∣∣∣∣ck

∣∣∣∣٢ ≤ ∥∥∥∥∑
k∈I

ck fk
∥∥∥∥٢ ≤ B

∑
k∈I

∣∣∣∣ck

∣∣∣∣٢,
دنباله می شوند. نامیده { fk}∞k=١ بالای ریس پایه کران و پایین ریس پایه کران ترتیب به B, A آن در که

باشد. span{ fk}∞k=١ برای ریس پایه یک اگر می شود نامیده ریس پایه دنباله یک { fk}∞k=١

با ترتیب به L٢(R) روی مدولی عملگر و انتقال عملگر a, b ∈ R هر برای

(Tag)(x) = g(x − a), (Ebg)(x) = e٢πibxg(x), ∀x ∈ R,

{EmbTnag}m,n∈Z صورت به L٢(R) هیلبرت فضای برای قاب یک گابور قاب یک می شوند. تعریف

به قاب ها درباره بیشتر اطلاعات برای است. L٢(R) در ثابت تابع یک g و a, b > ٠ آن در که است

کنید. مراجعه [٧ ،۴ ،٣] مراجع

خاصیت این دارای گابور قاب های مثال های همه شد متوجه گابور قاب های مطالعه در فایتینگر٢

داد: پیشنهاد را حدس این و می شوند نوشته ریس پایه دنبالهای از متناهی اجتماع صورت به که هستند

نوشت. ریس پایه دنبالهای از متناهی اجتماع صورت به می توان را کراندار قاب هر فایتینگر: حدس
است. ارز هم متناهی فیچتنگر حدس با فایتینگر حدس که است شده داده نشان [١] مرجع در

عدد یک و r = r(B,C) طبیعی عدد یک B,C > ٠ هر برای متناهی: فایتینگر حدس
باشد B قاب بالای کران با Cn برای قاب یک { fi}i∈I اگر به طوریکه دارد وجود A = A(B,C) > ٠

هر برای به طوریکه کرد افراز {I j}rj=١ مجموعه های به می توان را I آنگاه ،i ∈ I هر برای ∥ fi∥ ≥ C و

B بالای ریس پایه کران و A پایین ریس پایه کران با ریس پایه دنباله یک { fi}i∈I j دنباله ١ ≤ j ≤ r

است.

2Feichtinger
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است شده ثابت اخیرا مساله این و است ارز هم سینگر٣ کیدیسون- مشهور مساله با فایتینگر حدس

کرد. افراز هستند، ریس پایه دنباله که مجموعه هایی زیر به می توان را کراندار قاب هر بنابراین .[۶ ،۵]

-C کیپ -A قاب های از کلاس یک واقع در و می کنیم کار مجموعه ها زیر این تعداد روی مقاله این در

و δ > ٠ ،r ≤ A
C٢ آن در که کرد افراز ریس پایه دنباله r به را آن نمی توان که می دهیم ارائه هم نرم

.C ∈
√

A
N :=

{√
A
m |m ∈ N

}
پذیر ریس قاب های . ٢

می سازیم. هم نرم کیپ قاب های از کلاس یک Cn در گسسته فوریه تبدیل ار استفاده با بخش این در

هیلبرت فضای برای { fi}mi=١ بردارها از خانواده یک .δ > ٠ و r ≥ ٢ ، r ∈ N کنید فرض .٢ . ١ تعریف
داشته وجود {١, ٢, . . . ,m} مجموعه از {I j}rj=١ افراز یک اگر گویند پذیر ,δ)-ریس r) را Hn n-بعدی

باشیم: داشته {ci}i∈I j اسکالرهای و j ∈ {١, ٢, . . . , r} همه برای به طوریکه باشد

∥∥∥∥∑
i∈I j

ci fi
∥∥∥∥٢ ≥ δ∑

i∈I j

∣∣∣∣ci

∣∣∣∣٢.
به طوریکه دارند وجود r ≥ ٢ و n از مستقل δ > ٠ لذا است شده ثابت اکنون فایتینگر حدس چون

.[١] است پذیر ,δ)-ریس r) ،Hn n-بعدی هیلبرت فضای برای { fi}mi=١ کراندار قاب هر

است: مطرح سوال این اکنون

کراندار قاب هر به طوریکه دارد وجود n از مستقل δ > ٠ یک آیا است، شده داده r ≥ ٢ کنید فرض

باشد؟ پذیر ,δ)-ریس r) ،Hn n-بعدی هیلبرت فضای برای { fi}mi=١

هر برای به طوریکه دارد وجود ١ -هم نرم ٢ -کیپ قاب یک که است شده داده نشان [٢] مرجع در

نیست. پذیر ,δ)-ریس ٢) ،δ > ٠

می شوند. مشخص کاملا Cn در A-کیپ قاب های زیر گزاره در

اگر تنها و اگر است Cn برای A-کیپ قاب یک Cn در بردارها از { fi}mi=١ دنباله یک [٣] .٢ . ٢ گزاره

3Kadison-Singer



۴٩۵٣ - ۴۵ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها حسنخانی فرد/

آنها ستونهای اعداد دوم توان مجموع و باشد متعامد ستونهای دارای است ها fi آن سطرهای که ماتریسی

شود. A برابر

باشد: زیر صورت به n × n گسسته فوریه تبدیل Dn کنید فرض

Dn =
١
√

n



١ ١ ١ · · · ١ ١

١ e
٢πi
n e

۴πi
n · · · e

٢πi(n−٢)
n e

٢πi(n−١)
n

١ e
۴πi
n e

٨πi
n · · · e

۴πi(n−٢)
n e

۴πi(n−١)
n

...
...

...
. . .

...
...

١ e
٢πi(n−٢)

n e
۴πi(n−٢)

n · · · e
٢πi(n−٢)(n−٢)

n e
٢πi(n−٢)(n−١)

n

١ e
٢πi(n−١)

n e
۴πi(n−١)

n · · · e
٢πi(n−١)(n−٢)

n e
٢πi(n−١)(n−١)

n


یکه متعامد پایه یک آن (ستونهای) سطرهای که است یکانی ماتریس یک Dn گسسته فوریه تبدیل

است. ١√
n برابر Dn درایه های همه قدرمطلق همچنین .[(١ . ۴ . ١) قضیه ،٣] می دهند تشکیل Cn برای

جبر از زیر لم از همچنین است. مقاله این اصلی قضیه اثبات در اساسی ابزار Dn گسسته فوریه تبدیل

می شود. استفاده خطی

Cn در ∥X∥ = ١ با X ناصفر بردار یک آنگاه باشد، m < n با m × n ماتریس یک A اگر .٢ . ٣ لم
.AX = ٠ به طوریکه دارد وجود

ساخته ناپذیر ریس هم نرم قاب های از کلاس یک Dn گسسته فوریه تبدیل از استفاده با زیر قضیه در

می شود.

A-کیپ قاب های از کلاس یک این صورت در .A > ٠ و r ∈ N, r ≥ کنید٢ فرض .۴ . ٢ قضیه
.C ∈

√
A
N آن در که δ > ٠ و r ≤ A

C٢ هر برای نیست پذیر ریس -(δ, r) که دارد وجود C-هم نرم

Drn کنید فرض همچنین .δ > ٠ ٢و ≤ r ≤ A
C٢ ،r ∈ N ،C ∈

√
A
N ،A > ٠ کنید فرض اثبات.

اول ستون n−١ ضرب از حاصل rn× rn ماتریس D١
rn کنید فرض باشد. rn× rn گسسته فوریه تبدیل

،٢ ≤ i ≤ A
C٢ برای باشد.

√
rC٢

(r−١)n+١ در باقیمانده ستون (r − ١)n + ١ و
√

rC٢ در Drn ماتریس
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C٢(A−rC٢)

A−C٢ در Drn ماتریس اول ستون n − ١ ضرب از حاصل rn × rn ماتریس Di
rn کنید فرض

ببینید). را ١ (جدول باشد،
√

C٢[A(r−١)n+A−rC٢]

(A−C٢)[(r−١)n+١]
در باقیمانده ستون (r − ١)n + ١ و

{Di
rn}

A
C٢
i=١ ،rn × rn ماتریس تا A

C٢ چیدن از حاصل A
C٢ rn × rn ماتریس D کنید فرض اکنون

باشد: ١ جدول مطابق همدیگر روی

١ جدول

(n − ١) −Columns [(r − ١)n + ١] −Columns

D١
rn

√
rC٢

√
rC٢

(r−١)n+١

D٢
rn

√
C٢(A−rC٢)

A−C٢

√
C٢[A(r−١)n+A−rC٢]

(A−C٢)[(r−١)n+١]

D٣
rn

√
C٢(A−rC٢)

A−C٢

√
C٢[A(r−١)n+A−rC٢]

(A−C٢)[(r−١)n+١]
...

...
...

D
A

C٢
rn

√
C٢(A−rC٢)

A−C٢

√
C٢[A(r−١)n+A−rC٢]

(A−C٢)[(r−١)n+١]

{gi}rn
i=١ و باشند هستند، Crn عضو که D ماتریس سطری بردارهای { fi}

A
C٢ rn

i=١ کنید فرض همچنین

باشند. هستند، C
A

C٢ rn
عضو که D ماتریس ستونی بردارهای

داریم: ١ ≤ i ≤ rn برای

∥∥∥∥ fi
∥∥∥∥٢ = ١

rn

[
(n − ١)rC٢ + [(r − ١)n + ١]

rC٢

(r − ١)n + ١
]

= C٢,
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داریم: rn + ١ ≤ i ≤ A
C٢ rn برای و

∥∥∥∥ fi
∥∥∥∥٢ = ١

rn

[
(n − ١)

C٢(A − rC٢)
A −C٢ + [(r − ١)n + ١]

C٢[A(r − ١)n + A − rC٢]
(A −C٢)[(r − ١)n + ١]

]

= C٢.

داریم: ١ ≤ i ≤ n − ١ برای همچنین

∥∥∥∥gi

∥∥∥∥٢ = rn(
١
rn

)(rC٢) + (
A

C٢ − ١)(rn)(
١
rn

)(
C٢(A − rC٢)

A −C٢ )

= A,

داریم: n ≤ i ≤ rn برای و

∥∥∥∥gi

∥∥∥∥٢ = rn(
١
rn

)(
rC٢

(r − ١)n + ١
) + (

A
C٢ − ١)(rn)(

١
rn

)
(C٢[A(r − ١)n + A − rC٢]

(A −C٢)[(r − ١)n + ١]

)
= A.

است. C-هم نرم A-کیپ قاب یک { fi}
A

C٢ rn

i=١ دنباله n ∈ N هر برای ٢ . ٢ گزاره طبق بنابراین

دارد وجود ١ ≤ j ≤ A
C٢ rn بنابراین باشد. {١, ٢, . . . , A

C٢ rn} از افراز یک {Ii}ri=١ کنید فرض اکنون

است عضو n دارای حداقل I j چون است. عضو n دارای حداقل I j∩{١, ٢, . . . , rn} مجموعه به طوریکه

Pn−١(
∑

i∈I j
ci fi) = ٠ و

∑
i∈I j
|ci|٢ = ١ به طوریکه دارند وجود {ci}i∈I j اسکالرهای ٢ . ٣ لم طبق لذا

است. اول مختص n − ١ روی به Crn از متعامد تصویر Pn−١ آن در که

باشند. Drn گسسته فوریه تبدیل سطرهای {hi}rn
i=١ و In

j = I j ∩ {١, ٢, . . . , rn} کنید فرض اکنون

لذا و ١ ≤ i ≤ rn داریم i ∈ In
j هر برای این صورت در

fi =
[ √

rC٢hi١,
√

rC٢hi٢, . . . ,
√

rC٢hi(n−١),

√
rC٢

(r − ١)n + ١
hin, . . . ,

√
rC٢

(r − ١)n + ١
hi(rn)

]
,
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مختص (r − ١)n + ١ بروی Crn از متعامد تصویر I − Pn−١ چون .hi = [hi١, . . . , hi(rn)] آن در که

لذا است دوم

(I − Pn−١) fi =
[
٠, ٠, . . . , ٠,

√
rC٢

(r − ١)n + ١
hin, . . . ,

√
rC٢

(r − ١)n + ١
hi(rn)

]
=

√
rC٢

(r − ١)n + ١
[
٠, ٠, . . . , ٠, hin, . . . , hi(rn)

]

=

√
rC٢

(r − ١)n + ١
(I − Pn−١)

[
hi١, hi٢, . . . , hin, . . . , hi(rn)

]

=

√
rC٢

(r − ١)n + ١
(I − Pn−١)hi.

داریم: بزرگ کافی قدر به nهای برای است، Crn برای یکه متعامد پایه یک {hi}rn
i=١ چون

∥∥∥∥∑
i∈Inj

ci fi
∥∥∥∥٢ = ∥∥∥∥(I − pn−١)(

∑
i∈Inj

ci fi)
∥∥∥∥٢

=
rC٢

(r − ١)n + ١

∥∥∥∥(I − pn−١)(
∑
i∈Inj

cihi)
∥∥∥∥٢

≤ rC٢

(r − ١)n + ١

∥∥∥∥∑
i∈Inj

cihi

∥∥∥∥٢

≤ rC٢

(r − ١)n + ١

∑
i∈Inj

∣∣∣∣ci

∣∣∣∣٢
< δ
∑
i∈Inj

∣∣∣∣ci

∣∣∣∣٢.



۵٣۵٣ - ۴۵ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها حسنخانی فرد/

نیست. ,δ)-ریس پذیر r) دنباله یک { fi}
A

C٢ rn

i=١ لذا

می شود. نتیجه ۴ . ٢ قضیه و فایتینگر حدس از فورا بعدی قضیه

دارد وجود n از مستقل δ > ٠ کلی ثابت یک باشند. شده داده A,C > ٠ کنید فرض .۵ . ٢ قضیه
ریس پایه کران با ریس پایه دنباله r > A

C٢ به می توان را Cn برای C-هم نرم A-کیپ قاب هر به طوریکه

کرد. افراز δ

مراجع

[1] P.G. Casazza, O. Christensen, A.M. Lindner, and R. Vershynin, A decomposition theorem
for frames and the Feichtinger conjecture, Proceedings of the American Mathematical
Society, 136(6) (2008), 2043–2053.

[2] P.G. Casazza, M. Fickus, D. Mixon and J.C. Tremain, The Bourgain-Tzafriri conjec-
ture and concrete construction of non-pavable projections, Operators and Matrices, 5(2)
(2011), 353–363.

[3] O. Christensen, An Introduction to Frames and Riesz Bases, Birkhäuser, Boston, Basel,
Berlin, 2002.

[4] C. Heil, D. Walnut, Continuous and discrete wavelet transform, SIAM Rev., 31(4) (1969),
628–666.

[5] A. Marcus, D. Spielman and N. Srivastave, Interlacing families II: Mixed Character-istic
Polynomials and the Kadison-Singer Problem, arXiv:1306.3969 [math.CO].

[6] N. Weaver, The Kadison-Singer Problem in discrepancy theory, Discrete Math., 278(1-3)
(2004), 227–239.

[7] R. Young, An Introduction to Nonharmonic Fourier Series, Academic Press, New York,
1980.


	مقدمه
	قابهای ریس پذیر

