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مقدمه . ١

و مشتق برای تعمیمی که دلخواه مرتبه از انتگرال گیری و مشتق گیری برای است نامی کسری حسابان

می گردد بر میلادی هفدهم قرن اواخر به کسری مفاهیم این قدمت آنجاکه از است. صحیح مرتبه از انتگرال

موضوع این اگرچه است. اشتباه مطلقاً جدید موضوع یک به عنوان ریاضیات از شاخه این شمردن بر لذا

المللی بین کنفرانس نخستین از پس پیش سال ۵٠ حدود اما می باشد، سال ٣٠٠ از بیش سابقه ای دارای

نگاه ها نوع ،[١۴] گردید برگزار راس٢ برترام پروفسور همت به نیوهاون١ دانشگاه در که کسری حسابان

تاکنون زمان آن از و کرد تغییر دارد قرار محض ریاضیات حوزه در کسری حسابان که موضوع این به

زیادی دانشمندان توجه مورد مهندسی پدیده های از بسیاری مدل سازی برای قدرتمند ابزار یک به عنوان

در بودنشان غیرموضعی خصوصیت دلیل به کسری دیفرانسیل معادلات اولا که علت این به گرفت. قرار

هستند. تعریف قابل نیز ناهموار دامنه های روی کسری مشتقات ثانیاً می کنند، عمل دقیقتر  دامنه ها اکثر

با دستگاه هایی پایداری بررسی زمینه در اخیر سال های در متعددی تحقیقات موضوع، اهمیت به توجه با

معادلات دستگاه های پایداری ترتیب به دنگ۴ و ماتیگنون٣ مثال، به عنوان گردید. ارائه کسری مشتقات

.[٨ ،١٢] کردند مطالعه را چندگانه تأخیر با کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه و کسری دیفرانسیل
کپوتو۵ خود توسط ادامه در و [۶] شد مطرح کپوتو توسط توزیعی مرتبه از کسری مشتقات اولیه ایده

در که ریاضی مدل های ارائه به اقدام دیگر محققین سپس .[۵ ،۴] یافت توسعه تورویک۶ و باگلی ،[٧]

روش یک بیان با دیتلم٧ مثال برای نمودند. می شد، استفاده توزیعی مرتبه از کسری مشتقات آنها ساختار

تحلیل مورد را مهندسی مسائل و فیزیکی پدیده های از بسیاری کسری، معادلات دستگاه بر مبتنی عددی

برای است، برخودار بالایی اهمیت از دستگاه هایی چنین پایداری آنجایی که از .[٩] داد قرار بررسی و

خطی دیفرانسیل دستگاه های پایداری بررسی به ٢٠١٠ سال در همکارانش و نجفی صابری بار اولین
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دستگاه همکارانش و امینی خواه ادامه در .[١٣] پرداختند نامنفی چگالی تابع با توزیعی مرتبه از کسری

از کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه همچنین و توزیعی مرتبه از کسری غیرخطی دیفرانسیل معادلات

.[٣ ،٢] نمودند ارائه را نتایجی معادلات این پایداری مورد در و معرفی را چندگانه تأخیر با توزیعی مرتبه

توزیعی مرتبه از کسری معادلات دستگاه پایداری بررسی برای را جدیدی روش داریم قصد مقاله این در

است: زیر مرحله دو شامل روش این دهیم. ارائه

معادله به توزیعی، مرتبه از کسری معادله مناسب انتگرال گیری روش یک به کارگیری با اول. مرحله
می شود. تبدیل کسری٨ چندمرتبه ای دیفرانسیل

معادلات دستگاه با ارز هم را اول مرحله از حاصل کسری چندمرتبه ای دیفرانسیل معادله دوم. مرحله
می پردازیم. حاصل کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه پایداری بررسی به سپس می نماییم، بعدی N کسری

حساب در اساسی و مهم نقشی که میتگ-لفلر٩ تابع معرفی از پس دوم بخش در مقاله، این ادامه در

می پردازیم، کپوتو یعنی، کسری حساب در شده مطرح کسری مشتق معروف ترین ارائه به می کند، ایفا کسری

عددی انتگرال گیری از استفاده با سوم بخش در می نماییم. تعریف را توزیعی مرتبه از کسری مشتق سپس

پرداخت. خواهیم توزیعی مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه پایداری بررسی به ذوزنقه ای

کسری دیفرانسیل حساب . ٢

می کنیم. بیان را کسری دیفرانسیل حساب تعاریف و نمادها از بعضی بخش، این در

می کند، بازی معمولی انتگرال و ديفرانسيل حساب در مهمی نقش نمایی تابع که طور همان .٢ . ١ تعریف
در تابع این می کند. ایفا کسری انتگرال و ديفرانسيل حساب در مهم بسیار نقشی نیز میتگ-لفلر تابع

به صورت که گرفت قرار مطالعه مورد میتگ-لفلر١٠ ام. جی. نام به سوئدی ریاضیدان توسط سال١٩٠٢

:[١٠] می شود تعریف زیر

Eα(z) =
∞∑

k=٠

zk

Γ(αk + ١)
, α > ٠, z ∈ C, (٢ . ١)

8Multi-order fractional differential equation
9Mittag-Leffler
10J. M. Mittag-Leffler
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می باشد. نمایی تابع از تعمیمی میتگ-لفلر تابع واقع در

به صورت را ماتریسی میتگ-لفلر تابع آنگاه باشد. n×n عددی ماتریس یک A کنید فرض .٢ . ٢ تعریف

Eα(Atα) =
∞∑

k=٠

Aktαk

Γ(αk + ١)
, α > ٠, (٢ . ٢)

می دهند. نشان

پایداری بررسی در را ما و دارد اشاره میتگ-لفلر تابع بسط مورد در که می کنیم بیان را لمی ادامه در

رساند. خواهد یاری کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه های

داریم: p ≥ ١ صحیح عدد هر برای این صورت در ،٠ < α < ٢ می کنیم فرض .٢ . ٣ لم

بود: خواهد زیر به صورت میتگ-لفلر تابع بسط |z| → ∞ و |arg(z)| ≤ απ٢ هرگاه الف.

Eα(z) =
١
α

z exp(z١/α) −
p∑

k=١

١
Γ(١ − αk)

١
zk + O

(
١
|z|p+١

)
, (٢ . ٣)

است: زیر به صورت میتگ-لفلر تابع بسط |z| → ∞ |arg(z)|و > απ٢ هرگاه ب.

Eα(z) = −
p∑

k=١

١
Γ(١ − αk)

١
zk + O

(
١
|z|p+١

)
. (۴ . ٢)

به صورت f (t) ∈ [a, b] تابع برای ،α < ٠ کسری مرتبه از ریمان-لیوویل کسری انتگرال .۴ . ٢ تعریف
می شود: تعریف زیر

aIαt f (t) =
١
Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−١ f (τ)dτ, t ≥ ٠. (۵ . ٢)

ادامه در که ،[١٠] می باشد موجود کسری حسابان ادبیات در کسری مشتقات برای مختلفی تعاریف

می کنیم. بیان را حوزه این در استفاده مورد تعریف راحت ترین و ساده ترین
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زیر به صورت شد، معرفی کپوتو توسط ١٩۶٧ سال در f (t) تابع برای کپوتو، کسری مشتق .۵ . ٢ تعریف
می شود بیان

C
a Dαt f (t) =

١
Γ(n − α)

∫ t

a
(t − τ)n−α−١ f (n)(τ)dτ = aIn−α

t f (n)(t), (۶ . ٢)

.n − ١ < α < n که

و a = ٠ که می کنیم فرض ادامه در موضوع کلیت دادن دست از بدون و سادگی برای

.C٠ Dαt f (t) = CDt
α f (t)

می شود: بیان زیر به صورت کپوتو کسری مشتق لاپلاس تبدیل

L
{
CDαt f (t)

}
= sαL { f (t)} −

n−١∑
k=٠

f (k)(٠)sα−١−k, (٢ . ٧)

است. لاپلاس تبدیل پارامتر s و n − ١ < α ≤ n که

دستگاه جواب لاپلاس تبدیل از استفاده با .۶ . ٢ لم

CDαt x(t) = Ax(t), x(٠) = x٠, (٢ . ٨)

به صورت میتگ-لفلر توابع برحسب می توان را

x(t) = x٠Eα(Atα), (٢ . ٩)

.٠ < α < ١ به طوریکه A ∈ Rn×n، x٠ = (x١٠, . . . , xn٠)T ماتریس ،x ∈ Rn آن در که نمود بیان

ε > ٠ باشد داشته وجود x٠ هر برای اگر تنها و اگر است پایدار می گوییم را (٢ . ٨) دستگاه .٢ . ٧ تعریف
.t ≥ ٠ برای ∥x(t)∥ ≤ ε که به قسمی

. lim
t→∞
∥x(t)∥ = ٠ اگر تنها و اگر است پایدار١١ مجانب به طور دستگاه این همچنین

11Asymptotically stable
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بیان زیر به صورت b(α) نامنفی چگالی تابع به نسبت توزیعی مرتبه از کسری مشتق عملگر .٢ . ٨ تعریف
می شود:

Db(α) =

∫ m

m−١
b(α)

dα

dtα
dα, m − ١ < α ≤ m, m ∈ N, (٢ . ١٠)

می باشد. کسری مشتق عملگر از تعمیمی واقع در که

داخل کسری مشتق محاسبه برای شد، بیان (۶ . ٢) رابطه در که کپوتو کسری مشتق تعریف از اگر حال

نامنفی چگالی تابع به نسبت توزیعی مرتبه از کپوتو کسری مشتق این صورت در نمائیم استفاده انتگرال

می شود: بیان زیر به صورت f (t) تابع برای b(α)

CDb(α)
t f (t) =

∫ m

m−١
b(α) CDαt f (t)dα, m − ١ < α ≤ m, m ∈ N, (٢ . ١١)

می باشد. کپوتو کسری مشتق عملگر از تعمیمی واقع در که

کسری مشتق با توزیعی مرتبه از دیفرانسیل معادلات پایداری بررسی . ٣

با توزیعی مرتبه از دیفرانسیل معادلات پایداری بررسی مقاله از بخش این در ما اصلی هدف

توزیعی مرتبه از دستگاه های پایداری بررسی برای را نتایج این می توان به راحتی که می باشد، کسری مشتق

داد. گسترش کسری مشتق با

به صورت اولیه شرایط با کسری مشتق با توزیعی مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات

CDb(α)
t x(t) = f

(
x(t)

)
, t > ٠,

x(٠) = x٠,

(٣ . ١)

و پیوسته تابع ای f (t) ∈ R ،x(t) ∈ R آن در که می باشد

CDb(α)
t x(t) =

∫ ١

٠
b(α) CDαt x(t)dα, ٠ < α ≤ ١,
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به کارگیری با اکنون می باشد. b(α) نامنفی چگالی تابع به نسبت x(t) توزیعی مرتبه از کپوتو کسری مشتق

مشتق با چندمرتبه ای معادله به (٣ . ١) معادله ،[٠, ١] بازه روی مساوی قسمت k با مرکب ذوزنقه ای روش

کسری

١
k

[b٠

٢
CDα٠t x(t) + b١

CD
α١
t x(t) + b٢

CD
α٢
t x(t) + · · · + bk−١

CD
αk−١
t x(t)

+
bk

٢
CD
αk
t x(t) ≈ f (x(t)), t > ٠,

(٣ . ٢)

اولیه مقدار با

x(٠) = x٠, (٣ . ٣)

αiها مرتبه ،i = ٠, ١, . . . , k برای همچنین .i = ٠, ١, . . . , k ،b(αi) = bi آن در که می شود تبدیل

از بدون .αk > αk−١ > αk−٢ > · · · > α١ > α٠ و ٠ < αi < ١ به طوریکه هستند گویا اعداد

دارند وجود ui و vi مثبت صحیح اعداد i = ٠, ١, . . . , k برای می کنیم، فرض مسئله کلیت دادن دست

به طوریکه

αi = vi/ui,

باشند. اول هم به نسبت ui و vi و

می باشد. uiها مشترک مضرب کوچک ترین M آن در که ω = ١/M می دهیم قرار همچنین

N−بعدی کسری معادلات دستگاه با ارز هم (٣ . ٣) اولیه مقدار با (٣ . ٢) معادله [١١] .٣ . ١ نکته
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CDωt x(t) = x١(t),

CDωt x١(t) = x٢(t),

...

CDωt xα٠M−١(t) = xα٠M(t),

CDωt xα٠M(t) = xα٠M+١(t),

...

CDωt xα١M−١(t) = xα١M(t),

CDωt xα١M(t) = xα١M+١(t),

...

CDωt xαkM−١(t) ≈ ٢
bk

(
k f

(
x(t)

)
− bk−١ xαk−١M(t) − · · · − b١xα١M(t) − b٠

٢
xα٠M(t)

)
,

(۴ . ٣)

اولیه شرایط با

xi(٠) =


x٠, i = αkM − ١,

٠, این صورت غیر .در

(۵ . ٣)

کرد: بازنویسی زیر به صورت می توان آنرا به وابسته اولیه شرایط با (۴ . ٣) معادلات دستگاه است.

CDω,βt X(t) = BX(t), t > ٠, (۶ . ٣)
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اولیه شرایط با

X(٠) = [٠, ٠, . . . , ٠, x٠]T ,

آن در که

B =



٠ ١ ٠ ٠ · · · ٠

٠ ٠ ١ ٠ · · · ٠
...

...
...

...
. . .

...

٠ ٠ ٠ ٠ · · · ١

dN١ dN٢ dN٣ dN۴ · · · dNN


,

و

dN j =



∂ f
∂x
|x=٠, j = ١,

−bk−i, j = αiM, i = ١, ٢, . . . , k − ١,

٠, این صورت غیر در

.N = αkM و

(٣ . ١) معادله صفر جواب .٣ . ٢ قضیه
مشخصه معادله جواب λ که ،

∣∣∣arg(λ(B)
∣∣∣ > ωπ/٢ هرگاه است پایدار مجانب به طور الف)

det(λI − B) = ٠, (٣ . ٧)

می باشد. N × N همانی ماتریس I و

در B ویژه ی مقادیر همه هرگاه مجانب، به طور نه است پایدار ب)

∣∣∣arg(λ(B)
∣∣∣ ≥ ωπ/٢,



١ - ١٠٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

یکسان جبری١٣ و هندسی١٢ تکرار دارای ،
∣∣∣arg(λ(B)

∣∣∣ = ωπ/٢ در صادق ویژه مقادیر و کنند صدق

باشند.

به طوریکه باشد داشته وجود است) B ویژه مقدار λ٠) λ٠ی هرگاه است ناپایدار ج)

|arg(λ٠)| < ωπ/٢.

داریم (٢ . ٩) رابطه براساس الف) اثبات.

x(t) = X(٠)Eω(Btω).

فرم J آن در که ،P−١BP = J به طوریکه دارد وجود P مانند وارون پذیری ماتریس می دانیم که همان طور

می گیریم: نظر در را زیر حالت دو است. B ماتریس جردن کانونی

آنگاه ،J = diag(λ١, λ٢, . . . , λn) اگر اول) حالت

Eω(Btω) = P
[
Eω(Jtω)

]
P−١ = P diag

(
Eω(λ١tω), . . . , Eω(λntω)

)
P−١.

داشت خواهیم ١ ≤ i ≤ n هر برای t → +∞ هنگامیکه (۴ . ٢) رابطه مطابق

Eω(λitω) = −
p∑

k=١

١
Γ(١ − ωk)

١
(λitω)k + O(

١
|λitω|p+١ )→ ٠,

بنابراین

lim
t−→+∞

∥∥∥∥Eω(Jtω)
∥∥∥∥ = lim

t−→+∞

∥∥∥∥diag
(
Eω(λ١tω), . . . , Eω(λntω)

)∥∥∥∥ = ٠.

12Algebraic multiplicity
13Geometric multiplicity



١ - ١١٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

نتیجه در

lim
t−→+∞

∥∥∥∥x(t)
∥∥∥∥ = lim

t−→+∞

∥∥∥∥X(٠)Eω(Btω)
∥∥∥∥ = lim

t−→+∞

∥∥∥∥P
[
X(٠)Eω(Jtω)

]
P−١

∥∥∥∥ = ٠.

به صورت ١ ≤ i ≤ s ،Ji و J = diag(J١, J٢, . . . , Js) کنید فرض دوم) حالت



λi ١ ٠ . . . ٠

٠ λi ١ . . .
...

... ٠ . . . . . . ٠

٠ . . . . . . λi ١

٠ ٠ . . . ٠ λi


ni×ni

,

این صورت در باشد.

Eω(Btω) = P
[
Eω(Jtω)

]
P−١ = P

∞∑
k=٠

diag(Jk
١, J

k
٢, . . . , J

k
s)tωk

Γ(ωk + ١)
P−١

= Pdiag
(
Eω(J١tω), Eω(J٢tω), . . . , Eω(Jstω)

)
P−١.

کرد: محاسبه ذیل شرح به می توان را ،١ ≤ i ≤ s ،Eω(Jitω) ماتریس

T
(
Eω(λtω)

)∣∣∣∣
λ=λi
,

می شود: بیان زیر به صورت T عملگر آن در که



١ - ١٢٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

T =



١ ∂
∂λ

١
٢!

(
∂
∂λ

)٢ · · · ١
(ni−١)!

(
∂
∂λ

)ni−١

١ ∂
∂λ · · · ١

(ni−٢)!

(
∂
∂λ

)ni−٢

. . . . . .
...

١ ∂
∂λ

١


ni×ni

.

می شوند: بیان زیر به شکل Eω(Jitω) ماتریسی تابع غیرصفر عناصر همه ی

١
( j − ١)!


(
∂

∂λ

) j−١

Eω(λtω)


∣∣∣∣∣∣∣
λ=λi

j = ١, ٢, . . . , ni, ١ ≤ i ≤ s.

داریم: (٢ . ٣) لم بنابر این صورت در ،t → ∞ و
∣∣∣arg(λi)

∣∣∣ > ωπ/٢ اگر

Eω(λitα) = −
p∑

k=١

١
Γ(١ − ωk)

١
(λitω)k + O

(
١

|λitω|p+١

)
,

و |Eω(λitω)| → ٠ داریم t → ∞ هنگامیکه

١
( j − ١)!

(
∂

∂λi

) j−١

Eω(λitω) = ١
( j−١)!

(
∂
∂λi

) j−١
− p∑

k=١

١
Γ(١ − ωk)

١
(λitω)k + O

(
١

|λitω|p+١

)
= −

p∑
k=١

(−١) j−١(k + j − ٢) . . . (k + ١)k
( j − ١)!Γ(١ − ωk)

١
λ

k+ j−١
i tαk

+ O
(

١
|λi|p+ j|tω|p+١

)

= −
p∑

k=١

(−١) j−١(k + j − ٢)!
( j − ١)!(k − ١)!Γ(γ − ωk)

١
λ

k+ j−١
i tωk

+ O
(

١
|λi|p+ j|tω|p+١

)
,

داریم: ١ ≤ j ≤ ni هر برای ،t → ∞ هنگامیکه



١ - ١٣٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

∣∣∣∣∣∣∣ ١
( j − ١)!

(
∂

∂λ

) j−١

Eω(λitω)

∣∣∣∣∣∣∣→ ٠.

می شود: حاصل زیر نتیجه X(٠) غیرصفر اولیه مقدار هر برای بنابراین

lim
t→+∞

∥X(t)∥ = lim
t→+∞

∥∥∥X(٠)Eα(Atω)
∥∥∥ = ٠.

باشد داشته وجود λi نام به بحرانی ویژه مقدار می کنیم فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون ب)
از این صورت در باشد. داشته یک با یکسان هندسی و جبری تکرار و

∣∣∣arg(λi)
∣∣∣ = ωπ/٢ به طوریکه

می آید: به دست زیر به شکل جوابی (٢ . ٩)

x(t) = X(٠)Eω(Btω) = X(٠)Pdiag
(
Eω(J١tω), Eω(J٢tω), . . . , Eω(Jstω)

)
P−١,

و |arg(λk)| > ω/٢ به طوریکه هستند nk مرتبه از ماتریس جردن بلوک های Jkها که

i−١∑
k=١

nk +

s∑
k=i+١

nk + ١ = n, k = ١, . . . , i − ١, i + ١, . . . , s.

داریم: ٢ . ٣ رابطه از حال

Eω(λitω) =
١
ω

exp(tλ١/ω
i ) −

p∑
k=١

١
Γ(١ − ωk)

١
λk

i

١
tωk + O

(
١

|λtω|p+١

)
.

این صورت در است. λi مطلق قدر r که ،λi =
(
r(cos ωπ٢ + i sin ωπ٢ )

)
می کنیم فرض



١۴١ - ٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

Eω(λitω) =
١
ω

exp
{
t
(
r(cos ωπ٢ + i sin ωπ٢ )

)١/ω}

−
p∑

k=١

(r(cos ωπ٢ + i sin ωπ٢ ))−kt−ωk

Γ(١ − ωk)
+ O

(∣∣∣∣∣r(cos
ωπ

٢
+ i sin

ωπ

٢
)
∣∣∣∣∣−p−١
|t|−ωp−ω

)

=
١
ω

exp
{
r١/ωt(cos π٢ + i sin π٢)

}
−

p∑
k=١

r−kt−ωk(cos −kωπ
٢ + i sin −kωπ

٢ )

Γ(١ − ωk)
+ O

(
t−ωp−ω)

=
١
ω

exp
{
ir١/ωt

}
−

p∑
k=١

r−kt−ωkr(cos kωπ
٢ − i sin kωπ

٢ )

Γ(١ − ωk)
+ O

(
t−ωp−ω) ,

(٣ . ٨)

وقتی باقیمانده جملات که حالی در است ١
ω با برابر بالا تساوی راست سمت جمله اولین مطلق قدر مقدار

Eω(Jktω) برای قضیه، این (الف) قسمت اثبات از می کنند. میل صفر به ،t → ∞
می گیریم نتیجه بنابراین می کنند. میل صفر به ،t → ∞ هنگامیکه ،k = ١, . . . , i−١, i+١, . . . , r

نیست. پایدار مجانب به طور و است پایدار (٣ . ١) دستگاه صفر جواب که

داریم: t → +∞ وقتی ،(٢ . ٣) رابطه طبق لذا باشد، قطری ماتریس B می کنیم فرض ابتدا ج)

Eω(λ٠tω) =
١
ω

exp(tλ١/ω
٠ ) −

p∑
k=١

١
Γ(١ − ωk)

١
λk

٠

١
tωk + O

(
١

|λ٠tω|p+١

)
→ +∞,

همچنین

lim
t→+∞

∥∥∥∥x(t)
∥∥∥∥ = lim

t→+∞

∥∥∥∥X(٠)Eω(Btω)
∥∥∥∥ = +∞.

داریم: ٢ . ٣ رابطه از باشد. B ماتریس جردن کانونی شکل B = P J P−١ می کنیم فرض حال



١۵١ - ٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

١
( j − ١)!


(
∂

∂λ٠

) j−١

Eω(λ٠tω)

 = ١
( j − ١)!


(
∂

∂λ٠

) j−١

(
١
ωexp(λ

١/ω
٠ t) −

p∑
k=١

١
Γ(١−ωk)

١
λk٠tωk + O

(
١

|λ٠tω|p+١

))}

١
λ٠( j − ١)!

{
(١ − ω)(١ − ٢ω) . . . (١ − (٢ − j)ω)

ω j λ
(١/ω)−( j−١)
٠ t + · · ·

(
( j−١) j

٢ − ( j − ١)ω − ( j−١)( j−٢)
٢ ω

)
ω j λ

(١/ω) j−٢−( j−١)
٠ t j−٢+

١
ω jλ

(١/ω) j−١
−( j−١)

٠ t j−١
 exp(λ١/ω

٠ t)

− ١
( j − ١)!

p∑
k=١

(−k)(−k − ١) . . . (−k − j + ٢)
Γ(١ − ωk)

١
λ

k+ j−١
٠ tωk

+ O
(

١
|λ٠|p+ jt(p+١)ω

)
.

داشت: خواهیم بزرگ کافی قدر به t برای بنابراین،



١۶١ - ٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

∣∣∣∣∣∣∣ ١
( j − ١)!


(
∂

∂λ٠

) j−١

Eω(λ٠tω)


∣∣∣∣∣∣∣ ≥ ١

( j − ١)!


∣∣∣∣∣∣ ١
ω jλ

(١/ω) j−١−( j−١)
٠ t j−١

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

( j−١) j
٢ − ( j − ١)ω − ( j−١)( j−٢)

٢ ω
)

ω j λ
(١/ω) j−٢−( j−١)
٠ t j−٢

∣∣∣∣∣∣∣∣ − · · ·
−

∣∣∣∣∣(١ − ω)(١ − ٢ω) . . . (١ − (٢ − j)ω)
ω j λ

(١/ω)−( j−١)
٠ t

∣∣∣∣∣} exp
(
|λ١|٠/ωcos

(
arg(λ٠)
ω

)
t
)

− ١
( j − ١)!

p∑
k=١

|(−k)(−k − ١) . . . (−k − j + ١)|
|Γ(١ − ωk)|

١∣∣∣∣λk+ j
٠ tωk− j+١

∣∣∣∣ + O
(

١
|λ٠|p+ jt(p+١)ω

)

=
١

( j − ١)!

{
t j−١

ω j |λ٠|(١/ω) j−١−( j−١) −

(
( j−١) j

٢ − ( j − ١)ω − ( j−١)( j−٢)
٢ ω

)
ω j t j−٢

|λ٠|(١/ω) j−٢−( j−١) − · · · − (١ − ω)(١ − ٢ω) . . . (١ − (٢ − j)ω)
ω j t

|λ٠|(١/ω)−( j−١)
}

exp
(
|λ١|٠/ωcos

(
arg(λ٠)
ω

)
t
)

− ١
( j − ١)!

p∑
k=١

|(−k)(−k − ١) . . . (−k − j + ١)|
|Γ(١ − ωk)|

١∣∣∣∣λk+ j
٠ tωk− j+١

∣∣∣∣ + O
(

١
|λ٠|p+ jt(p+١)ω

)
.

نتیجه اخیر نامساوی جمله اولین از بنابراین .cos(arg(λ٠)
α ) > ٠ داریم ،

∣∣∣∣arg(λ٠)
α

∣∣∣∣ < π/٢ آنجاییکه از

است. ناپایدار (٣ . ١) دستگاه صفر جواب که می شود



١ - ١٧٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

توزیعی مرتبه از دیفرانسیل معادله آن گاه (٠ < nγ ≤ ١) b(α) =
∑n

j=١ c j δ(α − jγ) اگر .٣ . ٣ نکته

به نیازی دیگر لذا می شود (٣ . ٢) کسری چندمرتبه ای دیفرانسیل معادله به تبدیل (٣ . ١) کسری مشتق با

می باشد. دیراک١۴ دلتای تابع ،δ(t) آن در که نیست، اول مرحله از استفاده

می گیریم: نظر در را زیر توزیعی مرتبه از کسری خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه .۴ . ٣ مثال

CD
b١(α)
t x١(t) = a x١(t) + b x٢(t),

CD
b٢(α)
t x٢(t) = c x١(t) + d x٢(t),

(٣ . ٩)

مرتبه از نامنفی چگالی تابع i = ١, ٢ برای bi(α) که ،
(
x(٠)١, x(٠)٢

)
= (x١٠, x٢٠) اولیه شرایط با

فرض با حال هستند. ثابت اعداد d , c , b , a و α ∈ (٠, ١]

b١(α) = δ(α − ١
٢),

b٢(α) = δ(α − ١
٣),

می نمائیم: تبدیل زیر کسری مشتق دستگاه به را (٣ . ٩) دستگاه (٣ . ١) ملاحظه از استفاده با و

14Dirac Delta function



١ - ١٨٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

است. پایدار مجانب به طور (−٢, ٣٫۵) اولیه شرایط با (٣ . ٩) دستگاه تعادلی نقطه :١ شکل

CD
١
۶
t x١(t) = y١(t),

CD
١
۶
t y١(t) = y٢(t) ,

CD
١
۶
t y٢(t) = a x١(t) + b x٢(t),

CD
١
۶
t x٢(t) = y٣(t),

CD
١
۶
t y٣(t) = c x١(t) + d x٢(t),

(٣ . ١٠)

نقطه یک دارای تنها (٣ . ١٠) کسری خطی دستگاه این صورت در ،(٠, ٠, x١٠, ٠, x٢٠) اولیه شرایط با

(٣ . ١٠) دستگاه پایداری بررسی از می توانیم که هستیم مرحله ای در اکنون است. (٠, ٠, ٠, ٠, ٠) تعادلی

نظر در d = −٢٫٢ و ،c = −١٫۵ ،b = ٢ ،a = ١ اگر بنابراین کنیم. استفاده (٣ . ٩) دستگاه برای



١ - ١٩٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

با برابر ω = ١
۶ برای (٣ . ١٠) دستگاه مشخصه معادله آنگاه بگیریم،

det(λI − J) = ٠, (٣ . ١١)

به شکل تعادلش، نقطه حول (٣ . ١٠) دستگاه ژاکوبین ماتریس J آن در که است



٠ ١ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ٢ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ١

−١٫۵ ٠ ٠ −٢٫٢ ٠


,

شرایط در ،(٣ . ١١) معادله جواب های تمام آنجایی که از می باشد.

∣∣∣arg(λi)
∣∣∣ ≥ π/١٢,

است. پایدار مجانب به طور (٣ . ٩) دستگاه بنابراین می کنند صدق i = ١, . . . , ۵ برای

با (١) شکل در (−٢, ٣٫۵) اولیه شرایط با (٣ . ٩) توزیعی مرتبه از کسری مشتق با دستگاه تقریبی جواب

است. شده داده نشان [١] چندگامی کسری دیفرانسیل تبدیل روش از به کارگیری

گیری نتیجه . ۴

معادلات دستگاه به تبدیل را توزیعی مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه ابتدا مقاله، این در

پایداری بررسی به میتگ-لفلر تابع مجانبی بسط خاصیت از استفاده با سپس کرده کسری دیفرانسیل

نتایج تا داده ایم ارائه دستگاه ها نوع این برای مثالی ادامه در پرداختیم. کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه

کنیم. تصدیق را خودمان



١ - ٢٠٢١ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها رضازاده/ اسلامی،

سپاس گزاری

است. شده انجام مازندران دانشگاه پژوهشی ویژه اعتبار از استفاده با مقاله این
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