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مقدمه . ١

مورد دور سالیان از مینمایند حفظ را عملگرها از خاصی خواص كه نگاشتهایی مورد در پژوهش

خطی نگهدارنده مسألههای به نگاشت، بودن غیرخطی یا خطی به بستگی و است بوده پژوهشگران توجه

مورد خاصی ویژگیهای نگهدارنده نگاشتهای اغلب مسألهها این در میباشند. مشهور غیرخطی یا

مورد ویژگیهای از یكی (. شود مراجعه [١۶ ،١٠ ،١٣ ،٨] به مثال عنوان به میگیرند( قرار بررسی

حفظ را عملگرها وارونپذیری ویژگی كه نگاشتهایی مورد در تحقیق یعنی است؛ بودن وارونپذیر علاقه

است). شده انجام تحقیقاتی زمینه، این در [١٩ ،۶ ،۴ ،٣ ،١] در مثال عنوان مینمایند(به

دریزین وارون و مور-پنرز وارونپذیری جمله از شدهاست؛ تعریف متنوعی وارونپذیریهای عملگرها، برای

میشود. تعریف زیر صورت به تعمیمیافته وارون کلی طور به میباشند. تعریف قابل ... و

یافته تعمیم وارون را Ag عملگر .A ∈ A و باشد عملگرها از جبری A کنید فرض [٩] .١ . ١ تعریف
.AAgA = A گاه هر گویند، A عملگر

این به توجه با مینمایند. بیان نیز شده ذکر شرط بر علاوه را AgAAg = Ag شرط منابع برخی در

از که کرد، تعریف عملگرها برای را وارونها از جدیدی انواع میتوان جدید شرایط افزودن و تعریف

تعریف نیمگروهها روی ١٩۵٨ سال در دریزین توسط بار نخستین كه میباشد دریزین وارون آنها جمله

دارای را a ∈ G عضو باشد، نیمگروه یك G فرضكنید كه بیاننمود اینگونه را تعریف دریزین .[۵] شد

طوریكه به باشد موجود x ∈ G هرگاه گوییم دریزین وارون

ax = xa, xax = x, ak+١x = ak.

همه فضای نامتناهی، بعد با حقیقی یا مختلط هیلبرت فضای ترتیب به Bs(H) B(H)،Hو نماد با

تعریف میدهیم. نمایش را H روی كراندار خودالحاق عملگرهای همه فضای و كراندار خطی عملگرهای

نمود. ارایه میتوان نیز B(H) جمله از برداری فضاهای برای را ذكرشده

و A ∈ B(H) عملگر گاه هر گویند دریزین وارون دارای را T ∈ B(H) عملگر الف) [۵] .١ . ٢ تعریف
طوریکه به باشند موجود k ∈ N طبیعی عدد

T A = AT, AT A = A, T k+١A = T k.
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عملگر میدهیم، نمایش T D با که را، آن دریزین وارون باشد، دریزین وارونپذیر T ∈ B(H) اگر ب)

و گویند T اندیس عدد این به برقرارباشد؛ k عدد کوچکترین برای سوم شرط که میكنیم تعریف یکتایی

میدهند. نمایش Ind(T ) نماد با

تحقیق مورد مسأله بیان . ٢

برخوردار اهمیت از مینمایند، حفظ را وارونپذیری كه نگاشتهایی بررسی گفتهشد كه همانطور

مینماییم. ارایه را دریزین وارون نگهدارنده نگاشتهای تعریف ادامه در میباشد.

دریزین وارون نگهدارنده را φ : A → A نگاشت باشد. عملگرها از جبری A فرضكنید .٢ . ١ تعریف
باشد. برقرار φ(AD) = φ(A)D رابطه ،A ∈ A دریزین وارون دارای عملگر هر برای گاه هر گویند

ساختار زیر قضیه در جمله از است، شده انجام یافته تعمیم وارون های نگهدارنده با رابطه در تحقیقاتی

قرارگرفتهاست. بررسی مورد مینمایند، حفظ را دریزین وارون كه B(H) روی جمعی نگاشتهای

و باشند نامتناهی بعد با حقیقی یا مختلط هیلبرت فضای دو K و H فرضكنیم [۴] .٢ . ٢ قضیه
خودتوان عملگرهای همه شامل ψ برد كه فرضكنید همچنین باشد. جمعی نگاشتی ψ : B(H)→ B(K)

آنگاه ،T ∈ B(H) دریزین وارونپذیر عملگر هر برای ψ(T D) = ψ(T )D اگر باشد. B(K) در مینیمال

دوسویی كراندار پادخطی یا خطی عملگر یا و میكند صفر را مینیمال خودتوان عملگرهای همه یا ψ

ψ(T ) = ξAT tA−١ یا T ∈ B(H) هر برای ψ(T ) = ξAT A−١ طوریكه به است موجود A : H → K

روی ثابت متعامد پایه یك گرفتن نظر در با T ترانهاده T t و ξ = ±١ اینجا در كه T ∈ B(H) هر برای

میباشد. H فضای

در میباشند، جردن همریختیهای جهت، دو از دریزین نگهدارندههای برای مثالها معروفترین از یكی

باشد( جردن همریختی ϕ : A → B و باشند جبر B و A اگر كه شده ثابت ٢ . ١ قضیه [١٢] در واقع

ϕ(aD) = ϕ(a)D رابطه باشد دریزین وارون دارای كه a ∈ A هر برای آنگاه ،(ϕ(a٢) = ϕ(a)٢ یعنی

است. برقرار

میكند خطور ذهن به اغلب كه بعدی سؤال میگیرد، قرار بررسی مورد B(H) روی مسألهای كه زمانی

Bs(H) روی تحقیق اهمیت واقع در شد. خواهد منجر نتیجهای چه به Bs(H) روی مسأله این است این
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دارد. خاصی اهمیت فیزیك در كراندار١ مشاهدهگرهای فضای عنوان به فضا این كه است بابت این از

ϕ : Bs(H) → Bs(H) نگاشتهای همه سازی مشخصه به [١۴] در همكارانش و مولنار مثال طور به

رابطه A, B ∈ Bs(H) هر برای یعنی مینماید. حفظ جهت دو از را جابجایی خاصیت كه پرداختند

جداگانه موضوع این اینكه حال باشد؛ برقرار ϕ(A)ϕ(B) = ϕ(B)ϕ(A) اگر تنها و اگر AB = BA

[١۵] در همكاران و نیری یا و بود گرفته قرار مطالعه و بررسی مورد B(H) جمله از دیگر جبرهای روی

حفظ جهت دو از را عملگرها پذیری وارون و بودن جبری كه اند نموده بررسی را Bs(H) روی نگاشتهایی

است. شده انجام تحقیق [١٨] در قبلا B(H) فضای روی موضوع این مورد در و نمایند،

میتواند توجه مورد مسائل از یكی ٢ . ٢ قضیه گرفتن نظر در نیز و شده ارایه توضیحات به توجه با

باشد. مینمایند، حفظ را دریزین وارون كه Bs(H) روی جمعی نگاشتهای بررسی

شده ثابت B(H) روی آن مشابه قبلا كه Bs(H) روی نگهدارنده نگاشتهای بررسی در توجه قابل نكته

بودن خودالحاق B(H) فضای روی نگاشتهای به مربوط قضایای اثبات در آنجا از كه باشد می این است

كمكی های قضیه حتی و ها قضیه آن خود از توان نمی راحتی به بنابراین شود، نمی درنظرگرفته عملگرها

بررسی در مثال عنوان به نمود. استفاده Bs(H) روی نگاشتها بررسی برای است، آمده اثباتشان در كه

خودتوان عملگرهای كه نگاشتهایی بررسی به اثبات كنند می صدق ٢ . ٢ قضیه شرایط در كه ϕ نگاشتهای

نگاشتها این بررسی اما اند، شده مشخص B(H) روی قبلا نگاشتها این شود، می منجر كنند می حفظ را

Bs(H) روی خودتوان های نگهدارنده به نیاز بدون راهكاری مقاله این در است. نشده انجام Bs(H) روی

شود. می ارایه

،Ran(T ) نمادهای T ∈ B(H) هر برای مینماییم. معرفی را نیاز مورد نماد چند ادامه برای

نماد با همچنین میرود، كار به T عملگر رتبه و پوچ فضای برد، برای ترتیب به rank(T Ker(Tو( )

میدهیم. نمایش را متناهی رتبه با خودالحاق عملگرهای همه فضای Bs f (H)

دریزین وارون دارای عملگرهای مقدماتی خواص برخی . ٣

میگیرد قرار مطالعه مورد دریزین وارون دارای عملگرهای ویژگیهای و خواص برخی بخش این در

گرفت. خواهد قرار استفاده مورد اصلی اثباتهای در که

1bounded observables
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میباشد: برقرار T ∈ B(H) عملگر برای زیر ویژگیهای .٣ . ١ لم

.T D = T−١ و است دریزین وارونپذیر آنگاه باشد، وارونپذیر T ∈ B(H) اگر •

یکتاست. آن دریزین وارون آنگاه باشد، دریزین وارونپذیر T ∈ B(H) اگر •

.T D = T−١ یعنی است T معمولی وارون همان ،T D دریزین، وارون آنگاه ،Ind(T ) = ٠ اگر •

.[۴] است بسته ran(T k) آنگاه ، Ind(T ) = k و باشد دریزین وارون دارای T ∈ B(H) اگر •

.[۵] است خودتوان TT D = T DT آنگاه باشد ، T D دریزین وارون دارای T ∈ B(H) اگر •

عملگر اگر تنها و اگر است بسته ran(T ) اینصورت در .T ∈ B(H) فرضکنید الف) [٢] .٣ . ٢ لم
. T XT = T طوریکه به باشد داشته وجود X ∈ B(H)

نمایش میتوان ،Ind(S ) = k که S ∈ Bs(H) عملگر برای ب)

S =

 S ١ ٠

٠ S ٢

 (٣ . ١)

نوشت. H = ran(S k)
⊕

ran(S k)⊥ تجزیه گرفتن نظر در با را

فرضکنیم اگر (ب) قسمت اثبات برای نمود. مراجعه [٢] به میتوان (الف) قسمت اثبات برای اثبات.

S k+١ = میدهد نتیجه كه S k = S k+١S D داریم دریزین وارون تعریف طبق بنابراین ،Ind(S ) = k که

داریم .S kx = y بطوریكه دارد وجود x ∈ H پس y؛ ∈ ran(S k) بگیریم نظر در .S kS S DS

پایا فضای زیر یک ran(S k) بنابراین و S (y) ∈ ran(S k) پس S؛ (y) = S (S kx) = S k(S S DS x)

میتوان ، H = ran(S k)
⊕

ran(S k)⊥ صورت به H فضای گرفتن نظر در با حال میباشد. S تحت

نوشت. را S برای شده ذکر نمایش

شده آورده T ∈ B(H) عملگر برای [۶] و [۴] مراجع در كه است گزارههایی مشابه زیر گزارههای

و شدهاند بیان فضا این روی گزارهها این Bs(H) فضای در عملگرها به نیاز به توجه با اینجا در است.

است. شده آورده شده ذكر مراجع در كه است اثباتی همان مشابه گزارهها اثبات
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میباشند. ارز هم زیر های گزاره آنگاه S ∈ Bs(H) اگر .٣ . ٣ گزاره

است. Ind(S ) = k با دریزین وارونپذیر S (الف)

میباشد ،H = ran(S k)
⊕

ran(S k)⊥ تجزیه، گرفتن نظر در با ٣ . ١ ماتریسی نمایش دارای S (ب)

.S k
٢ = ٠ و میباشد ran(S k) روی وارونپذیر الحاق خود عملگر S ١ که

.H = ran(S n)
⊕

ker(S n) طوریکه به است موجود n طبیعی عدد (ج)

است. برقرار Ind(S ) = ١ واقع در كه كرد خواهیم ثابت ۶ . ٣ لم در شده ذكر گزاره از استفاده با

S D و S آنگاه باشد. Ind(S ) = k با S D دریزین وارون دارای S ∈ Bs(H) فرضكنید .۴ . ٣ گزاره
میباشد. متعامد تصویر عملگر S S D = S DS و میشوند جابهجا

این بین جالبی ارتباط میدهیم قرار بررسی مورد را عملگرها دریزین وارون Bs(H) فضای در وقتی

سپس و میپردازیم مور-پنرز وارون تعریف به ادامه در میباشد. عملگرها مور-پنرز وارون و وارون نوع

میدهیم. قرار بررسی مورد لم یك عنوان تحت را ارتباط این

موجود C ∈ B(H) عملگر گاه هر گویند مور-پنرز وارون دارای را A ∈ B(H) عملگر [٧] .۵ . ٣ تعریف
طوریکه به باشد

ACA = A, CAC = C

باشند. تصویر عملگرهای CA و AC عملگرهای و

وارون بین اصلی تفاوت دو مینماییم. استفاده A عملگر مور-پنرز وارون دادن نشان برای A† نماد از

میباشند: ذیل شرح به که دارد وجود عملگرها دریزین وارون و مور-پنرز

در نمیباشد. تصویر عملگر همواره ولی میباشد خودتوان AAD = ADA آنگاه ،A ∈ B(H) اگر -

میباشند. تصویر عملگر تعریف طبق A†A †AAو صورتیکه

نمیشوند. جا جابه هم با ،A† آن، مور-پنرز وارون و A عملگر کلی حالت در -

ارتباط هم با خودالحاق عملگرهای در دریزین وارون و مور-پنرز وارون چگونه که مینماییم بیان زیر لم در

دارند.
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آن، دریزین وارون و Ind(S ) = ١ آنگاه باشد، دریزین وارون دارای S ∈ Bs(H) عملگر اگر .۶ . ٣ لم
.S D = S † داریم همچنین است. متعلق Bs(H) فضای به نیز ،S D

داریم .Ind(S ) = k و باشد دریزین وارون دارای S کنیم فرض اثبات.

(S D)∗S = S (S D)∗, (S D)∗S (S D)∗ = (S D)∗, S k+١(S D)∗ = S k

،(S D)∗ = S D که میدهد نتیجه دریزین وارون بودن یکتا میباشد؛ S دریزین وارون نیز (S D)∗ بنابراین

در و H = ran(S ) ⊕ ker(S ) بنابراین ،S ∈ Bs(H) که آنجا از است. خودالحاق S D بنابراین

و S Dker(S ) ⊆ ker(S ) میشود نتیجه ،S DS = S S D اینكه به توجه با .S = S ١ ⊕ ٠ نتیجه

پس .S Dran(S ) ⊆ ran(S )

S D = E ⊕ F

(S ١ ⊕ ٠)(E ⊕ F) = S ١E ⊕ ٠ = (E ⊕ F)(S ١ ⊕ ٠) = (ES ١ ⊕ ٠)

(E ⊕ F)(S ١ ⊕ ٠)(E ⊕ F) = ES ١E ⊕ ٠ = E ⊕ F

و

(S k+١
١ ⊕ ٠)(E ⊕ F) = S k+١

١ E ⊕ ٠ = S k
١ ⊕ ٠.

S D = E ⊕ ٠ نتیجه در .S k+١
١ E = S k

١ و ٠ = F ، ES ١E = E ،S ١E = ES ١ داریم بنابراین

و S ١GS ١ = G ،S ١G = GS ١ اگر دیگر سوی از میباشد. h ≤ k اندیس با وارونپذیر S ١ و

آنگاه ،S h+١
١ G = S h

١

(S ١ ⊕ ٠)(G ⊕ ٠) = (G ⊕ ٠)(S ١ ⊕ ٠)

(G ⊕ ٠)(S ١ ⊕ ٠)(G ⊕ ٠) = G ⊕ ٠

و

(S ١ ⊕ ٠)h+١(G ⊕ ٠) = (S ١ ⊕ ٠)h

نیز و میباشد k اندیس با دریزین وارونپذیر S ١ یعنی ، h = k بنابراین .k ≤ h میدهد نتیجه که



١٨۶١٧٩ - ١٩٢ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها جمشیدی/ نیری، دهقان

معادلا یا و S h+١
١ E = S ١ داریم است. یکبهیک S ١ ،٣ . ٣ گزاره (ب) قسمت به توجه با .S D

١ = E

كه S ٢
١E = S ١ داریم بنابراین .S ١E = I میدهد نتیجه S ١ پذیری وارون .S h

١(S ١E − I) = ٠

ran(S ١) = پس ، ran(S ١) = ran(I) = ran(S ١E) ⊆ ran(S ١) همچنین .k = ١ میدهد نشان

S D نتیجه در و E = S −١
١ بنابراین و است همانی عملگر ran(S ١) فضای روی I بنابراین .ran(S ١)

نتیجه که S D = S −١
١ ⊕ ٠ پس .S D ∈ Bs(H) داریم S D بودن خودالحاق به توجه با میباشد. کراندار

.S D = S † میدهد

اصلی نتایج . ۴

میباشد قضیه دو بیان به نیاز ابتدا امر این برای مینماییم. ارائه را مقاله این اصلی نتایج بخش این در

مینماییم. بیان را آنها ادامه در كه

ϕ : Bs f (H)→ کنید فرض و ،dim(H) ≥ ٢ که باشد هیلبرت فضای H کنید فرض [١٧] .١ . ۴ قضیه
یک رتبه ϕ(A) − ϕ(B) ،A, B ∈ Bs f (H) هر برای فرضکنید .ϕ(٠) = ٠ که باشد نگاشتی Bs f (H)

است: برقرار زیر حالات از یکی آنگاه باشد. چنین A − B اگر تنها و اگر است

.Ran(ϕ) ⊂ ⟨R⟩ طوریکه به وجوددارد R ∈ Bs f (H) یک رتبه عملگر الف)

طوریکه به وجوددارد τ : H → H پادخطی یا خطی یکبهیک نگاشت ب)

ϕ(F) = ϵ
k∑

j=١
t jτe j ⊗ τe j (١ . ۴)

{t١, t٢, . . . , tk} ⊂ R ،k ∈ N که F =
∑k

j=١ t je j ⊗ e j است فرضشده اینجا در .ϵ ∈ {−١+,١} که

میباشد. یکه متعامد مجموعه {e١, e٢, . . . , ek} ⊂ H و

پنج از حقیقی ترکیب صورت به را T میتوان اینصورت در .T ∈ Bs(H) کنید فرض [١١] .٢ . ۴ قضیه
نوشت. تصویر عملگر

خواننده راحتی برای و میشود اثبات [۴] در ٢ . ١ لم مشابه دقیقا كه داریم نیاز زیر لم به همچنین

میشود. آورده آن اثبات
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دریزین وارون نگهدارنده و دوسویی و جمعی نگاشتی ϕ : Bs(H) −→ Bs(H) فرضكنید .٣ . ۴ لم
میشود. نتیجه P ∈ Bs(H) در خودتوان عملگر هر برای زیر های گزاره آنگاه باشد.

.ϕ(I)ϕ(P) = ϕ(P)ϕ(I) (الف)

.ϕ(P) = ϕ(P)٢ϕ(I) = ϕ(P)ϕ(I)٢ (ب)

است وارونپذیر I+ (α−١)P عملگر P ∈ Bs(H) خودتوان عملگر هر و α گویای عدد هر برای اثبات.

آنگاه باشد، وارونپذیر عملگری T ∈ Bs(H) اگر میدانیم .(I + (α − ١)P)−١ = I + (α−١ − ١)P و

بنابراین ،T D = T−١ و میباشد نیز دریزین وارونپذیر

(I + (α − ١)P)D = ϕ((I + (α − ١)P)D) = ϕ(I + (α−١ − ١)P).

دریزین وارونپذیری تعریف به توجه با بنابراین

(I + (α − ١)P)ϕ(I + (α−١ − ١)P) = ϕ(I + (α−١ − ١)P)ϕ(I + (α − ١)P) (٢ . ۴)

و

(I + (α − ١)P)ϕ(I + (α−١ − ١)P)ϕ(I + (α − ١)P) = ϕ(I + (α − ١)P). (٣ . ۴)

میشود. نتیجه ٢ . ۴ رابطه از گزاره(الف) ϕ بودن جمعی به توجه با

دریزین وارون دارای عملگر این P ∈ Bs(H) خودتوان عملگر هر برای كه كنید توجه ادامه اثبات برای

نتیجه قسمت(الف) و ٣ . ۴ رابطه از حال .ϕ(P)٣ = ϕ(P) و ϕ(I)٣ = ϕ(I) پس .PD = P و میباشد

،α گویای عدد هر برای كه میشود

(٢ − ١
α

)ϕ(P)ϕ(I)٢ + (١ − ٢
α

)(α − ١)ϕ(P)٢ϕ(I) = [١ +
(α − ٢(١

α
ϕ(P).

و ϕ(P) = ϕ(P)ϕ(I)٢ ترتیب به نماییم جایگذاری را α = ١
٢ و α = ٢ اخیر رابطه در چنانچه

میشود. اثبات (ب) قسمت كه میشود، نتیجه و ϕ(P) = ϕ(P)٢ϕ(I)
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دریزین وارون نگهدارنده و دوسویی و جمعی نگاشتی ϕ : Bs(H) −→ Bs(H) فرضكنید .۴ . ۴ قضیه
ϕ(RP) ⊂ روابط ،P ∈ Bs(H) تصویر عملگر هر برای كنيد فرض همچنين .dim(H) ≥ ٢ نيز و باشد

،A ∈ Bs(H) برای صورت این در باشند. برقرار ϕ(PBs(H)P) = ϕ(P)Bs(H)ϕ(P) و Rϕ(P)

.rankϕ(A) = ١ اگر تنها و اگر rank(A) = ١

،T ∈ Bs(H) هر برای مینماییم ثابت ابتدا اثبات.

.ϕ(I)ϕ(T ) = ϕ(T )ϕ(I) (الف)

.ϕ(T ) = ϕ(T )٢ϕ(I) = ϕ(T )ϕ(I)٢ (ب)

روی τ خطی نگاشت بنابراین ،ϕ(RP) ⊂ Rϕ(P) داریم فرض طبق بگیرید. نظر در را P تصویر عملگر

x ∈ H هر برای حال .ϕ(P) = τ(λ)ϕ(P) طوریكه به است موجود R

[ϕ(I)ϕ(P)][τ(λ)x] = ϕ(I)[ϕ(P)(τ(λ)x)]

= ϕ(I)[τ(λ)ϕ(P)(x)]

= ϕ(I)ϕ(λP)(x)

و

[ϕ(P)ϕ(I)](τ(λ)x) = ϕ(P)[ϕ(I)(τ(λ)x)]

= ϕ(P)[(τ(λ)ϕ(I))x)]

= τ(λ)ϕ(P)ϕ(I)(x)

= ϕ(λP)ϕ(I)(x)

میشود نتیجه ٣ . ۴ لم و روابط این از

ϕ(I)ϕ(λP) = ϕ(λP)ϕ(I). (۴ . ۴)

تركیب صورت به میتوان را خودالحاق عملگر هر اینكه و ϕ بودن جمعی ویژگی گرفتن نظر در با حال
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كه میشود نتیجه نوشت، تصویر عملگر پنج حقیقی خطی

ϕ(I)ϕ(T ) = ϕ(T )ϕ(I).

میگردد. اثبات (الف) قسمت همانند قسمت(ب)

به توجه با میباشد. Bs(H) در یك رتبه تصویر عملگرهای همه شامل ϕ برد است، پوشا ϕ كه آنجا از

x⊗x = x⊗xϕ(I)٢ و ϕ(I)x⊗x = x⊗xϕ(I) روابط ،x ∈ H یكه بردار هر برای شد، اثبات كه روابطی

با پس .ϕ(I) = I میكنیم فرض كلیت از كاستن بدون میدهد. نتیجه را ϕ(I) = ±I كه است؛ برقرار

مینماید. حفظ تصویر عملگرهای ϕ شده، اثبات روابط به توجه

تصویر عملگر P كه فرضكنید مینماید. حفظ را یك رتبه تصویر عملگرهای ϕ كه میكنیم ثابت ادامه در

.ϕ(PBs(H)P) = ϕ(RP) = ϕ(P)Bs(H)ϕ(P) پس .PBs(H)P = RP داریم باشد. یك رتبه

میباشد. یك رتبه عملگری ϕ(P) بنابراین

طوریكه به وجوددارد t ∈ R و x ∈ H میدانیم باشد. یك رتبه با عملگری A ∈ Bs(H) كنیم فرض حال

رتبه از عملگری y ⊗ y نتیجه در و ∥y∥ = ١ اینجا در كه ،A = tx ⊗ x = t∥x∥٢ x
∥x∥ ⊗

x
∥x∥ = λy ⊗ y

رتبه كه میشود نتیجه شده داده توضیحات به توجه با ϕ(A) = τ(λ)ϕ(y ⊗ y) كه آنجا از میباشد. یك

است. مشابه كاملا برعكس اثبات است. یك برابر ϕ(A)

دریزین وارون نگهدارنده و دوسویی و جمعی نگاشتی ϕ : Bs(H) −→ Bs(H) كنیم فرض .۵ . ۴ قضیه
ϕ(RP) ⊂ Rϕ(P) روابط ،P ∈ Bs(H) تصویر عملگر هر برای همچنین .dim(H) ≥ ٢ نيز و باشد

U پادیكانی یا یكانی عملگر صورت این در باشند. برقرار ϕ(PBs(H)P) = ϕ(P)Bs(H)ϕ(P) و

طوریكه به وجوددارد

ϕ(T ) = U∗TU, ∀T ∈ Bs(H).

مجموعه {Pα}α∈Λ كه ،P =
∑
α∈Λ Pα پس باشد. تصویر عملگر P ∈ Bs(H) فرضكنید ابتدا اثبات.

داریم: .ϕ(P) =
∑
α∈Λ ϕ(Pα) مینماییم ثابت میباشد. یك رتبه با متعامد تصویر عملگرهای از ای

ϕ(P)
∑
α∈Λ

ϕ(Pα) =
∑
α∈Λ

ϕ(Pα)ϕ(P) =
∑
α∈Λ

ϕ(Pα).
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،ϕ(PBs(H)P) = ϕ(P)Bs(H)ϕ(P) اینكه به توجه با .G = ϕ(P) −∑α∈Λ ϕ(Pα) فرضكنید حال

برای ،Gϕ(Pα) = ϕ(Pα)G = ٠ كه آنجا از .ϕ(R) = G طوریكه به وجوددارد R ∈ PBs(H)P پس

بنابراین و R ∈ (I − Pα)Bs(H)(I − Pα) كه میشود نتیجه ϕ بودن یكبهیك توجه با و α ∈ Λ هر

.G = ٠ پس .R = RP = R
∑
α∈Λ Pα = ٠

حالاتی از یكی صورت به ϕ ،۴ . ۴ لم گرفتن نظر در با حال .ϕ(٠) = ٠ كه میدهد نتیجه ϕ بودن جمعی

عملگر هر زیرا نمیافتد؛ اتفاق اول حالت پوشاست ϕ كه آنجا از میباشد. شد بیان ١ . ۴ قضیه در كه

داریم P تصویر عملگر هر برای و میباشد تصویر عملگر پنج حداكثر حقیقی خطی تركیب T ∈ Bs(H)

است، برقرار دوم حالت پس .ϕ(Bs(H)) ⊂< R > میدهد نتیجه كه ،ϕ(P) =
∑
α∈Λ Pα ⊂< R >

برای ،ϕ(T ) = λUTU∗ طوریكه به وجوددارد U : H → H وارونپذیر پادخطی یا خطی عملگر یعنی

تصویر عملگر I − f ⊗ f بگیرید. نظر در را f ∈ H یكه بردار .λ ∈ {−١+,١} كه ،T ∈ Bs f (H) هر

ϕ(I − f ⊗ f ) = I − λU f ⊗ f U∗ پس مینماید، حفظ را تصویر عملگرهای ϕ كه آنجا از و میباشد

بردار است. پادیكانی یا یكانی U كه میدهیم نشان حال .λ = ١ نتیجه در و میباشد تصویر عملگر نیز

تصویر عملگر یك I −Ue⊗ eU∗ پس است، تصویر عملگری I − e⊗ e بگیرید. نظر در را e ∈ H یكه

.e ∈ H یكه بردار هر برای ،∥Ue∥ = ١ كه میگیریم نتیجه پس .∥Ue∥ = ١ بنابراین است، منفرد

میباشد. پادیكانی یا یكانی U بنابراین

بگیرید، نظر در را P تصویر عملگر .T ∈ Bs(H) هر برای ،ϕ(T ) = UTU∗ میكنیم اثبات حال

میدهد نتیجه ϕ(RP) ⊂ Rϕ(P) شرط و بالا توضیحات

ϕ(λP) = τ(λ)ϕ(P) = τ(λ)
∑
α∈Λ

ϕ(Pα) =
∑
α∈Λ

ϕ(λPα).

بنابراین

ϕ(λP)U = (
∑
α∈Λ

ϕ(λPα))U =
∑
α∈Λ

(ϕ(λPα)U) =
∑
α∈Λ

U(λPα) = U
∑
α∈Λ

λPα

Bs(H) در عملگر هر كه دانیم می است. برقرار ϕ(λP) = U(λP) رابطه P تصویر عملگر هر برای یعنی

T ∈ Bs(H) هر برای یعنی میشود، نوشته تصویر عملگر پنج حداكثر حقیقی خطی تركیب صورت به
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بنابراین .T =
∑۵

i=١ λiPi بطوریكه است موجود P۵ ،...، P١ تصویر عملگرهای

ϕ(T )U = ϕ(
۵∑

i=١
λiPi)U =

۵∑
i=١

ϕ(λiPi)U =
۵∑

i=١
U(λiPi)

.ϕ(T )U = UT دهد می نتیجه كه

اينصورت در باشد. ٢ بعد با استاندارد مختلط هیلبرت فضای H = C٢ کنید فرض .۶ . ۴ مثال
که ،Bs(H) = {Tabc : a, c ∈ R, b ∈ C}

Tabc =

 a b

b̄ c

 .
نگاشت این مینماییم. تعریف Φ(Tabc) = Tc,b̄,a صورت به را Φ : Bs(H) → Bs(H) نگاشت

.ϕ(T ) = UTU∗ و U =

 ٠ i

i ٠

 مثال این در واقع در نماید. می حفظ را دریزین عملگرهای

از رجبعلیپور، دكتر آقای جناب گرانقدر، استاد ارزنده های راهنمایی بابت نویسندگان قدردانی:
دارند. ویژه سپاسگزاری ایشان
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