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پیش درآمد . ١

با ماتریس ها، بر کوتاه درآمدی نخست، مقدماتی بخش  است. شده تشکیل بخش دو از مقاله این

این در نیاز مورد آشنای نمادهای و تعریف ها ساختن استوار حد در بیشتر و عددی، ماتریس های بر تاکید

منابع به را علاقه مند خوانندۀ مقاله این نیاز مورد قضیه های و مفاهیم از کامل شرحی برای است. مقاله

جبرهای برای بلوکی مثلثی سازی قضیۀ دوم بخش در می دهیم. رجوع [١٠] و ،[٩] ،[۶] ،[۵] ،[۴] ،[٣]

حقیقی جبرهای با ارتباط در چند گزاره هایی راه گذار، این از و، شد خواهد ارائه عددی ماتریس های حقیقی

شد. خواهند بیان عددی ماتریس های سادۀ نیم گروه های و

درآمد . ٢

حلقۀ یک نشانگر D ،F ∈ {R,C,H} شود،  گفته آن خلاف اینکه مگر مقاله، این سراسر در

نشانگر ترتیب، به ،H و ،C ،R است مرسوم که چنان است. آن مرکز زیرمیدان یک نشانگر F و تقسیم

تقسیم حلقۀ که می شویم یادآور هستند. کواترنیونی اعداد تقسیم حلقۀ و مختلط و حقیقی اعداد میدانهای

شده تعریف زیر صورت به صوری طور به کواترنیون ها

H = {q = a + bi + c j + dk : a, b, c, d ∈ R, i٢ = j٢ = k٢ = i jk = −١}

ازای به و عددی مجموعه ای F ∈ {R,C,H} به می شود. داده نشان H با همیلتون افتخار به و

را می دهیم، نشان Mm×n(F) با که ،F در درایه های با m × n ماتریس های مجموعۀ ،m, n ∈ N

جمع تحت Mm×n(F) که است سرراست کاملا مطلبی می گوییم. m × n عددی ماتریس های مجموعۀ

همچنین و (A)n×n (بلوکی) ماتریس می نویسیم وقتی می دهد. آبلی گروه یک تشکیل ماتریس ها معمولی

در درایه این البته که است، ai j آن i j درایۀ و بوده n × n که است، A ماتریس منظور A = (ai j)n×n

تعریف به بنا باشد. ماتریس می تواند خود n × n بلوکی ماتریس های جستار

Fn := Mn×١(F), Fn := M١×n(F).

مسئول ∗نویسنده
یاحقی). (بامداد bamdad5@hotmail.com طالشی)، (مرضیه marzietaleshi@yahoo.com ایمیلها: آدرس
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برداری فضاهای تشکیل ترتیب، به اسکالر، ضرب و برداری جمع همراه به Fn و Fn مجموعه های

در درایه ها با n × n ماتریس های مجموعۀ ،m = n اگر می دهند. F روی n-بعدی چپ و راست

تشکیل ماتریس ها ضرب و جمع عمل های تحت Mn(F) مجموعۀ می دهیم. نشان Mn(F) با را F

است. Mn(F) در وارون پذیر ماتریس های همۀ مجموعۀ GLn(F) از منظور می دهد. یکدار حلقۀ یک

و ٠n := (٠)n×n با ترتیب، به را، Mn(F) ضرب و جمع عمل های همانی عضوهای تاکید برای گاه گاه،

است. کرونکر δی نشانگر δi j آن در که می دهیم، نشان In := (δi j)n×n

D تقسیم حلقۀ یک در درایه ها با ماتریس های برای بالا استاندارد نمادهای و تعاریف که است روشن

برقرارند. نیز

با را T : V → V راست خطی عملگرهای مجموعۀ ،D روی V راست برداری فضای ازای به

است. آبلی گروه یک عملگری جمع تحت که می دهیم، نشان L(V)

به باشد. D روی V راست برداری فضای برای مرتب پایۀ یک B = (βi)n
i=١ کنید فرض .٢ . ١ تعریف

.v = β١x١ + · · ·+ βnxn که طوری به موجودند x١, . . . , xn ∈ D یکتای اسکالرهای v ∈ V هر ازای

می دهیم. نشان [v]B نماد با را آن و گوییم B پایۀ به نسبت v مختصات (x١, x٢, . . . , xn)T ∈ Dn به

هر ازای به که طوری به است موجود A ∈ Mn(D) یکتای ماتریس ،T ∈ L(V) هر ازای به همچنین،

،v ∈ Dn

[Tv]B = A[v]B.

واقع در می دهیم. نشان [T ]B با را آن و گوییم B پایۀ به نسبت T نمایش ماتریس را A ماتریس

است. [Tβ j]B با برابر B پایۀ به نسبت T نمایش ماتریس -ام j ستون

توسط تعریف شده  ،TA خطی تبدیل یک طبیعی طور به A ∈ Mn(D) ماتریس هر کنید توجه

خطی تبدیل این ماتریسی نمایش می کند. القا Dn راست برداری فضای روی ،(x ∈ Dn) TAx = Ax

،ei = (δi١, . . . , δin)T ∈ Dn بردارهای از متشکل  (ei)n
i=١ مرتب پایۀ یعنی  ،Dn استاندارد پایۀ به نسبت

است. کرونکر دلتای δi j از منظور هماره، است. A ماتریس همان

داریم. نیاز زیر آشنای مفاهیم به بعد بخش در
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V زیرفضای یک N و D تقسیم حلقۀ روی راست برداری فضای یک V کنید فرض .٢ . ٢ تعریف
می شود تعریف زیر صورت به VN قسمتی خارج فضای صورت این در باشد.

V/N = {[x] = x +N : x ∈ V}.

خوش تعریف اند، که زیر، اسکالر ضرب و جمع همراه به VN که دید می توان

[x] + [y] := [x + y], [x]λ := [xλ], (x, y ∈ V, λ ∈ D)

می دهد. D روی برداری فضای یک تشکیل

T ∈ همچنین و باشد D تقسیم حلقۀ روی راست برداری فضای یک V کنید فرض .٢ . ٣ تعریف
موجود x ∈ V ناصفر بردار گاه هر گوییم T راست ویژۀ مقدار یک را λ ∈ D صورت این در .L(V)

گوییم. λ به متناظر (راست) ویژۀ بردار یک را x بردار صورت این در که ،T x = xλ که طوری به باشد

یک λ ∈ D گاه هر گوییم A ∈ Mn(D) ماتریس راست ویژۀ مقدار یک را λ ∈ D مشابه، طور به

،(x ∈ Dn) TAx = Ax توسط تعریف شده  ،TA آن در که باشد، TA ∈ L(Dn) راست ویژۀ مقدار

راست ویژۀ مقادیر همۀ مجموعۀ به است. A ∈ Mn(D) ماتریس توسط القاشده راستِ خطی تبدیل

می شود. داده نشان σ(A) نماد با و می شود گفته A طیف A ∈ Mn(D)

در ماتریس ها از خانواده هایی B و A همچنین و دلخواه تقسیم حلقۀ یک D کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
گاه هر می دهیم، نشان A ∼ B نماد با و گوییم، B خانوادۀ با مشابه را A خانوادۀ باشند. Mn(D)

که طوری به باشد موجود P ∈ GLn(D) ماتریس

A = P−١BP = {P−١BP : B ∈ B}.

A ∼ B نماد با و گوییم، B ∈ Mn(D) ماتریس با مشابه را A ∈ Mn(D) ماتریس طبیعی، طور به

ماتریس ها، خانواده های تشابه رابطۀ که داد نشان می توان آسانی به .{A} ∼ {B} گاه هر می دهیم، نشان
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ماتریس ها تشابه رابطۀ همچنین است؛ ،Mn(D) توانی مجموعۀ ،P(Mn(D)) روی هم ارزی رابطۀ یک

است. Mn(D) روی هم ارزی رابطۀ یک ،Mn(D) در

نیازمندیم. دیگر آشنای تعریف چند به ادامه در همچنین

گوییم Mn(D) در نیم گروه) اختصار (به ضربی ١ نیم گروه یک را S ⊆ Mn(D) مجموعۀ .۵ . ٢ تعریف
باشد. بسته ماتریسی ضرب عمل تحت گاه هر

-جبر F یک را A حلقۀ صورت این در باشد. Mn(D) زیرحلقۀ یک A کنید فرض .۶ . ٢ تعریف
در S ضربی نیم گروه ازای به همچنین باشد. بسته F اعضای در اسکالر ضرب به نسبت گاه هر گوییم

تعریف بنابر و می دهیم نشان AlgFS با را S توسط شده تولید -جبر F ،Mn(D)

AlgFS =
 k∑

i=١
ciS i : k ∈ N, ci ∈ F, S i ∈ S, ١ ≤ i ≤ k

 .
می نامیم. حقیقی جبرهای گاه گاه را عددی ماتریس های R-جبرهای ویژه، به

باشد موجود p ∈ F[x] چندجمله ای گاه هر گوییم -جبری F را A ∈ Mn(D) ماتریس .٢ . ٧ تعریف
.p(A) = ٠ که طوری به

تحت را Dn Mاز زیرفضای باشد. Mn(D) در ماتریس ها از خانواده ای F کنید فرض .٢ . ٨ تعریف
زیرفضاهای Dn و {٠} روشنی به .Am ∈ M ،m ∈ M و A ∈ F هر ازای به گاه هر گوییم پایا٢ F

می دهیم. نشان Lat(F ) با را F تحت پایا زیرفضاهای مجموعۀ هستند. Mn(D) بدیهی پایای

1semigroup
2invariant
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یا F = {٠} گاه هر گوییم تحویل پذیر٣ را Mn(D) در ماتریس ها از F خانواده یک .٢ . ٩ تعریف
نباشد. تحویل پذیر گاه هر گوییم تحویل ناپذیر۴ را F خانواده باشد. غیربدیهی پایای زیرفضای دارای F
،∆ مانند D توسیع هر ازای به Mn(∆) در F گاه هر گوییم تحویل ناپذیر۵ مطلق طور به را F خانواده

باشد. تحویل نا پذیر است، D مرکز میدان توسیع آن مرکز که ،D ⊆ ∆ تقسیم حلقۀ هر یعنی

زیرمجموعۀ عنوان به زیر نشانندۀ۶ از استفاده با می توان را مختلط، اعداد میدان ،C که می شویم یادآور

گرفت نظر در M٢(R)

e : C→ M٢(R), e(a + bi) :=

a −b

b a

 .
کواترنیون ها، تقسیم حلقۀ ،H همچنین می شود. گفته M٢(R) در C استاندارد نمایش نمایش، این به

نشانندۀ طریق از می توان را

e′ : H→ M٢(C), e′(z + w j) :=

 z w

−w̄ z̄


نشانندۀ با و M٢(C) از زیرمجموعه ای عنوان به

e′′ : H→ M۴(R), e′′(a + bi + c j + dk) :=



a −b c −d

b a d c

−c −d a b

d −c −b a


به ،H استاندارد نمایش های آن ها به که گرفت نظر در M۴(R) از زیرمجموعه  ای عنوان به می توان

3reducible
4irreducible
5absolutely irreducible
6embedding
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نشانندۀ از استفاده با همچنین گوییم. M۴(R) و M٢(C) در ترتیب،

en : Mn(C)→ M٢n(R), en([xi, j]n
i, j=١) := [e(xi, j)]n

i, j=١,

با مشابه، طور به گرفت. نظر در M٢n(R) از زیرمجموعه ای عنوان به را Mn(C) حقیقی جبر می توان

نشاننده های

e′n : Mn(H)→ M٢n(C), e′n([yi, j]n
i, j=١) := [e′(yi, j)]n

i, j=١,

و

e′′n : Mn(H)→ M۴n(R), e′′n ([yi, j]n
i, j=١) := [e′′(yi, j)]n

i, j=١,

نظر در M۴n(R) و M٢n(C) از زیرمجموعه ای عنوان به ترتیب، به می توان، را Mn(H) حقیقی جبر

Mn(e′′(H)) ⊆ واقع در ما منظور ،Mn(H) ⊆ M۴n(R) می نویسیم وقتی مقاله این در گرفت.

کرد. بیان را موارد بقیۀ می توان مشابه طور به است. M۴n(R)

می آوریم، نیز اینجا در مطلب ارائۀ بودن کامل برای را آن برهان و است شده بیان [١] در که زیر، گزارۀ

تحویل ناپذیرند. نمایش هایی e′′ و ،e′ ،e نشاننده های که می دهد نشان

و ،H ،C مجموعه های نمایش های ترتیب، به ،e′′ و ،e′ ،e نشاننده های کنید فرض .٢ . ١٠ گزاره
،M٢(C) در e′(H) ،M٢(R) در e(C) صورت این در باشند. M۴(R) و ،M٢(C) ،M٢(R) در H

تحویل ناپذیرند. R-جبرهایی ،M۴(R) در e′′(H) و

تحویل ناپذیر M٢(R) در است، حقیقی ویژۀ مقدار فاقد e(i) =

٠ −١

١ ٠

 ماتریس که آنجا از اثبات.

است کافی دوم قسمت اثبات برای است. تحویل ناپذیر -جبر R یک e(C) ⊂ M٢(R) لذا است.

منظور، این برای است. خطی مستقل C مجموعۀ روی {e′(١), e′(i), e′( j), e′(k)} که دهیم نشان

کنید فرض

a١e′(١) + a٢e′(i) + a٣e′( j) + a۴e′(k) = ٠,
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لذا .a١, a٢, a٣, a۴ ∈ C آن در که

 a١ + ia٢ a٣ + ia۴

−a٣ + ia۴ a١ − ia٢

 = ٠.

نتیجه، در .a٣ + ia۴ = −a٣ + ia۴ = ٠ همچنین و a١ + ia٢ = a١ − ia٢ = ٠ بنابراین

کافی حکم سوم قسمت اثبات برای می شود. ثابت حکم دوم قسمت لذا .a١ = a٢ = a٣ = a۴ = ٠

x٠ ∈ R۴ \ {٠} منظور این برای .x٠ ∈ R۴ \ {٠} هر ازای به e′′(H)x٠ = R۴ دهیم نشان است

R برای پایه یک B = {e′′(١), e′′(i), e′′( j), e′′(k)} که داد نشان می توان کنید. اختیار دلخواه به را

دهید قرار است. M۴(R) در e′′(H) -جبر

B١ = {e′′(١)x٠, e′′(i)x٠, e′′( j)x٠, e′′(k)x٠}.

دهیم. نشان را R۴ در B١ خطی استقلال است کافی است. R۴ برای پایه یک B١ که می کنیم ادعا

کنید فرض منظور این برای

a١e′′(١)x٠ + a٢e′′(i)x٠ + a٣e′′( j)x٠ + a۴e′′(k)x٠ = ٠,

لذا .a١, a٢, a٣, a۴ ∈ R آن در که

a١e′′(١)x٠ + a٢e′′(i)x٠ + a٣e′′( j)x٠ + a۴e′′(k)x٠ = e′′(a١ + a٢i + a٣ j + a۴k)x٠ = ٠,

است، وارون پذیر H در ناصفر عضو هر که این و x٠ ∈ R۴ \ {٠} که آنجا از

e′′(a١ + a٢i + a٣ j + a۴k) = ٠

R یک e′′(H) ⊂ M۴(R) بنابراین می کند. ثابت را ادعا این که ،a١ + a٢i + a٣ j + a۴k = ٠ لذا و

می شود. ثابت حکم لذا است. تحویل ناپذیر -جبر
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زیرجبرها این که می دهیم نشان سپس می کنیم. تعریف را Mn(F) استاندارد حقیقی زیرجبرهای اکنون

تحویل ناپذیرند.

جبرهای از یکی ،Mn(H) استاندارد حقیقی زیرجبر یک از منظور .n ∈ N کنید فرض .٢ . ١١ تعریف
است زیر

i) Mn(R) ⊆ Mn(H), ii) Mn(C) ⊆ Mn(H), iii) Mn(H) ⊆ Mn(H),

است زیر جبرهای از یکی ،Mn(C) استاندارد حقیقی زیرجبر یک از منظور و

i) Mn(R) ⊆ Mn(C), ii) Mn(C) ⊆ Mn(C), iii) Mn
٢
(H) ⊆ Mn(C),

جبرهای از یکی ،Mn(R) استاندارد حقیقی زیرجبر یک از منظور همچنین .٢|n البته سوم حالت در که

است زیر

i) Mn(R) ⊆ Mn(R), ii) Mn
٢
(C) ⊆ Mn(R), iii) Mn

۴
(H) ⊆ Mn(R),

.۴|n و ٢|n ترتیب، به سوم، و دوم حالت های در که

به را آن زیر در که می آید، [١ . ٢ قضیه ،١٣] از Mn(F) استاندارد زیرجبرهای از ما تعریف انگیزۀ

می آوریم. اختصار

حقیقی زیرجبرهای Mn(F) تحویل ناپذیر و حقیقی زیرجبرهای تنها تشابه تقریب با .٢ . ١٢ قضیه
هستند. آن استاندارد

کنید. رجوع آن برهان و [١ . ٢ قضیه ،١٣] به اثبات.
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از مستقیم برهانی مطلب ارائۀ بودن کامل برای ولی بالاست، قضیۀ از آنی نتیجه ای زیر لم که چند هر

می آوریم. اینجا را آن

Mn(F) استاندارد حقیقی زیرجبرهای صورت این در .F ∈ {R,C,H} و n ∈ N کنید فرض .٢ . ١٣ لم
تحویل ناپذیرند. Mn(F) در

تحویل ناپذیر Mn(F٢) در Mn(F١) آنگاه ،F١ ≤ F٢ و F١,F٢ ∈ {R,C,H} اگر روشنی به اثبات.

M٢n(C) در Mn(H) و ،M۴n(R) در Mn(H) ،M٢n(R) در Mn(C) که دهیم نشان می ماند باقی است.

تحویل ناپذیرند.

فرض منظور این برای است. تحویل ناپذیر M٢n(R) در Mn(C) حقیقی جبر که می دهیم نشان ابتدا

موجود A ∈ Mn(C) ماتریس یک که دهیم نشان است کافی .x , ٠ که طوری به x, y ∈ R٢n کنید

دهید قرار .Ax = y که طوری به است

x = (x١, . . . , xn), y = (y١, . . . , yn),

گزارۀ به توجه با نیستند. صفر همگی ها xi همچنین و ١ ≤ i ≤ n هر ازای به xi, yi ∈ R٢ آن در که

به که می گیریم نتیجه x , ٠ فرض از است، تحویل ناپذیر M٢(R) در C حقیقی جبر که آنجا از ٢ . ١٠

وجود ai j ∈ C یک ،١ ≤ i ≤ n که ،yi ∈ R٢ هر ازای به لذا و ،x j , ٠ ،١ ≤ j ≤ n یک ازای

ام i j درایۀ که باشد، بلوکی ماتریس  نشانگر Ai j ∈ Mn(C) کنید فرض .ai jx j = yi که طوری به دارد

دهید قرار هستند. صفر آن درایه های بقیۀ و ai j آن

A :=
n∑

i=١
Ai j.

اینکه و ،A ∈ Mn(C) که است روشن

Ax =
n∑

i=١
Ai jx = y.
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در Mn(H) که داد نشان می توان مشابه طور به است. تحویل ناپذیر M٢n(R) در Mn(C) بنابراین

این برای است. تحویل ناپذیر M٢n(C) در Mn(H) که دهیم نشان می ماند است. تحویل ناپذیر M۴n(R)

درایۀ که طوری به باشند n × n بلوکی ماتریس های نمایش ،Di j و Ci j ،Bi j ،Ai j کنید فرض منظور

نشانندۀ نیز e′ و باشند صفر آنها درایه های بقیۀ و e′(k) و e′( j) ،e′(i) ،e′(١) ترتیب، به آن ها ام i j

مجموعۀ ،١ ≤ i, j ≤ n هر ازای به که دهیم نشان است کافی باشد. M٢(C) در H

{Ai j, Bi j,Ci j,Di j}ni, j=١,

ازای به کنید فرض منظور این برای است. خطی مستقل C روی است، ماتریس ۴n٢ از متشکل که

داریم ،١ ≤ m, p ≤ n آن در که ،αmp, βmp, γmp, λmp ∈ C دلخواه مختلط اعداد

n∑
m,p=١

(αmpAmp + βmpBmp + γmpCmp + λmpDmp) = ٠.

،١ ≤ m, p ≤ n هر ازای به صورت این در

αmp + iβmp = ٠, αmp − iβmp = ٠

و

γmp + iλmp = ٠, −γmp + iλmp = ٠.

آنجا، از

αmp = βmp = γmp = λmp = ٠,

است. M٢n(C) در تحویل ناپذیر R-جبر یک Mn(H) بنابراین .١ ≤ m, p ≤ n هر ازای به
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عددی ماتریس های حقیقی جبرهای بلوکی مثلثی سازی . ٣

یک از درایه ها با ماتریسی جبرهای برای اشنایدر٧ هانس توسط که بود حدسی بلوکی مثلثی سازی

توسط دلخواه میدان یک از درایه ها با ماتریسی جبرهای برای حدس این شد. زده جبری بسته میدان

ثابت و ارائه [١ قضیه ،١١] در ماتریسی» جبرهای «مثلثی سازی عنوان تحت مقاله ای در واترز٨ جان

قضیه ،٩] ،[۴ . ٢ . ۶ قضیه ،٧] به را خواننده بلوکی مثلثی سازی قضیۀ از مختلفی روایت های برای گردید.

جبرهای برای را بلوکی مثلثی سازی قضیۀ بخش این در می دهیم. بازگشت [٢ . ۵ نتیجه ،١۴] و ،[١ . ۵ . ١

داریم. نیاز آشنا مفهوم چند به آغاز در می کنیم. ارائه Mn(F) در حقیقی

{٠} آن ایده آل  های تنها گاه هر گوییم ساده٩ را Mn(F) در ماتریس ها از A حقیقی جبر .٣ . ١ تعریف
باشند. Mn(F) و

.n = n١+ · · ·+nt که طوری به (١ ≤ i ≤ t) ni ∈ N و t ≤ n که t, n ∈ N کنید فرض .٣ . ٢ تعریف
(n١, . . . , nt) افراز هر ازای به که است روشن می گوییم. n عدد افراز یک (n١, . . . , nt) به صورت این در

در A = (Ai j)t×t بلوکی ماتریس صورت به طبیعی طور به می توان را A ∈ Mn(F) ماتریس هر ،n از

آن در که گرفت، نظر

Ai j ∈ Mni×n j(F), (١ ≤ i, j ≤ t).

گاه هر گوییم بلوکی بالامثلثی را n از (n١, . . . , nt) افراز به نسبت A = (Ai j)t×t بلوکی ماتریس

Ai j = ٠ ∈ Mni×n j(F)

ii درایۀ برای را eii(A) = Aii نماد ،A ∈ Mn(F) هر ازای به صورت این در .i > j هر ازای به

گاه هر گوییم بلوکی قطری ماتریس یک را A همچنین می بریم. کار به A قطری بلوکی

Ai j = ٠ ∈ Mni×n j(F)

7Hans Schneider
8John Watters
9simple
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A (بلوکی) بالامثلثی ماتریس .A = diag(A١١, . . . , Att) حالت این در که ،i , j هر ازای به

باشند. صفر همگی آن قطری (بلوکی) درایه های گاه هر گوییم اکید (بلوکی) بالامثلثی ماتریس یک را

نگاشت ،١ ≤ i, j ≤ t هر ازای به و ،n از (n١, . . . , nt) شدۀ داده افراز هر ازای به که کنید توجه

لذا و پوشاست و خطی نگاشتی ،ei j(A) = Ai j توسط شده تعریف ،ei j : Mn(F) −→ Mni×n j(F)

به ویژه، به گرفت. نظر در را ei j(S) ⊆ Mni×n j(F) می توان S ⊆ Mn(F) زیرمجموعۀ هر به متناظر

گرفت. نظر در را eii : Mn(F) −→ Mni×ni(F) := Mni(F) نگاشت می توان ،١ ≤ i ≤ t هر ازای

حقیقی جبر هر به eii تحدید ولی است حقیقی جبرهای همریختی یک ندرت به بسیار eii که کنید توجه

همریختی یک بودن، خطی بر علاوه ،Mn(F) در n از (n١, . . . , nt) افراز به نسبت بلوکی بالامثلثی

است. حقیقی جبرهای

می پردازیم. بلوکی مثلثی سازی قضیۀ بیان به اکنون

صورت این در باشد. Mn(H) در ماتریس ها از حقیقی جبر یک A و n ∈ N کنید فرض .٣ . ٣ قضیه
به موجودند ،t ≤ n و t ∈ N آن در که ،n از (n١, . . . , nt) افراز یک و ،P ∈ GLn(H) ماتریس یک

A ∈ A هر ازای به که طوری

P−١AP = (Bi j)t×t, (Bi j ∈ Mni×n j(H)),

یا ،١ ≤ i ≤ t هر ازای به همچنین، .١ ≤ j < i ≤ t هر ازای به Bi j = ٠ آن در و

یک ازای به eii(P−١AP) = Mni(Fi) یا ،ni = ١ صورت این در که ،eii(P−١AP) = {٠}
و eii(P−١AP) , {٠} و ١ ≤ i, j ≤ t که (i, j) زوج هر ازای به علاوه، به .Fi ∈ {R,C,H}

و Fi = F j و ni = n j ≥ ١ یا ،e j j(P−١AP) , {٠}

{
eii(B) = e j j(B) : B ∈ P−١AP

}
= Mni(Fi),

یا )}و
eii(B), e j j(B)

)
: B ∈ P−١AP

}
= Mni(Fi) × Mn j(F j).
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و ،Hn استاندارد پایه Bs کنید فرض اثبات.

{٠} = V٠ ⊊ V١ ⊊ · · · ⊊ Vt = Hn (٣ . ١)

به را آن و می گیریم نظر در را V١ از B١ پایه باشد. A پایای زیرفضاهای از ماکسیمال زنجیر یک

ترتیب به B١ ⊊ B٢ ⊊ · · · ⊊ Bt پایه های به روند این ادامه با می دهیم. گسترش V٢ از B٢ پایه

.ni := dim Vi
Vi−١

دهید قرار ،١ ≤ i ≤ t هر ازای به می رسیم. Vt = Hn و ،. . . ،V٢ ،V١ برای

ماتریس P١ := [I]Bs,Bt ∈ GLn(H) گیریم همچنین، است. n از افراز یک (n١, . . . , nt) روشنی به

پایۀ از مختصات تغییر ماتریس معادل، طور به یا، Bt و Bs پایه های به نسبت همانی عملگر نمایش

در که ،P−١
١ AP١ = (Bi j)t×t ،A ∈ A هر ازای به صورت این در باشد. Bt پایۀ به Bs استاندارد

هر ازای به حال .١ ≤ j < i ≤ t گاه هر Bi j = ٠ و (١ ≤ i, j ≤ t) Bi j ∈ Mni×n j(H) آن

می دهیم قرار ١ ≤ i ≤ t

Ai := eii(P−١
١ AP١) =

{
eii(P−١

١ AP١) : A ∈ A
}
⊆ Mni(H).

،١ ≤ i ≤ t هر ازای به (٣ . ١) زنجیر بودن ماکسیمال به بنا است. حقیقی جبر Aiیک هر صورت این در

که است، Mni(H) در تحویل ناپذیر حقیقی جبر یک Ai یا و ،ni = ١ حالت این در که ،Ai = ٠ یا

یعنی ،Fi ∈ {R,C,H} یک ازای به ،Ai ∼ Mni(Fi) داریم ،[٢ . ١ قضیه ،١٣] به بنا حالت این در

که حالتی در .Q−١
i AiQi = Mni(Fi) که طوری به است موجود Qi ∈ Mni(H) وارون  پذیر ماتریس

کنید تعریف اکنون .Qi = ١ ∈ H دهید قرار ،Ai = ٠

P٢ := diag(Q١, . . . ,Qt).

داریم ،١ ≤ i ≤ t هر ازای به است، بلوکی قطری ماتریسی P٢ = diag(Q١, . . . ,Qt) اینکه به توجه با

eii(P−١
٢ P−١

١ AP١P٢) = Q−١
i AiQi ∈

{
{٠},Mni(Fi)

}
,
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نوشت می توان ،P٣ := P١P٢ ازای به همچنین و

P−١
٣ AP٣ =

{
(Bi j)t×t ∈ Mn(H) : Bi j ∈ Mni×n j(H) (١ ≤ i, j ≤ t), Bi j = ٠ (١ ≤ j < i ≤ t)

}
.

می توان ابتدا از ،P١ با P٣ جایگزینی یعنی تشابه، این اعمال با لزوم صورت در موضوع این به توجه با

.Ai = Mni(Fi) داریم ،Ai , {٠} که ،١ ≤ i ≤ t هر ازای به کرد فرض کلیت دادن دست از بدون

در را P−١
١ AP١ غیرصفر بلوک های به متناظر ١ ≤ i ≤ t اندیس های از آمده پدید J مجموعۀ اکنون

گاه هر است وابسته i ∈ J به j ∈ J گوییم می گیریم. نظر

∀A ∈ A : eii(P−١
١ AP١) = ٠ ⇒ e j j(P−١

١ AP١) = ٠.

وابسته i به j کنید فرض است. مستقل i ∈ J اندیس از j ∈ J اندیس گوییم صورت این غیر در

می کنیم تعریف زیر صورت به را fi j : Ai = Mni(Fi) −→ A j = Mn j(F j) نگاشت باشد.

fi j

(
eii(P−١

١ AP١)
)
= e j j(P−١

١ AP١).

کنید فرض منظور این برای است. خوش تعریف نگاشت این که می دهیم نشان

∀A, A′ ∈ A; eii(P−١
١ AP١) = eii(P−١

١ A′P١) ⇒ eii(P−١
١ (A − A′)P١) = ٠.

است، وابسته i به j و A − A′ ∈ A که آنجا از

e j j(P−١
١ (A − A′)P١) = ٠ ⇒ e j j(P−١

١ AP١) = e j j(P−١
١ A′P١).

جبرهای همریختی یک fi j : Mni(Fi) −→ Mn j(F j) همچنین است. خوش تعریف fi j نگاشت لذا

fi j روشنی به است. بلوکی بالامثلثی n از (n١, . . . , nt) افراز به نسبت P−١
١ AP١ زیرا است حقیقی
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fi j

(
Mni(Fi)

)
= Mn j(F j) = صورت این غیر در زیرا ، fi j , ٠ که می کند ایجاب امر این پوشاست.

ساده جبر یک Mni(Fi) که آنجا از حال، .ker fi j , Mni(Fi) پس است. ناممکن نتیجه ای که ،{٠}
نگاشت نتیجه در .ker fi j = {٠} ناگزیر به ،ker fi j , Mni(Fi) و است، آن ایده آل یک ker fi j و است

اندیس ها، وابستگی لذا و است، وابسته j به نیز i اندیس که در می یابیم آنجا از و است، یک به یک fi j

اندیس های وابستگی اینکه است. متقارن رابطۀ یک J مجموعۀ روی اندیس ها، استقلال آنجا از و

یک J مجموعۀ روی اندیس ها وابستگی بنابراین، است. روشن پاک است، ترایایی و انعکاسی J روی

نگاشت که می کند ایجاب ویژه به رابطه این تقارن می دهیم. ∼J با را آن که می کند، القا هم ارزی رابطۀ

fi j◦ f ji = IMn j (F j) روشنی به ولی است. حقیقی جبرهای همریختی یک f ji : Mn j(F j) −→ Mni(Fi)

ni = n j نتیجه در و است حقیقی جبرهای یکریختی یک fi j دیگر، عبارت به . f ji ◦ fi j = IMni (Fi) و

قضیۀ اکنون .Mni(Fi) = Mn j(F j) = Mni(F) پس .Fi,F j ∈ {R,C,H} زیرا Fi = F j := F و

یکریختی که می دهد نشان ،[٣٩ صفحۀ اسکولم-نوتر١٠[٣،

fi j : Mni(F) −→ Mn j(F),

Ri j ∈ Mni(H) وارون پذیر ماتریس یک یعنی، می آید. دست به Mni(F) درونی یکریختی یک از

که طوری به است موجود

e j j(P−١
١ AP١) = R−١

i j

(
eii(P−١

١ AP١)
)
Ri j, A ∈ A. (٣ . ٢)

فرض سپس است. هم ارزی رابطۀ یک J مجموعۀ روی اندیس ها وابستگی رابطۀ که بنگرید اکنون

هم ارزی رده های مجموعۀ ،١ ≤ k ≤ p ≤ |J| ≤ t و jk ∈ J آن در که ،{[ j١], . . . , [ jp]} کنید

Ai = ٠ گاه هر Ri = Ini آن در که ،R = diag(R١, . . . ,Rt) دهید قرار باشد. ∼J هم ارزی رابطۀ

یگانۀ اندیس یک ازای به j ∼J i و i ∈ J \ { j١, . . . , jp} اگر Ri = R−١
ji و ،i ∈ { j١, . . . , jp} یا

با می کند. برآورده را قضیه حکم P := P١R آن در که P−١AP می دهیم نشان . j ∈ { j١, . . . , jp}
بلوکی قطری ماتریسی n از (n١, . . . , nt) افراز به نسبت R = diag(R١, . . . ,Rt) اینکه به توجه

10Skolem-Noether theorem



١ - ١٧١١٧٨۵۵ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ طالشی،

،١ ≤ i ≤ t هر ازای به روشنی به ،P−١AP = R−١P−١
١ AP١R اینکه و ،R ماتریس ساخت است،

eii(P−١AP) = یا ،ni = ١ صورت این در که ،eii(P−١AP) = eii(P−١
١ AP١) = {٠} یا

که ،i ∼J j یعنی، وابسته اند، اندیس ها این یا ،i, j ∈ J هر ازای به حال .eii(P−١
١ AP١) = Mni(Fi)

به و ،Fi = F j ،ni = n j ≥ ١ داریم ،(٣ . ٢) روابط و R ماتریس ساخت به توجه با صورت این در

علاوه

{
eii(B) = e j j(B) : B ∈ P−١AP

}
= eii(P−١AP) = eii(P−١

١ AP١) = Mni(Fi),

که است بدیهی حالت این در .i ≁J j اینکه یا و

{(
eii(B), e j j(B)

)
: B ∈ P−١AP

}
⊆ eii(P−١AP) × e j j(P−١AP) = Mni(Fi) × Mn j(F j).

داریم ،B١, B٢ ∈ P−١AP ماتریس هایی ازای به که درمی یابیم نیستند، وابسته i و j چون

eii(B١) = ٠ni, e j j(B١) , ٠n j, e j j(B٢) = ٠n j, eii(B٢) , ٠ni.

ایده آل های ترتیب، به ،
{(

٠ni, e j j(B)
)

: B ∈ P−١AP
}

و
{(

eii(B), ٠n j

)
: B ∈ P−١AP

}
نتیجه در

شامل ترتیب، به زیرا، هستند
{
٠ni

}
×Mn j(F j) و Mni(Fi)×

{
٠n j

}
سادۀ حقیقی جبرهای در ناصفری

بنابراین می باشند.
(
٠ni, e j j(B١)

)
و
(
eii(B٢), ٠n j

)
ناصفر عضوهای

{(
eii(B), ٠n j

)
: B ∈ P−١AP

}
= Mni(Fi) ×

{
٠n j

}
)}و

٠ni, e j j(B)
)

: B ∈ P−١AP
}
=
{
٠ni

}
× Mn j(F j).

زیر شمول های همراه به بالا برابر های اکنون،

{(
eii(B), ٠n j

)
: B ∈ P−١AP

}
+
{(

٠ni, e j j(B)
)

: B ∈ P−١AP
}
⊆



١ - ١٧٢١٧٨۵۵ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ )}طالشی،
eii(B), e j j(B)

)
: B ∈ P−١AP

}
⊆ Mni(Fi) × Mn j(F j),

یعنی دلخواه، برابری

{(
eii(B), e j j(B)

)
: B ∈ P−١AP

}
= Mni(Fi) × Mn j(F j)

می کند. کامل را برهان این می دهند. دست به را

در همچنین و Mn(R) در ماتریسی حقیقی جبرهای برای را ٣ . ٣ قضیۀ همزاد می توان مشابه طور به

کرد. بیان Mn(C)

آن در که باشد، Mn(K) در ماتریس ها از -جبر R یک A و n ∈ N کنید فرض .۴ . ٣ قضیه
آن در که ،n از (n١, . . . , nt) افراز یک و P ∈ GLn(K) ماتریس یک صورت این در .K ∈ {R,C}

A ∈ A هر ازای به که طوری به موجودند ،t ≤ n و t ∈ N

B := P−١AP = (Bi j)t×t, (Bi j ∈ Mni×n j(K)),

eii(P−١AP) = یا ،١ ≤ i ≤ t هر ازای به همچنین، .١ ≤ j < i ≤ t هر ازای به Bi j = ٠ آن در که

علاوه، به است. Mni(K) استاندارد زیرجبر یک eii(P−١AP) یا ،ni = ١ صورت این در که ،{٠}
یا ،e j j(P−١AP) , {٠} و eii(P−١AP) , {٠} و ١ ≤ i, j ≤ t که (i, j) زوج هر ازای به

و ni = n j ≥ ١{
eii(B) = e j j(B) : B ∈ P−١AP

}
= eii(P−١AP),

یا }و
(eii(B), e j j(B)) : B ∈ P−١AP

}
= eii(P−١AP) × e j j(P−١AP).

می باشد. ٣ . ٣ قضیۀ مشابه است، شده حذف اختصار جهت به که برهان، اثبات.



١ - ١٧٣١٧٨۵۵ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ طالشی،

ساده ماتریسی حقیقی جبرهای . ۴

یک که کرد ثابت است، برنساید قضیۀ به موسوم که قضیه ای در [۴٣٣ صفحۀ ،٢] در برنساید ویلیام

Mn(C) برای برداری فضای پایۀ یک شامل اگر تنها و اگر است تحویل ناپذیر مختلط ماتریس های از گروه

را برنساید قضیۀ همزاد است. برقرار نیز مختلط ماتریس های نیم گروه های برای قضیه این واقع در باشد.

شدۀ داده  جبری بسته میدان ازای به که صورت این به کرد بیان نیز ماتریسی جبرهای حسب بر می توان

روایت های نویسنده [١٣] در . [١ . ٢ . ٢ قضیۀ ،٩] است، خودش Mn(F) تحویل ناپذیر زیرجبر تنها ،F

برنساید قضیۀ از دیگری روایت های برای است. کرده اثبات و بیان را برنساید قضیۀ کواترنیونی و حقیقی

جبرهای برای قضیه این همزاد اثبات و بیان به بخش این در کنید. رجوع [١۵] و ،[١۴] ،[١٢] ،[٨] به

داریم. را زیر آشنای تعریف ابتدا منظور این برای می پردازیم. Mn(F) در ماتریس ها از ساده حقیقی

تورم١١ صورت این در .S ⊆ Mk(F) و n = rk که طوری به r, k, n ∈ N کنید فرض .١ . ۴ تعریف
تعریف به بنا و می دهیم نشان S(r) با را S -لایۀ r

S(r) :=
{
S (r) = diag(S , . . . , S ) ∈ Mn(F) : S ∈ S

}
.

شامل که باشد Mn(H) در ماتریس ها از ساده حقیقی جبر یک A و n ∈ N کنید فرض .٢ . ۴ قضیه
این بر افزون و r|n صورت این در Aباشد. در ناصفر رتبۀ کوچکترین r ∈ N و است، همانی ماتریس

A ∼ Mn
r
(F)(r),

.F ∈ {R,C,H} آن در که

رتبۀ کوچکترین r ∈ N و Mn(H) در ماتریس ها از ساده حقیقی جبر یک A کنید فرض اثبات.

یک و ،n از (n١, . . . , nk) افراز یک و k ≤ n یک ازای به ،٣ . ٣ قضیۀ به بنا باشد. A در ناصفر

11inflation



١٧۴١ - ١٧٨۵۵ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ طالشی،

نسبت بلوکی بالامثلثی ماتریس های شکل به P−١AP حقیقی جبر عضوهای به می توان ،P ∈ GLn(H)

افراز به نسبت P−١AP قطری بلوک های ،I ∈ A که آنجا از نگریست. n از (n١, . . . , nk) افراز به

وابسته اند، هم به قطری بلوک های اندیس های تمامی همچنین و تحویل ناپذیرند لذا و ناصفر همگی بالا

که ،١ ≤ i ≤ k هر ازای به Ai = Mn١(F) اینکه و ،n١ = · · · = nk درمی یابیم است، ساده A زیرا

و F ∈ {R,C,H} آن در

Ai := eii(P−١AP) =
{
eii(P−١AP) : A ∈ A

}
.

می کنیم تعریف زیر صورت به را g نگاشت حال .n = rn١ نتیجه در و ،k = r لذا

g : A −→ A(r)
i = Mn

r
(F)(r) ⊆ Mn(H);

g(A) = diag
(
e١١(P−١AP), . . . , err(P−١AP)

)
.

افراز به نسبت بلوکی بالامثلثی ماتریس های شکل به P−١AP حقیقی جبر عضوهای اینکه به توجه با

اینکه و هستند n از (n١, . . . , nk)

eii(P−١AP) = e١١(P−١AP), ١ ≤ i ≤ r,

از حال است. ناصفر هم ریختی یک واقع در و است خوش تعریف ،g : A −→ Mn
r
(F)(r) نگاشت

این .A ∼ Mn
r
(F)(r) می شود نتیجه [٣٩ صفحۀ ،٣] اسکولم-نوتر قضیۀ از و A R-جبر بودن ساده

می کند. کامل را برهان

است. Mn(R) و Mn(C) در ساده حقیقی جبرهای برای پیشین قضیۀ همزاد زیر قضیۀ

که باشد، Mn(C) در ماتریس ها از ساده حقیقی جبر یک A و n ∈ N کنید فرض (i) .٣ . ۴ قضیه
r|n صورت این در Aباشد. در ناصفر رتبۀ کوچکترین r ∈ N همچنین و است، همانی ماتریس شامل

و

A ∼ Mn
r
(K)(r),



١٧۵١ - ١٧٨۵۵ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ طالشی،

و ٢|r و r|n یا و ،K ∈ {R,C} آن در که

A ∼ Mn
r
(H)( r

٢ ).

شامل که باشد، Mn(R) در ماتریس ها از ساده حقیقی جبر یک A و n ∈ N کنید فرض (ii)

از یکی صورت اين در باشد. A در ناصفر رتبۀ کوچکترین r ∈ N همچنین و است، همانی ماتریس

برقرارند زیر احکام

(آ)

r|n, A ∼ Mn
r
(R)(r);

(ب)

٢|r, r|n, A ∼ Mn
r
(C)( r

٢ );

(پ)

۴|r, r|n, A ∼ Mn
r
(H)( r

۴ ).

از اینکه از غیر است ٢ . ۴ قضیۀ برهان مانند می شود، حذف اختصار نگاه داشت برای که برهان، اثبات.

می شود. استفاده ۴ . ٣ قضیۀ

همانی ماتریس شامل که باشد، Mn(F) در ساده حقیقی جبر Aیک و n ∈ N کنید فرض .۴ . ۴ قضیه
صورت این در است.

A ∼ Mn(F′),

باشد. یک رتبۀ با ماتریس یک شامل A اگر تنها و اگر F′ ∈ {R,C,H} که F′ ≤ F یک ازای به

F توسیع هر روی یعنی است، تحویل ناپذیر مطلقاً Mn(F) سادۀ حقیقی زیرجبر چنین هر ویژه، به

است. تحویل ناپذیر

است. ٣ . ۴ و ٢ . ۴ قضیه های از سرراست و آنی نتیجه ای برهان اثبات.



١٧۶١ - ١٧٨۵۵ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ طالشی،

ساده ماتریسی نیم گروه های . ۵

S توسط شده تولید R-جبر گاه هر گوییم ساده را Mn(F) در ماتریس ها از S نیم گروه .١ . ۵ تعریف
باشد. ساده AlgR(S) یعنی

حقیقی طیف با و مثلثی پذیر ماتریس های از ساده نیم گروه یک S و n ∈ N کنید فرض .٢ . ۵ قضیه
ماتریس شامل ،Mn(F) در S توسط تولیدشده حقیقی جبر ،AlgR(S) که طوری به باشد Mn(F) در

صورت این در باشد. همانی

AlgR(S) ∼ Mn
r
(R)(r),

برای ویژه، به می شمارد. را n می دانیم، که، است AlgR(S) در ناصفر رتبۀ کوچکترین r ∈ N آن در که

داریم Mn(F) در حقیقی طیف با و مثلثی پذیر ماتریس های از ساده نیم گروه چنین هر

AlgR(S) ∼ Mn(R),

طور به S ⊆ Mn(F) صورت این در که باشد، یک رتبۀ با ماتریس یک شامل AlgR(S) اگر تنها و اگر

است. تحویل ناپذیر مطلق

در حقیقی طیف با و مثلثی پذیر ماتریس های از ساده نیم گروه یک S و n ∈ N کنید فرض اثبات.

شامل ،Mn(F) در S توسط تولیدشده حقیقی جبر ،A := AlgR(S) که طوری به باشد Mn(F)

صورت این در Aباشد. سادۀ حقیقی جبر در ناصفر رتبۀ کوچکترین r ∈ N گیریم باشد. همانی ماتریس

و r|n ،٣ . ۴ و ٢ . ۴ قضیه های به بنا

A ∼ Mn
r
(F′)( r

i ),

یکسانِ بلوک های این از یک هر صورت این در .F′ ∈ {R,C,H} و ،i|r ،i ∈ {١, ٢, ۴} آن در که

در ٢ . ١٣ لم به توجه با رو، این از است. Mn(F) از استاندارد و حقیقی زیرجبری واقع در قطری

حقیقی طیف با مثلثی پذیر ماتریس های از تحویل ناپذیر نیم گروهی توسط نیز و است تحویل ناپذیر Mn(F)



١ - ١٧٧١٧٨۵۵ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها یاحقی/ طالشی،

،Mn
r
(F′) یعنی، ،Mn

r
(F′)(r) قطری بلوکی درایۀ هر [۶ . ٢ قضیه ،١٣] به بنا اکنون، می شود. تولید

آنجا از و ،F′ ∈ {R,C,H} زیرا ،F′ = R می کند ایجاب روشنی به این است. مشابه Mn
r
(R) با

می کند. کامل را برهان این .i = ١

ماتریس های از R-همگن و توپولوژیکی بستۀ و ساده نیم گروه یک S و n ∈ N کنید فرض .٣ . ۵ قضیه
S صورت این در .σ(S) ⊆ R و S = RS یعنی، باشد، Mn(F) در حقیقی طیف با و مثلثی پذیر

است. ناصفر وارون ناپذیر ماتریس یک شامل

آمده پدید S همگن-R نیم گروه توسط تولیدشده ساده حقیقی Aجبر = AlgR(S) کنید فرض اثبات.

ناصفر عضو هر کنید فرض خلف برهان به باشد. Mn(F) در حقیقی طیف با و مثلثی پذیر ماتریس های از

٢ . ۵ قضیۀ از رو این از است. همانی ماتریس شامل و ساده AlgR(S) نتیجه در باشد. وارون پذیر S
و r|n که درمی یابیم

AlgR(S) ∼ Mn
r
(R)(r),

نیم گروه لذا می شمارد. را n می دانیم که است، AlgR(S) عضوهای ناصفر رتبۀ کوچکترین r آن در که

ماتریس های از متشکل S′ نیم گروه یک از r-لایه تورمی با مشابه S همگن-R و توپولوژیکی بستۀ

R-همگن و توپولوژیکی بستۀ نیز Mn
r
(R) در S′ نیم گروه روشنی به است. Mn

r
(R) در مثلثی پذیر

حال است. تحویل ناپذیر Mn
r
(R) در S′ نیم گروه ویژه به ،AlgR(S′) = Mn

r
(R) که آنجا از است.

است، ناصفر وارون ناپذیر ماتریس یک شامل ،S گروه نیم لذا و ،S′ نیم گروه [٢ . ٢ قضیۀ ،١٣] به بنا

می رساند. پایان به را برهان این است. خلف فرض با تناقض در که
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