
١۵۴ - ١۴١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها

جبرخطی و موجک ها
http://wala.vru.ac.ir

(عج) ولیعصر دانشگاه

رفسنجان

عملگری جبرهای در ارتقاپذیری
بهمانیب رضا اسدی∗آ، باقر محمد

ایران تهران، دانشگاه کامپیوتر، علوم و آمار ریاضی، آدانشکده

ایران خوارزمی، دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی بدانشکده

چکیده
مایه درون که قضایایی معرفی با تا داریم آن بر سعی نوشتار این در

که دهیم نشان و بپردازیم ارتقاپذیری نظریه معرفی به دارند یکسانی

استفاده قابل حد چه تا عملگرها نظریه و عملگری جبرهای در ایده این

آن ها از تعمیم برخی و قضایا معرفی به آن از پس است. تعمیم و

قضیه ها از دست این برای یکسانی اثبات ایده وجود به و می پردازیم

می نماییم. اشاره

© (١۴٠١) جبرخطی و موجک ها

مقاله اطلاعات
مقاله: تاریخچه

١٣٩٩ آذر ٢٢ شده: دریافت
١٣٩٩ دی ١٣ شده: پذیرفته

اردیبهشت ٢ آنلاین: دسترسی
١۴٠١

رحیمی اصغر رابط: ادیتور

کلیدی: کلمات

، ∗C- جبرها ارتقاپذیری،

∗C- مدول. هیلبرت

مسئول ∗نویسنده
بهمانی). (رضا reza.behmani@gmail.com ،(اسدی (محمدباقر mb.asadi@ut.ac.ir ایمیلها: آدرس

http://doi.org/10.22072/wala.2021.521020.1315 © (١۴٠١) جبرخطی و موجک ها

http://doi.org/10.22072/wala.2021.521020.1315


١۴٢١۵۴ - ١۴١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها بهمانی/ اسدی،

مقدمه . ١

آنها اثبات چگونگی و چرایی ارتقاپذیری، نظریه شده شناخته قضیه های از خاصی طیف مقاله، این در
۴ (برام ٣ هالموس قضیه -نایمارک، ٢ گلفاند قضیه ، ١ نایمارک قضیه است. گرفته قرار بررسی مورد

از فارغ می کنیم. بحث آنها مورد در که هستند قضیه هایی مهمترین ۵ استینسپرینگ قضیه و -هالموس)

توابع جای به ساده تر توابع از استفاده قضیه ها، این از کدام هر متفاوت تاریخچه و کاربردها وسیع طیف

چیست؟ ساده تر از منظور اما است. مشترک قضیه ها این تمام در که است بنیادینی ایده مطالعه، مورد

است ساده تر چیزی چه که این ارتقاپذیری. اصلی ایده از غیر نیست چیزی واقع در سوال این پاسخ

شدن روشن تر برای است. متغیر گرفته، قرار مطالعه مورد که آنها از ویژگی ای و نظر مورد اشیائ به بسته

بگیرید: نظر در را است شده ثابت و بیان [٣] ۶ بربرین توسط که زیر قضیه موضوع،

π : B(H) → ∗-نمایش B(H) ∗C-جبر برای است. هیلبرت فضای یک H کنید فرض .١ . ١ قضیه
T ∈ B(H) هر برای و باشد طول پا π که طوری به دارد وجود B(K)

σa(T ) = σa(π(T )) = σp(π(T )). (١ . ١)

است. T ویژه مقادیر مجموعه σp(T ) و است T عملگر تقریبی طیف σa(T ) آن در که

دارند وجود S ∈ B(K) عملگر و K هیلبرت فضای یک آنگاه T ∈ B(H) اگر دیگر عبارت به

مطالعه قضیه این باشند. S ویژه مقادیر دقیقا T تقریبی ویژه مقادیر و B(H) ⊂ B(K) که طوری به

ساده تری طیف که عملگری مطالعه به می شود، بحث عملگر طیف مورد در که وقتی را دلخواه عملگر یک

در اما دارد. ساده تری طیف که است عملگری ساده تر عملگر حالت این در بنابراین می کند. تحویل دارد،

∗C-جبرها نمایش های مطالعه به مثبت کاملا مقدارِ عملگری خطی تبدیلات مطالعه استینسپرینگ قضیه

نیست مشهود کاملا مطالعه مورد ویژگی بربرین، قضیه برخلاف اخیر، مورد در چند هر می یابد. کاهش
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شناخته اشیائ مثبت، کاملا نگاشت های به نسبت تنها نه ∗-همریختی ها کلی طور به و نمایش ها اما

بزرگی خانواده مطالعه ی قضیه این درنتیجه، می شوند. محسوب آنها از خاصی حالت بلکه هستند شده تری

است) اصلی مجموعه از کوچکتر ملاحظه ای قابل طور به (که زیرمجموعه یک مطالعه به را نگاشت ها از

خانواده یک ارتقاپذیری بنابراین می کند. تسهیل را مثبت کاملا نگاشت های مطالعه آن تبع به و تحویل

ساده تر، نگاشت های با مطالعه مورد نگاشت های جایگزینی قابلیت از غیر نیست چیزی نگاشت ها از

مجموعه از زیرمجموعه ای دیگر عبارت به یا خاصی حالت ساده تر نگاشت های مجموعه که گونه ای به

اشیائ روی که باشد نگاشت ها از خانواده یک Γ اگر دقیقتر طور به باشند. مطالعه مورد نگاشت های

Λ مانند Γ از زیرمجموعه یک هرگاه گویند ارتقاپذیر را ( Γ اشیائ (یا Γ آنگاه شده اند، تعریف رسته یک

ویژگی های که گونه ای به داد نسبت Λ از عضو یک به بتوان را Γ عضو هر که طوری به باشد داشته وجود

و غیررسمی کلی، بسیار تعریف این که است این نوشتار این از هدف باشند. متناظر Γ و Λ نظیر اعضای

دهیم بسط و شرح شد، خواهد ارائه ادامه در که توضیحاتی و مثال ها قالب در خوانندگان برای را غیر دقیق

می کنیم. بحث آنها تعمیم پذیری همچنین و شده ارائه مثال ها این برای که اثبات هایی ماهیت مورد در و

آن اهمیت و ارتقاپذیری ایده . ١ . ١

می کنند، پیدا ارتقا طیفی اندازه های به نحوی چه به مثبت اندازه های که این دادن نشان با نایمارک

کرد. ثابت را زیر قضیه [٨] مرجع در نایمارک کرد. ارائه را ارتقاپذیری ایده بار اولین

زیرمجموعه های Fاز یکσ-جبر روی E : F → B(H)+ شمارا جمعی مثبتِ اندازۀ هر برای .١ . ٢ قضیه
Q : F → B(K)+ طیفی اندازه و K هیلبرت فضای ،E(X) = IH که X ناتهی دلخواه مجموعه یک

است: برقرار زیر رابطه Y ∈ F هر برای و است K زیرفضای H که طوری به دارد وجود

E(Y) = PHQ(Y)|H,

است. H زیرفضای روی متعامد تصویر PH آن در که

ارتباط در بلکه ارتقاپذیری، قضایای سایر به نسبت آن تاریخی تقدم در تنها نه بالا قضیه اهمیت

کرد توجه نکته این به باید بالا قضیه اهمیت به بردن پی برای دارد. قضیه ها سایر با که است تنگاتنگی

طیفی اندازه های مجموعه با یک به یک تناظر در جابجایی ∗C-جبر یک نمایش های تمام مجموعه که
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هاسدورف فشرده فضای Xیک اگر دقیقتر طور به دارد. قرار ∗C-جبر آن طیف روی عملگری-مقدار

زیرمجموعه های Eروی یکتای طیفی اندازه آنگاه C(X)باشد، نمایش ρیک : C(X) → B(H) و باشد

f ∈ C(X) هر برای که طوری به دارد Xوجود بورل

ρ( f ) =
∫

f dE. (١ . ٢)

-C∗ یک روی عملگری-مقدار مثبت خطی تبدیلات تمام کلی فرم بالا قضیه و نکته این ترکیب حال

مثبت خطی نگاشت های برای گلفاند-نایمارک قضیه از تعمیمی که می کند مشخص را جابجایی جبر

به بیشتری شباهت که زیر قضیه دیگر، عبارت به است. جابجایی ∗C-جبرهای روی مقدار عملگری

است. ١ . ٢ قضیه از دیگری صورت بندی دارد، گلفاند-نایمارک قضیه

باشد مثبت خطی تبدیل یک φ : A→ B(H) و باشد یکدار جابجایی ∗C-جبر یک A اگر .١ . ٣ قضیه
H که است هیلبرت فضای Kیک که طوری به دارد وجود ρ : A→ B(K) نمایش آنگاه φ(١) = IH که

f ∈ A هر برای و دارد بر در را

φ( f ) = V∗ρ( f )V

است. K در H شمول V : H → K آن در که

زیادی شباهت که است قبل قضیه از صورتی بالا قضیه است، مشخص قضیه بیان از که همانطور

از و است جابجایی ∗C-جبرهای به محدود فقط قضیه این طرف یک از دارد، گلفاند-نایمارک قضیه به

مثبت) خطی تابعکهای فقط نه ) است مقدار عملگری مثبت نگاشت های ارتقاپذیری مورد در دیگر طرف

این دوی هر مشترک وجه آورد. حساب به گلفاند-نایمارک قضیه از تعمیمی می توان را آن رو این از و

(احتمالا نگاشت یک با رسته یک در نگاشت یک کردن مرتبط آن و است نهفته چیز یک در قضیه ها

نقطه از آنها جداگانه بیان اما هستند ارز هم ١ . ٣ و ١ . ٢ قضیه های چند هر است. ساده تر ریختار) یک

به را نگاشت ها از خانواده ای ارتقاپذیری آنها از کدام هر که چرا است اهمیت حائز بسیار ارتقاپذیری نظر

عملگری مثبت اندازه های ارتقاپذیری متضمن اول قضیه می دهند. نشان متفاوت رسته دو در ریختارها

روی عملگری-مقدار مثبتِ خطی نگاشت های ارتقاپذیری دوم قضیه و است طیفی اندازه های به مقدار

است این در اول قضیه اهمیت می کند. تضمین را ∗C-جبر آن نمایش های به جابجایی ∗C-جبر یک
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مثبت اندازه های از کوچکی زیرمجموعه که طیفی اندازه های مطالعه به را مثبت اندازه های مطالعه که

ویژگی های داشتن واسطه به طیفی اندازه های مطالعه براین علاوه می دهد. تقلیل می دهند، تشکیل را

قضیه داریم. آنها به نسبت بهتری شناخت ما و است ساده تر دارند، مثبت اندازه های به نسبت که بیشتری

مثبت خطی نگاشت های جای به جابجایی ∗C-جبر یک نمایش های مطالعه مورد در را ایده همین دوم

می کند. القا جابجایی ∗C-جبرهای روی مقدار عملگری

مجارستانی شهیر دان ریاضی هالموس عملگرهاست. نظریه از می پردازیم آن به ادامه در که دیگری نمونه

H هیلبرت فضای یک روی T خطی تبدیل یک که این برای کافی و لازم شرط که پرسش این طرح با

،T = PHS |H که طوری به یابد ارتقا K بزرگتر هیلبرت فضای یک روی S نرمال خطی تبدیل یک به

پیش کرد. آغاز هیلبرت فضاهای روی خطی عملگرهای ارتقاپذیری زمینه در را خود پژوهش های چیست،

این از قضیه های از بسیاری اثبات به ما رهیافت در که ) بپردازیم سوال این پاسخ به بخواهیم که آن از

این اهمیت واقع در کنیم. بحث سوال خود اهمیت مورد در است بهتر است) حیاتی و مهم بسیار دست

جایگزینی از غیر چیزی که کرد جستجو ارتقاپذیری اصلی ایده در باید پیشین، نمونه دو همانند را سوال

به فشرده) عملگرهای (و نرمال خطی تبدیلات نیست. شده تر شناخته و ساده تر شیئ یک با شیئ یک

میان در کراندار خطی تبدیلات ترین شده شناخته شاید طیفی) نظریه (و تابعی حساب داشتن واسطه

کمک به مناسب) معنای (به غیرنرمال عملگرهای تقریبِ رو این از باشند. کراندار خطی تبدیلات تمام

یا تابعی حساب آنها برای (که غیرنرمال عملگرهای مطالعه برای راهکاری می تواند نرمال عملگرهای

عملگرهای نرمال، شبه عملگرهای به می توان مثال برای کند. فراهم نداریم) اختیار در مناسبی طیفی نظریه

نرمال عملگرهای به نحوی چه به که این به توجه با کدام هر که کرد اشاره زیرنرمال عملگرهای و ابرنرمال

آن پاسخ و هالموس سوال به برمی گردیم حال گرفته اند. قرار مطالعه مورد و شده تعریف هستند، نزدیک

قابل که را عملگری هالموس است. شده ارائه هالموس) دکترای (دانشجوی برام و هالموس توسط که

برام کمک به و نامید زیرنرمال عملگر است، بزرگتر هیلبرت فضای یک روی نرمال عملگر یک به ارتقا

یک می کند القا زیر صورت به که هسته ای اگر تنها و اگر است زیرنرمال T ∈ B(H) عملگر که داد نشان

باشد: معین مثبت هسته

ΛT : N × N→ B(H), ΛT (i, j) := (T j)∗T i. (١ . ٣)
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به مربوط ماهیتی بود کرده مطرح هالموس که سوالی صورت تنها نه کردیم، اشاره آن به بالا در که همانطور

بر که چرا است؛ برخوردار سزائی به اهمیت از نیز دادند سوال این به آنها که پاسخی بلکه دارد ارتقاپذیری

در (چه مطالعه مورد نگاشت های ارتقاپذیری در معین مثبت هسته های نقش که پیشین نمونه دو خلاف

اخیر سوال در اما نیست، مشهود است، توجه شایسته که آنچنان شده) ارائه برهان های در چه و پاسخ ها

معین مثبت هسته های نقش یعنی کلیدی، نکته این است. سوال پاسخ خود معین مثبت هسته یک القا

دارد، گلفاند-نایمارک-سگال قضیه و نایمارک مقالات از قدیمی تر حتی پیشینه ای چند هر ارتقاپذیری در

بود. مانده مغفول خطی ساختارهای با مرتبط خطی نگاشت های ارتقاپذیری مطالعه در عجیبی طرز به اما

دیگر نمونه چند بپردازیم نگاشت ها ارتقاپذیری در معین مثبت هسته های اساسی نقش به که این از پیش

می کنیم: ذکر اینجا در اثبات ارائه بدون را دست این از قضیه های از

است. طول پا عملگری T : H → H و هیلبرت فضای یک H کنید فرض : [١١] هالموس .۴ . ١ قضیه
و است K زیرفضای H که طوری به دارد وجود S : K → K یکانی عملگر و K هیلبرت فضای آنگاه

است. H زیرفضای روی متعامد تصویر PH آن در که ،T n = PHS n ،n طبیعی عدد هر برای

انقباضی عملگری T : H → H و هیلبرت فضای یک H کنید فرض : [١١] ٧ ناگی .۵ . ١ قضیه
K زیرفضای H که طوری به دارد وجود S : K → K طول پا عملگر و K هیلبرت فضای آنگاه است.

است. H زیرفضای روی متعامد تصویر PH آن در که ،T n = PHS n ،n طبیعی عدد هر برای و است

مثبت خطی تابعک یک τ : A → C و ∗C-جبر یک A کنید فرض : -نایمارک گلفاند .۶ . ١ قضیه
که طوری به دارد وجود h ∈ H بردار و A برای (π,H) نمایش آنگاه است،

τ(a) = ⟨π(a)h, h⟩, (a ∈ A).

ϕ : A→ B(H) مثبت کاملا نگاشت هر برای : [١۵ ،١١] استینسپرینگ ارتقاپذیری قضیۀ .١ . ٧ قضیه
کراندار و خطی وعملگر π : A → B(K) ∗-نمایش ،K هیلبرت فضای شامل (π,K,V) سه تایی

که طوری به دارد وجود ،V : H → K

ϕ(a) = V∗π(a)V, (a ∈ A).

7B. Sz.-Nagy



١۴٧١۵۴ - ١۴١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها بهمانی/ اسدی،

ارتقاپذیری در مثبت کاملا خطی نگاشت های و معین مثبت هسته های نقش . ١ . ٢

قضیه های که چرا است، برخوردار ویژه ای اهمیت از ١ . ٧ استینسپرینگ قضیه بالا قضیه های میان در

محسوب آن از خاصی حالت وضوح به ١ . ٣ نایمارک قضیه و ۶ . ١ گلفاند-نایمارک قضیه مانند بنیادینی

قبل بخش در که همانطور هستند. حصول قابل سادگی به آن از نتیجه ای عنوان به قضیه ها سایر و می شوند

نکته این به باید کردیم، اشاره نگاشت ها ارتقاپذیری در معین مثبت هسته های اساسی نقش و اهمیت به

حسب بر مثبت کاملا نگاشت های بندی رده در فقط نه [١۵] استینسپرینگ مقاله اهمیت که کرد توجه

مثبت هسته های خطی نسخه مثبت کاملا خطی نگاشت های که چرا است؛ آنها معرفی در بلکه ارتقاپذیری

هستند. معین

در که می کنیم بیان را ٨ کولموگوروف تجزیه قضیه و می کنیم تعریف را معین مثبت هسته های ادامه در

ماهیتی هرچند قضیه این می دهیم نشان آن از استفاده با و است معین مثبت هسته های ارتقاپذیری مورد

ما اختیار در را ∗C-مدول ها هیلبرت رسته به استینسپرینگ قضیه تعمیم برای کافی ابزار اما ندارد خطی

می دهد. قرار

B(H)-مقدار تابع یک است. هیلبرت فضای یک H و ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .١ . ٨ تعریف
مانند X از عضو n هر برای هرگاه می نامند معین مثبت هسته یک را ϕ مانند X × X مجموعۀ روی

باشد برقرار زیر نامساوی hn, ..., h١ مانند H اعضای از بردار n هر و xn, ..., x١

n∑
i=١

n∑
j=١
⟨ϕ(xi, x j)h j, hi⟩ ≥ ٠.

.[ϕ(xi, x j)] ∈ B(Hn)+ دیگر عبارت به

یافت وفور به تابعی فضاهای و انتگرالی معادلات نظریه در مقداری اسکالر معین مثبت هسته های

مراجعه [١٠] مرجع به می توان نیست) لطف از خالی (که زمینه این در بیشتر مطالعات برای می شوند.

خواندنی بسیار مذکور کتاب است. آمده در تحریر رشته به ٩ پاولسن توسط اخیر سال های در که کرد،

بحث راستای و ادامه در هسته ها این به ما نگاه اما است، نظریه این زیبای کاربرهای و مثال ها از پر و

8A. N. Kolmogorov
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١۴٨١۵۴ - ١۴١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها بهمانی/ اسدی،

در بنابراین است. شده پرداخته آن به پاولسن کتاب در که است چیزی از متفاوت و است ارتقاپذیری

ارتقاپذیری در که می کنیم توجه هسته ها از خانواده این کاربرد و اهمیت از جنبه ای آن به فقط نوشتار این

می گیرد. قرار استفاده مورد نگاش ت ها

یک ϕ : X × X → B(H) و هیلبرت فضای یک H ناتهی، مجموعه یک X کنید فرض .١ . ٩ تعریف
را Φ : X → B(H,K) تابع و K هیلبرت فضای از متشکل (Φ,K) جفت است. متغیره دو تابع

باشد. برقرار x, y ∈ X هر برای ϕ(x, y) = Φ(x)∗Φ(y) هرگاه می نامند ϕ تابع کولموگوروف تجزیۀ یک

.[Φ(X)H] = K هرگاه گویند مینیمال را کولموگوروف تجزیۀ

است. معین مثبت هستۀ یک باشد داشته کولموگوروف تجزیۀ که متغیره دو تابع هر که است واضح

مثبت هسته های و است مشهور کولموگوروف تجزیۀ قضیۀ به که است درست نیز موضوع این عکس

متمایز متغیره دو توابع سایر از هستند کولموگوروف تجزیۀ دارای که این حسب بر را عملگری مقدار معین

می سازد.

ϕ : X × X → B(H) و هیلبرت فضای یک H ناتهی، مجموعه یک X کنید فرض [7] .١ . ١٠ قضیه
آنگاه است. معین مثبت هستۀ یک

است. مینیمال کولموگوروف تجزیۀ دارای ϕ آ.

دلخواه کولموگوروف تجزیۀ یک (Ψ, L) و باشد ϕ مینیمال کولموگوروف تجزیۀ یک (Φ,K) اگر ب.

که طوری به دارد وجود T : K → L مانند یکتایی طول پا خطی تبدیل آنگاه باشد، ϕ برای دیگر

.TΦ(x) = Ψ(x) ،x ∈ X هر برای

آنگاه باشند، ϕ معین مثبت هستۀ برای کولموگوروف مینیمال تجزیۀ دو (Ψ, L) و (Φ,K) اگر پ.

.UΦ(x) = Ψ(x) ،x ∈ X هر برای که طوری به دارد وجود U : K → L یکانی عملگر

دهه یک از بیش و هستند مثبت کاملا نگاشت های غیرخطی نسخه واقع در معین مثبت هسته های

بودند. آشنا آنها با دانان ریاضی کند، معرفی را مثبت کاملا نگاشت های استینسپرینگ که این از قبل

ثابت کولموگوروف تجزیۀ قضیۀ از پس استینسپرینگ و ١٠ گلفاند-نایمارک-سیگال قضیه های هرچند

10I. E. Segal



١۴٩١۵۴ - ١۴١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها بهمانی/ اسدی،

به قبل بخش در که قضیه هایی اثبات در قضیه این تعجب کمال در اما می شوند، نتیجه آن از و شده اند

قضیه این از ما موضوع این اهمیت دادن نشان برای است. نگرفته قرار توجه مورد کردیم، اشاره آنها

نویسندگان برخی (که نگاشت ها از خانواده ای برای را استینسپرینگ قضیه از تعمیمی و می کنیم استفاده

ارائه ∗C-مدول ها هیلبرت رسته در می گیرند) نظر در مثبت کاملا نگاشت های از تعمیمی عنوان به را آنها

(E, ⟨·, ·⟩) اگر یعنی هستند، سه تایی ضربِ حافظ ∗C-مدول ها هیلبرت نمایش های که می دانیم می دهیم.

آنگاه باشد E نمایش یک Ψ : E → B(H,K) و باشد A ∗C-جبر روی چپ ∗C-مدول هیلبرت یک

از نمایشی این بر علاوه است. برقرار Ψ(x⟨y, z⟩) = Ψ(x)Ψ(y)∗Ψ(z) رابطه x, y, z ∈ E هر برای

باشد؛ برقرار زیر تساوی x, y ∈ E هر برای که طوری به دارد وجود π : A→ B(H) مانند A ∗C-جبر

Ψ(x)∗Ψ(y) = π(⟨x, y⟩). (۴ . ١)

T : E → B(H,K) و باشد A ∗C-جبر روی چپ هیلبرت∗C-مدول یک E کنید فرض .١ . ١١ تعریف
آنگاه باشند. نگاشت دو φ : A→ B(H) و

برقرار زیر رابطه x, y, x′, y′ ∈ E هر برای هرگاه است چهارتایی ضربِ حافظ نگاشت یک T آ.

باشد؛

⟨T (y),T (x⟨x′, y′⟩)⟩ = ⟨T (x′⟨x, y⟩),T (y′)⟩. (۵ . ١)

رابطه هرگاه است یکφ-نگاشت T ب.

T (x)∗T (y) = φ(⟨x, y⟩). (۶ . ١)

باشد. برقرار x ∈ E هر برای

باشد. یکφ-نگاشت T و باشد A نمایش یک φ هرگاه گویند یکφ-نمایش را T پ.

که ظاهری تفاوت علیرغم که است این کردیم، بیان تعریف این در که ویژگی دو مورد در جالب نکته

اما دارد بستگی ∗C-مدول هیلبرت داخلی ضرب و T نگاشت خود به فقط (۵ . ١) رابطه (برقراری دارند



١۵٠١۵۴ - ١۴١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها بهمانی/ اسدی،

(مانند هستند ارز هم ویژگی دو می کند)، بیان را T از مستقل نگاشت یک و T بین ارتباط (۶ . ١) رابطه

اسکیده می کنند). حفظ را سه تایی ضربِ که نگاشت هایی و ∗C-مدول ها هیلبرت نمایش های بین رابطه

است چهارتایی ضرب حافظ T کراندار کاملا خطی تبدیل یک که دادند نشان [١۴] ١٢ -سوماش ١١

کنید توجه باشد. یکφ-نگاشت T که طوری به باشد داشته وجود φ مثبت کاملا نگاشت اگر تنها و اگر

این عکس اما است. چهارتایی ضرب حافظ نگاشت یک کند حفظ را سه تایی ضرب که نگاشتی هر که

[١٣] اسکیده و [۴] -سوماش ١۴ -رامش ١٣ بهات آن از پس و ،[١] اسدی ابتدا نیست. برقرار مطلب

یک φ که φ-نگاشت ها دیگر عبارت به یا چهارگانه نگاشت های برای را استینسپرینگ قضیه از تعمیمی

١ . ٧ استینسپرینگ قضیه مشابه تکنیکی با بالا مراجع تمام در کردند. ارائه است مثبت کاملا نگاشت

دیگر عبارت به یا است، سه تایی نگاشت یک به ارتقا قابل چهارتایی نگاشت هر که است شده داده نشان

∗C-مدول هیلبرت نمایش یک به ارتقا قابل است مثبت کاملا نگاشت یک صرفا φ که φ-نگاشتی هر

قضیه ای با را آن و می آوریم را کرده اند ثابت بهات-رامش-سوماش که قضیه ای صورت ادامه در است.

قدرت با تا می کنیم مقایسه شده ثابت کولموگوروف تجزیه قضیه و معین مثبت هسته های از استفاده با که

بشویم: آشنا بیشتر خطی نگاشت های ارتقاپذیری در آنها نقش و معین مثبت هسته های اهمیت و

است. A-مدول هیلبرت یک E و یک دار ∗C-جبر یک A کنید فرض [١ . ٢ قضیه ،۴] .١ . ١٢ قضیه
آنگاه باشد، نگاشت -φیک Φ : E → B(H١,H٢) و مثبت کاملا نگاشت یک φ : A→ B(H١) اگر

و W : H٢ → K٢ دوگان طول پا عملگر ،V : H١ → K١ کراندار عملگر ،K٢ و K١ هیلبرت فضاهای

∗-نمایش یک ρ که طوری به دارند وجود Ψ : E → B(K١,K٢) و ρ : A → B(K١) نگاشت های

برقرارند: e ∈ E هر و a ∈ A هر برای زیر رابطه های و است E یکρ-نمایش Ψ و A ∗C-جبر یک دار

φ(a) = V∗ρ(a)V, Φ(e) = W∗Ψ(e)V. (١ . ٧)

.[Ψ(E)VH١] = K٢ و [ρ(A)VH١] = K١ که کرد انتخاب گونه ای به می توان را V Ψو ،ρ این بر علاوه

در که آنچه و هستند استینسپرینگ قضیه نتیجه واقع در V عملگر و ρ نمایش وجود بالا قضیه در
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١۵١١۵۴ - ١۴١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها بهمانی/ اسدی،

برقرار W و V و Ψ ،Φ بین که است رابطه ای و W عملگر ،Ψ نگاشت وجود است نو و بدیع قضیه این

می دهیم نشان کلموگوروف تجزیه قضیه از استفاده با حال می نامند). Ψ به Φ ارتقاپذیری را آن (که است

داد. تعمیم می توان حد چه تا را بالا قضیه که

یک φ : A → B(H) ،A یک دار ∗C-جبر روی ∗C-مدول هیلبرت یک E کنید فرض .١ . ١٣ قضیه
است. φ مینیمال استینسپرینگ نمایش (π,K,V) و مثبت کاملا نگاشت

عملگر یک ،Kπ و Hφ هیلبرت فضاهای از متشکل ((Φφ,Hφ), (Ψπ,Kπ),Wφ) گانۀ سه آنگاه

ناتباهیده π-نمایش و Φφ : E → B(H,Hφ) ناتباهیده φ-نگاشت ،Wφ : Hφ → Kπ یکانی

x ∈ E هر برای که طوری به دارد وجود Ψπ : E → B(K,Kπ)

WφΦφ(x) = Ψπ(x)V. (١ . ٨)

می توان را ١ . ١٢ قضیه وجود این با نیست، ١ . ١٢ بهات-رامش-سوماش قضیه تعمیم خود بالا قضیه

می آید دست به راحتی به ١ . ١٣ قضیه از که دیگری نتیجه آورد. دست به راحتی به آن از نتیجه ای عنوان به

می شود. محسوب ١ . ١٢ قضیه تعمیم که است زیر قضیه

یک φ : A → B(H) ،A یک دار ∗C-جبر روی ∗C-مدول هیلبرت یک E کنید فرض .١۴ . ١ نتیجه
((Φφ,Hφ), (Ψπ,Kπ),Wφ) گانۀ سه و φ مینیمال استینسپرینگ نمایش (π,K,V) مثبت، کاملا نگاشت

برقرارند: زیر احکام یافتیم. ١ . ١٣ قضیۀ در که است همان

SΦ : Hφ → طول پا عملگر اگر تنها و اگر است یکφ-نگاشت Φ : E → B(H,H′) نگاشت آ.

تساوی های از یکی که طوری به باشند داشته وجود W : H′ → Kπ طول پا دوگان عملگر یا ،H′

باشد برقرار هستند) ارز هم (که زیر

،SΦΦφ(·) = Φ(·) آ١

.Φ(·) = W∗Ψπ(·)V آ٢ .

بگیریم. نظر در یکانی را W یا SΦ می توان باشد، ناتباهیده Φ اگر علاوه، به



١۵٢١۵۴ - ١۴١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها بهمانی/ اسدی،

SΨ : Kφ → طو ل پای عملگر اگر تنها و اگر است یکπ-نگاشت Ψ : E → B(K,K′) نگاشت ب.

می توان باشد، ناتباهیده Ψ اگر به علاوه، . SΨΨπ(·) = Ψ(·) که طوری به باشد داشته وجود ،K′

گرفت. نظر در یکانی را مذکور عملگرهای

یکφ-نگاشت و یکπ-نگاشت ترتیب به Φ : E → B(H,H′) و Ψ : E → B(K,K′) اگر پ.

.Φ(·) = W∗Ψ(·)V که طوری به دارد وجود W : H′ → K′ جزئی طول پای یک آنگاه باشند،

باشد ناتباهیده Φ اگر و کرد انتخاب طول پا دوگان را W می توان باشد، ناتباهیده Ψ اگر به علاوه،

عملگری می توان را W باشند ناتباهیده دو هر اگر بنابراین کرد. انتخاب طول پا را W می توان

کرد. انتخاب یکانی

مثبت هسته های برای کولموگروف تجزیه قضیه از ١۴ . ١ قضیه و ١ . ١٣ قضیه اثبات در که کنید توجه

دیدن (برای کرده ایم استفاده E ∗C-مدول هیلبرت داخلی ضرب با π و φنگاشت ترکیب از حاصل معین

زیرا است ١ . ١٢ قضیه تعمیم بالا نتیجه از آ قسمت کنید). مراجعه [٢] مرجع به می توانید اثبات جزئیات

می دهد نشان و نمی کند وابسته Φ نگاشت به را ∗C-مدول هیلبرت نمایش وجود مذکور قضیه برخلاف

مینیمال نمایش π اگر دیگر عبارت به هستند. یکπ-نگاشت دقیقا به ارتقا قابل φ-نگاشت ها تمام که

است یکπ-نمایش که دارد وجود E روی سه تایی ضربِ حافظ نگاشت یک آنگاه باشد φاستینسپرینگ

قضیه ازتعمیم بیشتر چیزی اما پ قسمت می یابد. ارتقا آن به باشد φ-نگاشت که چهارتایی نگاشتِ هر و

π هر به را φ-نگاشتی هر ارتقاپذیری زیرا است، استینسپرینگ قضیه حتی و بهات-رامش-سوماش

چهارتایی ضربِ حافظ نگاشت هر ،E ∗C-مدول هیلبرت روی دیگر عبارت به می کند. تضمین نگاشت

می یابد. ارتقا π با متناظر سه تایی ضربِ حافظ نگاشتِ هر به φ φ با متناظر

تعریف یک اهمیت . ١ . ٣

نگاشت های رده بندی در تنها استینسپرینگ مقاله اهمیت شد، گفته پیشین بخش های در که همانطور

معرفی استینسپرینگ مقاله بخش مهمترین شاید نیست. ∗C-جبرها روی مقدار عملگری مثبت کاملا

قضیه اثبات بین که ساله ای ١٢ وقفه به است کافی مدعا این اثبات برای باشد. مثبت کاملا نگاشت های

١٩۴٣ سال در را ١ . ٢ قضیه نایمارک کنیم. دقت دارد، وجود استینسپرینگ قضیه و گلفاند-نایمارک

١ . ٣ قضیه و کردند ثابت را ۶ . ١ گلفاند-نایمارک بنیادین قضیه نایمارک و گلفاند آن با همزمان کرد، ثابت

خاص حالت و می آید حساب به ١ . ٢ قضیه از دیگری بیان که است گلفاند-نایمارک قضیه تعمیم نحوی به
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نایمارک بود شده باعث که دلیلی تنها استینسپرینگ، قضیه اثبات به توجه با است. استینپرینگ قضیه

عدم نکنند، ثابت ١٩۴٣ سال همان در را کرد ثابت استینسپرینگ بعدتر سال ١٢ که قضیه ای گلفاند و

حالت که را ١ . ٣ قضیه نایمارک و گلفاند چه اگر است. مثبت کاملا نگاشت های تعریف از آنها اطلاع

پوشیده آنها بر حکم این برقراری اصلی دلیل اما بودند آورده دست به است استینسپرینگ قضیه از خاصی

کاملا خطی نگاشت های معرفی بر علاوه ،[١۵] مشهورش مقاله در ١٩۵۵ سال در استینسپرینگ بود.

خطی نگاشت های که داد نشان ∗C-جبرها، نمایش های به ارتقاپذیری حسب بر آنها رده بندی و مثبت

،١ . ٣ قضیه از الهام و موضوع این به علم با هستند. نیز مثبت کاملا جابجایی ∗C-جبرهای روی مثبت

است. گلفاند-نایمارک قضیه از کاملی و درست تعمیم که رسید ١ . ٧ قضیه صورت بندی به استینسپرینگ
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