
١۴١٢٣ - ٠ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها

جبرخطی و موجک ها
http://wala.vru.ac.ir

(عج) ولیعصر دانشگاه

رفسنجان

هیلبرت فضاهای در درهم تنیده پیوسته K-قاب های بررسی
صدریآ وحید لو∗آ، رحیم غلامرضا

ایران تهران، ای، حرفه و فنی ریاضی،دانشگاه آگروه

چکیده
به اختصار، یا عملگرها برای تنیده درهم پیوسته قاب های مقاله، این در

خواهند قرار مطالعه مورد و معرفی تنیده درهم پیوسته K-قاب های

معرفی قاب ها این تولید برای مفید نتیجه یک ابتدا در گرفت.

قرار بررسی مورد کراندار عملگر یک تأثیر با را آنها سپس و می کنیم

بازگرداندن در قاب ها انواع مفید و اساسی کاربرد بدلیل می دهیم.

انتهای داده ها، انتقال به مربوط مباحث در شده حذف اطلاعات برخی

از عده ای حذف تحت قاب استقرار شرایط به اختصاص را مقاله

-K با موضوع این که دید خواهیم و داده قرار اندازه فضای اعضای

باشد. ارتباط در می تواند گسسته قاب های
© (١۴٠١) جبرخطی و موجک ها

مقاله اطلاعات
مقاله: تاریخچه

١٣٩٩ آبان ١٩ شده: دریافت
١۴٠٠ تیر ٣١ شده: پذیرفته

اردیبهشت ٢ آنلاین: دسترسی
١۴٠١

کامیابیگل رجبعلی رابط: ادیتور

کلیدی: کلمات

K-قاب پیوسته، قاب

تنیده. درهم قاب پیوسته،

مسئول ∗نویسنده
صدری). (وحید vahidsadri57@gmail.com لو)، رحیم (غلامرضا grahimlou@gmail.com ایمیلها: آدرس

http://doi.org/10.22072/wala.2021.139495.1309 © (١۴٠١) جبرخطی و موجک ها

http://doi.org/10.22072/wala.2021.139495.1309


١٢۴١۴١٢٣ - ٠ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها صدری/ لو، رحیم

مقدمه . ١

برداری، فضای هر پایه های که گفت می توان به جرأت برداری، فضاهای مبحث در موجود مفاهیم بین در

کلی، حالت در این حال، با می رود. به شمار آن مباحث کاربردی ترین از می باشد، فضا هر مشخصه که

سوی از و نمود مشخص را آن یکه متعامد پایه های به خصوص، و فضا یک پایه های نمی توان همواره
دوفین١ توسط که قاب ها دارد. را به خود مربوط مشکلات نیز مجموعه یک خطی استقلال بررسی دیگر،

که هستند ابزاری شدند، معرفی غیرهارمونیک فوریه سری های زمینه در مطالعه ضمن شیفر٢([٩])، و

به صورت نه (حتی را فضا اعضای تولید امکان همچنین و آمده فایق شده ذکر مشکلات بر توانستند

∗C-مدول ها و پذیر) (جدایی هیلبرت فضاهای در عمده به طور موضوع این نمایند. ایجاد به فرد) منحصر

که می باشند؛ کاربردی تر هیلبرت فضاهای به مربوط بحث های مسلم، قدر و می گیرند قرار مطالعه مورد

رمز کوانتوم، فیزیک بی سیم، شبکه های تصویر، و سیگنال پردازش بانک، فیلتر نظریه مباحث به می توان

باناخ فضاهای در را قاب ها محققین، از برخی مورد، چند در حتی نمود. اشاره داده ها انتقال و نگاری

داده اند. قرار بررسی مورد نیز

قرار حوزه هفت در عمده به طور که می باشند آن تعمیم های انواع به مربوط قاب ها، ویژه اهمیت اما

دارند:

شدند. معرفی اندازه فضاهای برای که ،([١٠ ،١]) پیوسته قاب های (١

می باشند. هیلبرت فضاهای بین کراندار عملگرهای برای ،([٢٠]) g- قاب ها یا تعمیم یافته قاب های (٢

می توانند البته، و می باشند هیلبرت فضای یک بسته فضاهای زیر برای ،([٧]) ترکیب٣ قابهای (٣

گیرند. قرار g- قاب ها از خاصی حالت

به نسبت اتمی دستگاه های روی مطالعه ضمن ،([١٣]) K- قاب ها یا عملگرها برای قاب ها (۴

شدند. معرفی K کراندار عملگر

وارونه سازی برای ۴ تعاملی الگوریتم های عددی کارایی بهبود برای که ،([۵]) کنترل شده قاب های (۵

شدند. معرفی قاب عملگر

1R. J. Duffin
2A. C. Schaeffer
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شدند. بررسی سیگنال پردازش در سؤالی به پاسخ ضمن که ([۶]) تنیده۵ درهم قاب های (۶

.([٢٢ ،٢١ ،١٩ ،١٨ ،١٧ ،١۶ ،١۴ ،١٠ ،٣ ،٢] (مانند هم دیگر، با فوق موارد ادغام (٧

را هیلبرت فضاهای در تنیده درهم قاب های و K-قاب ها پیوسته، قاب های تلفیق ما مقاله، این در

این معرفی از بعد داد. خواهیم قرار مطالعه مورد می نامیم، تنیده درهم پیوسته K-قاب های باختصار، که

بر کراندار عملگری اثردادن با سپس، می کنیم. معرفی آنها تولید برای کافی و لازم شرط یک قاب ها،

که دید خواهیم موارد، برخی در و می کنیم موجود قاب حفظ در سعی شرایط، برخی تحمیل و قاب ها این

ایجاد شرایط اندازه، فضای از تعدادی حذف با نهایت، در می باشیم. اصلی فضای کردن کوچکتر به مجبور

کرد. خواهیم معرفی گسسته حالت با را آن ارتباط و کرده مطرح جدید اندازه فضای برای را قاب ها آن

اندازه فضای یک (X, µ) و مثبت اندازه µ جدایی پذیر، هیلبرت فضای H مقاله، این سرتاسر در

می باشند. H به توی H از کراندار و خطی عملگرهای همه مجموعه B(H) و σ-متناهی

U ∈ B(H١,H٢) کنید فرض داده ایم. اختصاص عملگرها از مهم نتیجه چند بر مروری را کار ابتدای

U عملگر راست معکوس شبه باشد. H٢ هیلبرت فضای به توی H١ هیلبرت فضای از کراندار عملگری

.UU†x = x است: زیر خاصیت دارای x ∈ R(U) هر برای و داده نشان U† ∈ B(H٢,H١) نماد با را

کرده ایم. گردآوری را عملگر این نیاز مورد اطلاعات زیر، لم در

هستند: برقرار زیر نتایج آنگاه U ∈ B(H١,H٢) اگر [٨] .١ . ١ لم

.(U†)∗ = (U∗)† . ١

.R(U†) = ker U⊥ همچنین و ker U† = R(U)⊥ . ٢

می باشد. R(U) به روی H٢ از یکه متعامد تصویر UU† . ٣

می باشد. R(U†) به روی H١ از یکه متعامد تصویر U†U . ۴

5weaving frames
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پیوسته قاب های . ٢

نگاشت ،h ∈ H هر برای هرگاه گوییم اندازه پذیر ضعیف به طور را F : X → H نگاشت

X −→ C,

x −→ ⟨h, F(x)⟩

باشد. اندازه پذیر

K ∈ B(H) و بوده اندازه پذیر ضعیف به طور F : X → H کنیم فرض پیوسته) (K-قاب .٢ . ١ تعریف
برای که باشند موجود ٠ < A ≤ B < ∞ اعداد اگر است H برای پیوسته قاب -K یک F گوییم باشد.

باشیم داشته h ∈ H هر

A∥K∗h∥٢ ≤
∫

X
|⟨h, F(x)⟩|٢ dµ(x) ≤ B∥h∥٢. (٢ . ١)

پیوسته بهقاب تبدیل F آنگاه K = IdH هرگاه می نامیم. قاب کران های را B و A ثابت های

هرگاه گوییم ۶ تنگ K-قاب را F می شود. (معمولی)

∫
X
|⟨h, F(x)⟩|٢ dµ(x) = A∥K∗h∥٢.

(٢ . ١) نامساوی راست طرف فقط اگر می شود. نامیده پارسوال ،F پیوسته K- قاب آنگاه ،A = ١ اگر

-K آنگاه ،X = N و شمارشی اندازه µ اگر بالاخره، می نامیم. پیوسته بسل نگاشت را F باشد، برقرار

.([۴ ،١٣] به کنید نگاه قاب ها، این خواص (برای می شود گسسته قاب -K به تبدیل پیوسته قاب

باشد، ثابت عددی a > ٠ اگر باشند. لبگ اندازه µ و X = R ،H = ℓ٢(N) کنیم فرض .٢ . ٢ مثال

6tight frame
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می کنیم تعریف

K :ℓ٢(N)→ ℓ٢(N),

Kδi = δi+١

و

F : X −→ H,

F(x) =


aδi, i ≤ x < i + ١

٠, x < ١

به این که توجه با است. ℓ٢(N) برای استاندارد یکه متعامد پایه {δi}∞i=١ آنها، در که

K∗δ١ = ٠ , K∗δi = δi , i ≥ ٢,

داریم h ∈ H هر برای پس

∫ ∞
−∞
|⟨h, F(x)⟩|٢ dµ(x) = a٢∥h∥٢ ≥ a٢∥K∗h∥٢,

می شود. A = B = a٢ کران های با H برای K-قاب یک F بنابراین

برای و هستند معمولی قاب های مشابه آنالیز و ترکیب عملگرهای K-قابها، انواع همه روال طبق

نگاه بیشتر، جزئیات (برای می شوند تعریف زیر به صورت به ترتیب، عملگر، این دو پیوسته، K-قاب های

:( [١١] به کنید

TF : L ٢(X) −→ H,

⟨TF(G), h⟩ =
∫

X
G(x)⟨F(x), h⟩ dµ,



١٢٨١۴١٢٣ - ٠ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها صدری/ لو، رحیم

و

T ∗F :H −→ L ٢(X),

T ∗F(h) = ⟨h, F⟩,

آنها در که

L ٢(X) =
{
F : X → C : ∥F∥٢٢ =

∫
X
∥F(x)∥٢ dµ < ∞

}
.

زیر داخلی ضرب تعریف با فضا، این

⟨F,G⟩L ٢ =

∫
X
⟨F(x),G(x)⟩ dµ(x),

میتوان زیر به صورت ،h ∈ H هر برای را، پیوسته قاب عملگر درنتیجه، می شود. هیلبرت فضای به تبدیل

آورد. بدست

S F(h) := TFT ∗F(h) =
∫

X
⟨h, F⟩F dµ,

ونیز

⟨S Fh, h⟩ = ∥T ∗F(h)∥٢ =
∫

X
|⟨h, F(x)⟩|٢ dµ.

پوشابودن با معادل S F معکوس پذیربودن آنگاه باشد، پیوسته بسل نگاشت F اگر که کرد ثابت می توان

خواص همه اما .([١١]) است معکوس پذیر و کراندار مثبت، عملگری S F همچنین و می باشد TF

معکوس پذیر همواره K-قابها در قاب عملگر ،مثلا نمی شوند. منتقل K-قابها به معمولی، قاب های

h ∈ RK هر برای و بوده معکوس پذیر RK روی S F آنگاه باشد، بسته برد با K اگر درواقع، نمی باشد؛

([٢٣]) داریم

B−١∥h∥٢ ≤ ⟨(S F |RK )−١h, h⟩ ≤ A−١∥K†∥٢∥h∥٢.

می کند. ایجاد پیوسته قاب یک روی از را پیوسته K-قاب های تولید امکان زیر، قضیه

آن در که ،KF آنگاه باشد. H برای پیوسته قاب یک F : X −→ H کنید فرض [١۵] .٢ . ٣ لم
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می شود. H برای پیوسته K- قاب یک ،K ∈ B(H)

یعنی: باشد، پذیرفتنی ψ ∈ L ٢(R) کنید فرض [٨] .۴ . ٢ مثال

Cψ :=
∫ +∞
−∞

|ψ(γ)|
γ

dγ < ∞.

می کنیم تعریف چنین x ∈ R هر برای را F نگاشت

F : R − {٠} × R −→ L ٢(R)

F(a, b)(x) = (TbDa)(x) =
١
√

a
ψ(

x − b
a

),

با برابرند و بوده L ٢(R) روی عملگرهای Da و Tb آن در که

Tb : L ٢(R) −→ L ٢(R), Da : L ٢(R) −→ L ٢(R),

(Tb f )(x) = f (x − b), (Da f )(x) =
١
√

a
f (

x
a

).

داریم [٨] از ١١ . ١ . ٢ ونتیجه ١١ . ١ . ١ گزاره به بنا

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞
⟨ f , F(a, b)⟩⟨F(a, b), g⟩dadb

a٢ = Cψ( f , g), ∀ f , g ∈ L ٢(R)

آن در که می باشد (R − {٠} × R, µ) اندازه فضای به وابسته L ٢(R) برای پیوسته قاب یک F پس

نگاشت آنگاه باشد، دلخواهی کراندار عملگر K ∈ B(H) اگر ،٢ . ٣ لم طبق حال، است. µ = dadb
a٢

می شود. L ٢(R) برای K-قاب یک KF

تنیده درهم پیوسته K-قاب های . ٣

تولید نحوه درباره نتایج برخی سپس و کرده تعریف را تنیده درهم K-قاب های ابتدا بخش، این در

عدد هر برای {١, ٢, · · · ,m} به معنی [m] نماد مقاله، این سرتاسر در می کنیم. بررسی را قاب ها این
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زیرمجموعه های توسط X از افرازی به منزله X فضای افرازهای از منظور همچنین، و می باشد m طبیعی

بود. خواهد آن جدای ازهم اندازه پذیر

اندازه به وابسته H برای پیوسته K-قاب های از خانواده ای F := {Fi}i∈[m] کنیم فرض .٣ . ١ تعریف
برای به طوری که باشند موجود ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت های هرگاه است تنیده درهم F گوییم باشند. µ

باشد. A, B کران های با H برای پیوسته K-قاب یک ∪i∈[m]{Fi} خانواده ،X از {σi}i∈[m] افراز هر

درواقع می شود؛ میسر به سادگی پیوسته قاب های برای بالا کران یافتن ،[٢١] در ۴ . ٣ گزاره به توجه با

اگر

{Fi}h∈[m]

از {σi}i∈[m] افراز هر برای آنگاه باشند، Bi کران های با H برای پیوسته بسل نگاشت های از دنباله ای

می شود.
∑

h∈[m] Bi کران با H برای پیوسته بسل دنباله یک ∪i∈[m]{Fi} خانواده ،X

می کنیم. معرفی تنیده درهم پیوسته K-قاب های تولید برای کافی و لازم شرط یک زیر، قضیه در

معادل باهم زیر شرایط باشند. H برای پیوسته K-قاب دو F,G : X → H کنیم فرض .٣ . ٢ قضیه
هستند:

هستند. تنیده درهم پیوسته K-قاب دو G و F . ١

کراندار عملگر ،X از σ اندازه پذیر زیرمجموعه هر برای به طوری که دارد وجود α > ٠ عدد . ٢

Γσ : L ٢
σ (X) −→ H,

⟨Γσφ, h⟩ =
∫
σ

φ(x)⟨F(x), h⟩ dµ(x) +
∫
σc
φ(x)⟨G(x), h⟩ dµ(x),

آن، در و αKK∗ ≤ ΓσΓ∗σ که دارد وجود

L ٢
σ (X) =

{
φ ∈ L ٢(X) , φ = F

∣∣∣
σ
∪G
∣∣∣
σc

}
.

و α := A می دهیم قرار باشند. G و F قاب دو برای پایین کران A کنیم فرض .(٢) ⇐ (١) اثبات.

برای ترکیب عملگر Tσ درآن، که ،Γσ = Tσ می کنیم فرض σ ⊂ X اندازه پذیر مجموعه زیر هر برای نیز
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داریم h ∈ H و φ ∈ L ٢
σ (X) هر برای حال، می باشد. F

∣∣∣
σ
∪G
∣∣∣
σc قاب

⟨Γσφ, h⟩ = ⟨Tσφ, h⟩ =
∫
σ

φ(x)⟨F(x), h⟩ dµ(x) +
∫
σc
φ(x)⟨G(x), h⟩ dµ(x),

برآن، علاوه و

α∥K∗h∥٢ ≤ ∥T ∗σh∥٢ = ∥Γ∗σh∥٢,

.αKK∗ ≤ ΓσΓ∗σ می دهد نتیجه که

اندازه پذیر، زیرمجموعه σ ⊂ X کنیم فرض است. بدیهی بالا کران که می دانیم .(١) ⇐ (٢)

داریم باشند. دلخواه h ∈ H و φ ∈ L ٢
σ (X)

⟨Γ∗σh, φ⟩ = ⟨Γσφ, h⟩

=

∫
σ

⟨h, F(x)⟩φ(x) dµ(x) +
∫
σc
⟨h,G(x)⟩φ(x) dµ(x)

=
⟨
⟨h, F⟩

∣∣∣
σ
∪ ⟨h,G⟩

∣∣∣
σc, φ
⟩
.

بنابراین

Γ∗σh = ⟨h, F⟩
∣∣∣
σ
∪ ⟨h,G⟩

∣∣∣
σc.

درنتیجه

α∥K∗h∥٢ = ⟨αKK∗h, h⟩

≤ ⟨αΓσΓ∗σh, h⟩

= ∥Γ∗σh∥٢

=

∫
σ

|⟨h, F(x)⟩|٢ dµ(x) +
∫
σc
|⟨h,G(x)⟩|٢ dµ(x).
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می شود. G و F برای پایین کران α پس

تعریف ،a, b > ٠ فرض با باشند. لبگ اندازه µ و X = R ،H = ℓ٢(N) کنیم فرض .٣ . ٣ مثال
می کنیم

K :H → H,

Kδi = δi+١

و

F,G : X −→ H,

F(x) =


aδi, i ≤ x < i + ١

٠, x < ١
, G(x) =


bδi, i ≤ x < i + ١

٠, x < ١

K-قاب دو G و F ،٢ . ٢ مثال توجه با است. ℓ٢(N) برای استاندارد یکه متعامد پایه {δi}∞i=١ آنها، در که

اندازه پذیر زیرمجموعه یک σ ⊂ R فرض با می شوند. b٢ و a٢ به ترتیب، برابر، کران های با H برای

می دهیم قرار لبگ،

Γσ : L ٢(R) −→ H,

Γσφ =
{ ∫ i+١

i
aφ(x) dx

}
i∈σ
∪
{ ∫ i+١

i
bφ(x) dx

}
i∈σc.

داریم φ ∈ L ٢(R) هر برای

∥Γσφ∥٢ = a٢
∑
i∈σ

∫ i+١

i
|φ(x)|٢ + b٢

∑
i∈σc

∫ i+١

i
|φ(x)|٢ ≤ max{a٢, b٢}∥φ∥٢٢
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داریم h ∈ H هر برای سرراست، محاسبه ای با است. کراندار Γσ می دهد نشان که

∥Γ∗σh∥٢ ≥ min{a٢, b٢}∥h∥٢ ≥ min{a٢, b٢}∥K∗h∥٢.

می شوند. H برای تنیده درهم پیوسته K-قاب یک G و F درنتیجه، و شده برقرار ٣ . ٢ قضیه شرایط پس

میباشد. کراندار و خطی عملگری از استفاده با پیوسته K-قاب های تولید هدف بعدی، نتایج در

Aو کران های با H برای تنیده درهم پیوسته K-قاب یک {Fi : X → H}i∈[m] کنیم فرض .۴ . ٣ قضیه
نیز {UFi}i∈[m] آنگاه .KU† = U†K طوری که باشد بسته برد با عملگری U ∈ B(H) نیز و بوده B

می شود. B∥U∥٢ و A∥U†∥−٢ کران های با R(U) برای تنیده درهم پیوسته K-قاب یک

می دهیم قرار و باشد دلخواه i ∈ [m] کنید فرض اثبات.

ϕ :X −→ C,

ϕ(x) = ⟨h, Fi(x)⟩ (h ∈ H).

نگاشت پس است. اندازه پذیر h هر برای ϕ نگاشت درنتیجه،

x→ ⟨U∗h, Fi(x)⟩

می شود. اندازه پذیر ضعیف به طور UFi درنهایت، و شده اندازه پذیر نیز
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داشت خواهیم h ∈ R(U) هر برای آنگاه بگیریم، U راست معکوس را U† اگر

A∥K∗h∥٢ = A∥K∗(U†)∗U∗h∥٢

= A∥(U†)∗K∗U∗h∥٢

≤ A∥U†∥٢∥K∗U∗h∥٢

≤ ∥U†∥٢
∑
i∈[m]

∫
X
|⟨U∗h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x)

= ∥U†∥٢
∑
i∈[m]

∫
X
|⟨h,UFi(x)⟩|٢ dµ(x).

است. بدیهی نیز بالا کران

درهم پیوسته K-قاب یک {Fi : X → H}i∈[m] بوده، بسته برد با عملگری K کنیم فرض .۵ . ٣ قضیه
{UFi}i∈[m] آنگاه .R(U∗) ⊆ R(K) به طوری که U ∈ B(H) نیز و بوده B Aو کران های با H برای تنیده

برای به طوری که باشد موجود δ > ٠ عدد اگر تنها و اگر است H برای تنیده درهم پیوسته K-قاب یک

باشیم داشته h ∈ H هر

∥U∗h∥ ≥ δ∥K∗h∥.

باشد. A پایین کران با H برای تنیده درهم پیوسته K-قاب یک {UFi}i∈[m] که کنید فرض ابتدا اثبات.

داریم h ∈ H هر برای

A∥K∗h∥٢ ≤
∑
i∈[m]

∫
X
|⟨Uh, Fi(x)⟩|٢ dµ(x)

=
∑
i∈[m]

∫
X
|⟨U∗h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x)

≤ B∥U∗h∥٢.
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داریم دلخواه h ∈ H برای عکس، حالت برای .∥U∗h∥ ≥
√

A
B ∥K∗h∥ بنابراین

∥U∗h∥ = ∥(K†)∗K∗U∗h∥ ≤ ∥K†∥ ∥K∗U∗h∥.

نوشت می توان و باشد دلخواه افرازی {σi}i∈[m] ⊂ X کنید فرض اکنون

Aδ٢∥K†∥−٢∥K∗h∥٢ ≤ A∥K†∥−٢∥U∗h∥٢

≤ A∥K∗U∗h∥٢

≤
∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨U∗h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x)

=
∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨h,UFi(x)⟩|٢ dµ(x)

≤ B∥U∥٢∥h∥٢.

می شود. B∥U∥٢ و Aδ٢∥K†∥−٢ کران های با H برای تنیده درهم پیوسته K-قاب یک {UFi}i∈[m] پس

باهم زیر احکام باشند. H برای پیوسته K- قاب های از خانواده ای {Fi}i∈[m] کنید فرض .۶ . ٣ قضیه
معادل اند:

است. H برای تنیده درهم پیوسته K- قاب یک {Fi}i∈[m] . ١

است. H برای تنیده درهم پیوسته UK- قاب یک {UFi}i∈[m] خانواده ،U ∈ B(H) هر برای . ٢

و {σi}i∈[m] ⊂ X افراز هر برای باشند. {Fi}i∈[m] کران های B و A کنیم فرض .(٢) ⇐ (١) اثبات.

داریم h ∈ H

∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨h,UFi(x)⟩|٢ dµ(x) =
∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨U∗h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) ≤ B∥U∥٢∥h∥٢.
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نوشت می توان پایین کران برای مشابه، به طریق

∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨h,UFi(x)⟩|٢ dµ(x) =
∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨U∗h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) ≥ A∥(UK)∗h∥٢.

می شود. بدیهی حکم و گرفته H روی همانی عملگر را U تا کافی است عکس، حالت برای

تنیده درهم قاب ،X اندازه فضای از اندازه پذیر زیرمجموعه ای حذف با داریم قصد بعدی، نتایج در

کنیم. تولید جدیدی

تنیده درهم پیوسته K-قاب یک {Fi : X → H}i∈[m] و بسته برد با عملگری K کنیم فرض .٣ . ٧ قضیه
و بوده اندازه پذیر زیرمجموعه Y ⊂ X اگر باشد. B Aو کران های با H برای

C :=
∑
i∈[m]

∫
Y
∥Fi(x)∥٢ dµ(x) < A∥K†∥−٢,

(A−C∥K†∥٢) کران های R(K)با برای تنیده درهم پیوسته K-قاب یک {Fi : X\Y → H}i∈[m] آنگاه،

می شود. B و

که بدیهی است پس باشد، دلخواه افرازی {σi}i∈[m] ⊂ X \ Y کنید فرض است. بدیهی بالا کران اثبات.

{τi}i∈[m] := {σi}i∈[m] ∪ Y

داریم h ∈ R(K) هر برای شد. خواهد X برای افراز یک

∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) =
∑
i∈[m]

∫
τi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) −
∑
i∈[m]

∫
Y
|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x)

≥ A∥K∗h∥٢ − ∥h∥٢
∑
i∈[m]

∫
Y
∥Fi(x)∥٢ dµ(x)

≥ (A −C∥K†∥٢)∥K∗h∥٢.
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اندازه با اندازه پذیر X تک عضوی زیرمجموعه هر باشد، بسته برد با عملگری K کنیم فرض .٣ . ٨ قضیه
A کران با H برای تنیده درهم پیوسته تنگ K-قاب یک {Fi : X → H}i∈[m] همچنین و بوده ناصفر

بالای کران با R(K) برای گسسته K-قاب یک {Fi(x٠)}i∈[m] مجموعه ،x٠ ∈ X به ازای اگر باشد.

K-قاب یک {Fi : X \ {x٠} → H}i∈[m] آنگاه باشد، A > Bµ({x٠})∥K†∥٢ خاصیت در صادق B

شد. خواهد R(K) برای تنیده درهم پیوسته

باشد، X \ {x٠} از افرازی {σi}i∈[m] اگر باشد. {Fi(x٠)}i∈[m] قاب بالای کران B کنیم فرض اثبات.

داریم h ∈ R(K) هر برای حال می شود. X برای افراز یک {τi}i∈[m] := {σi}i∈[m] ∪ {x٠} آنگاه

∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) =
∑
i∈[m]

∫
τi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) −
∑
i∈[m]

µ({x٠})|⟨h, Fi(x)⟩|٢

≥ A∥K∗h∥٢ − Bµ({x٠})∥h∥٢

≥ (A − Bµ({x٠})∥K†∥٢)∥K∗h∥٢.

به توجه با دیگر، طرف از

∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) ≤
∑
i∈[m]

∫
τi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) ≤ A∥K∥٢∥h∥٢

می شود. کامل حکم

بگیریم. نتیجه زیر به صورت را ٣ . ٨ قضیه عکس می توانیم جزئی، تغییری اعمال با

اندازه با اندازه پذیر X تک عضوی زیرمجموعه هر باشد، بسته برد با عملگری K کنیم فرض .٣ . ٩ قضیه
A کران با H برای تنیده درهم پیوسته تنگ K-قاب یک {Fi : X → H}i∈[m] همچنین و بوده ناصفر

درهم پیوسته K-قاب یک {Fi : X \ {x٠} → H}i∈[m] خانواده ،x٠ ∈ X چون عضوی برای اگر باشد.

K-قاب یک {Fi(x٠)}i∈[m] آنگاه ،A > B′∥K†∥٢ به طوری که باشد B′ بالای کران با R(K) برای تنیده

می شود. R(K) برای گسسته
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اثبات فرضیات همان با باشد. {Fi : X \ {x٠} → H}i∈[m] قاب کران های B′ و C کنید فرض اثبات.

داریم ،٣ . ٨ قضیه

C∥K∗h∥٢ ≤
∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x)

=
∑
i∈[m]

∫
τi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) −
∑
i∈[m]

µ({x٠})|⟨h, Fi(x٠)⟩|٢

= A∥K∗h∥٢ −
∑
i∈[m]

µ({x٠})|⟨h, Fi(x٠)⟩|٢.

درنتیجه

٠ < C ≤ A − µ({x٠})
∥K∥٢ ∥h∥٢

∑
i∈[m]

|⟨h, Fi(x٠)⟩|٢,

ویا

∑
i∈[m]

|⟨h, Fi(x٠)⟩|٢ ≤ A∥K∥٢
µ({x٠})

∥h∥٢.

با دیگر، سوی از می شود. برقرار بالا کران شرط و شده R(K) برای بسل دنباله یک {Fi(x٠)}i∈[m] یعنی

به توجه

A∥K∗h∥٢ −
∑
i∈[m]

µ({x٠})|⟨h, Fi(x٠)⟩|٢ =
∑
i∈[m]

∫
τi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x) −
∑
i∈[m]

µ({x٠})|⟨h, Fi(x٠)⟩|٢

=
∑
i∈[m]

∫
σi

|⟨h, Fi(x)⟩|٢ dµ(x)

≤ B′∥h∥٢

≤ B′∥K†∥٢∥K∗h∥٢
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که می گیریم نتیجه

(A − B′∥K†∥٢)
µ({x٠})

∥K∗h∥٢ ≤
∑
i∈[m]

|⟨h, Fi(x٠)⟩|٢.

می شود. کامل حکم
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