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مقدمه . ١

فضای روی خطی عملگر یک صورت به می توان را مشاهده پذیر ی هر کوانتومی، مکانیک نظریه در

کراندار مشاهده پذیرهای است. یکی متناظر عملگر طیف با آن مقادیر مجموعه که داد نمایش هیلبرت

کراندار و خطی عملگرهای تمام مجموعه ،B(H) از ای بسته ∗-زیرجبر با کوانتومی مکانیک سیستم یک

زیرجبرها این نیمارک و گلفاند نمایش قضیه بنابر دیگر، طرف از است. متناظر H هیلبرت فضای روی

می ایفا کوانتومی مکانیک مطالعه در پررنگی نقش ∗C-جبرها اینرو، از هستند. ∗C-جبرها عینی شکل

بگیرد، دلخواه مقادیر می تواند مشاهده پذیر یک کوانتومی مکانیک سیستم های از بسیاری در البته، کنند.

عملگرهای توسط مشاهده پذیرها معمولا بنابراین، نیست. چنین کراندار عملگر یک طیف که حالی در

کوانتومی مکانیک در مهم ابزارهای از یکی بیکران عملگرهای امروزه لذا، و می شوند داده نمایش بیکران

لازم ، QP − PQ = iℏI ،١ هایزنبرگ رابطه کننده توصیف ریاضی مدل بیان برای مثال، برای هستند.

شود. استفاده بیکران عملگرهای از است

قرار بررسی مورد نیز B(H) زیرفضاهای زیرجبرها، مطالعه کنار در گذشته، سال هفتاد طول در

به که هستند B(H) یکدار و خودالحاق خطی، زیرفضاهای B(H) مهم زیرفضاهای جمله، از اند. گرفته

مجرد عملگری سیستم مفهوم افراس، و چوی ،١٩٧٧ سال در هستند. معروف عینی عملگری سیستم های

قضیه سپس و معرفی ارشمیدسی ترتیبی واحد دارای مرتب ماتریسی برداری ∗-فضای یک عنوان به را

.[۴] نمودند اثبات و بیان ٢ عینی عملگری سیستم یک عنوان به عملگری سیستم های برای را نمایشی

∗C-جبر هر که داده نشان وی است. کرده مطالعه را کوانتومی ∗C-جبرهای مفهوم اینو ،١٩٧١ در

کوانتومی هیلبرت فضای یک روی پیوسته عملگرهای فضای یک∗-زیرجبر عنوان به می توان را کوانتومی

عینی عملگری سیستم های محدب موضعاً نسخه دوسیف اخیر سال های در همچنین، . [٩] داد نمایش

مجموعه از یکدار و الحاق خود خطی، زیرفضاهای صورت به را عینی” کوانتومی های سیستم ” عنوان با

و تعریف را ٣ مجرد کوانتومی سیستم های وی نمود. معرفی هیلبرت، فضای یک روی بیکران عملگرهای

همچنین، .[٨ ،٧] نمود اثبات عینی کوانتومی سیستم یک عنوان به را مجرد کوانتومی سیستم های نمایش

سیستم و کوانتومی ∗C-جبر هر که است ذکر به لازم است. شده بیان قضیه این از متفاوت اثباتی در[٢]

1Heisenberg relation
2concrete
3(abstract) local operator system
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.[٢ ،١۴] هستند عملگری سیستم های و ∗C-جبرها از معکوسی حد واقع در کوانتومی عملگری

لذا نشاند، کوانتومی ∗C-جبر یک در توان می را کوانتومی عملگری سیستم هر اینکه به توجه با

از منظور واقع، در کرد. صحبت کوانتومی عملگری سیستم یک برای کوانتومی ∗C-پوشش از می توان

است V شامل کوانتومی ∗C-جبر یک V کوانتومی عملگری سیستم یک برای کوانتومی پوشش -C∗

مفهوم مرور ضمن مقاله، این در .(٢ . ۴ (تعریف باشد می ماکسیمال جهانی خاصیت یک دارای که

می پردازیم. کوانتومی سیستم یک کوانتومی پوشش -C∗ مطالعه به کوانتومی، عملگری سیستم های

مقدماتی مفاهیم . ٢

می شود. تعریف زیر صورت به دلخواه رسته یک در معکوس حد

از معکوس سیستم یک از منظور بگیرید. نظر در را (I,≤) جهتدار مجموعه و C رسته [١۴] .٢ . ١ تعریف
خانواده ای ،{Aα}α∈I خانواده آن در که است، ({Aα}α∈I, { fαγ}α≤γ) زوج ،C رسته در مورفیسم ها و اشیا

هستند، C رسته مورفیسم های از خانواده ای (α ≤ γ) fαγ : Aγ → Aα خانواده و C رسته اشیای از

به طوری که:

است. Aα همانی fαα ،α ∈ I هر برای . ١

. fαβ = fαγ ◦ fγβ ،α ≤ γ ≤ β هر برای . ٢

A آن در که است (A, {πα}α∈I) زوج مورفیسم ها، و اشیا از معکوس سیستم یک معکوس حد از منظور

زیر ویژگی های که طوری به است مورفیسم یک πα : A→ Aα ،α ∈ I هر برای و C رسته در شی یک

هستند: برقرار نیز

.πα = fαγ ◦ πγ ،α ≤ γ هر برای . ١

تساوی در ψα : B→ Aα نگاشت هر و C رسته در شی یک B آن در که ،(B, {ψα}α∈I) هر برای . ٢

کند می صدق زیر

ψα = fαγ ◦ ψγ (α ≤ γ),

.ψα = πα ◦ u ،α ∈ I هر برای که دارد وجود u : B→ A یکتای مورفیسم
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معکوس حد می دهیم. نشان A = lim←−− Aα با را ({Aα}α∈I, { fαγ}α≤γ) معکوس سیستم یک معکوس حد

نشان توان می و دارند وجود توپولوژیک جبرهای برداری، فضاهای ها، مجموعه مانند هایی رسته در ۴

ها، رسته این در داد

lim←−− Aα = {a ∈
∏
α∈I

Aα : ∀γ ≥ α, fα,γ(a(γ)) = a(α)}. (٢ . ١)

حد مطالعه به مقاله این در اما است. ∗C-جبر یک ∗C-جبرها رسته در ∗C-جبرها معکوس حد

توپولوژیک ∗-جبرهای رسته در واقع، در پردازیم. می توپولوژیک ∗-جبرهای رسته در معکوس∗C-جبرها

توپولوژیک یک∗-جبر معکوس∗C-جبرها، حد هستند، پیوسته های ∗-همومورفیسم آن های مورفیسم که

به می شود، تعیین آن روی پیوسته ∗C-نیم نرم های همه توسط آن توپولوژی که است کامل و هاوسدورف

خانواده به مجهز A کوانتومی ∗C-جبر .[١۴] می شود گفته کوانتومی ∗C-جبر یک ∗-جبری چنین

یک که می کنیم یادآوری دهیم. می  نشان (A, {pα}α∈I) مرتب زوج با را {pα}α∈I های ∗C-نیم نرم

که است p نیم نرم ،A روی ∗C-نیم نرم

p(a∗a) = p(a)٢, (a ∈ A).

یعنی است، زیرضربی لزوماً نیم نرمی چنین ، [١۵] بر بنا که است ذکر به لازم

p(ab) ≤ p(a)p(b) (a, b ∈ B).

این در .Kα = ker(pα) دهید قرار باشد. کوانتومی ∗C-جبر یک (A, {pα}α∈I) کنید فرض .٢ . ٢ لم
.A = lim←−−Aα به علاوه، است. ∗C-جبر یک Aα = A/Kα صورت،

می دهیم قرار ،a ∈ A هر ازای به αو ∈ I هر ازای به اثبات.

∥a + Kα∥α = pα(a). (٢ . ٢)

4inverse limit
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برای ،[١ . ١٢ گزاره ،١۴] بنابر به علاوه، است. Aα روی ∗C-نرم یک ∥.∥α ،α ∈ I هر برای وضوح، به

نیم نرمها از صعودی خانواده یک می توان را {pα}α∈I که آنجا از حال، است. ∗C-جبر یک Aα ،α ∈ I هر

ضابطه با fαγ : Aγ → Aα نگاشت بنابراین، گرفت، نظر در

fαγ(a + Kγ) = a + Kα, (α ≤ γ, a ∈ A)

∗C-جبرهاست. از معکوس سیستم یک ({Aα}α∈I, { fαγ}α≤γ) زوج ترتیب، این به است. تعریف خوش

ضابطه با πα : A → Aα مورفیسم های همراه به ، A ∗C-جبرکوانتومی علاوه، به

πα(a) = a + Kα (α ∈ I) (a ∈ A)

.A ≃ lim←−−Aα بنابراین، می کند. صدق πα = fαγ ◦ πγ رابطه در ،α ≤ γ هر برای

∗-همومورفیسم بگیرید. نظر در را (B, {qα}α∈I) و (A, {pα}α∈I) کوانتومی ∗C-جبرهای .٢ . ٣ تعریف
Cα نامنفی عدد ،α ∈ I هر برای هرگاه می نامیم، سازگار کراندار یک∗-همومورفیسم را Φ : A → B

که باشد داشته وجود

qα(Φ(a)) ≤ Cαpα(a), (α ∈ I)

نگاشت اگر وتنها اگر است، سازگار کراندار یک∗-همومورفیسم Φ : A → B خطی نگاشت .۴ . ٢ لم
باشد. یک∗-همومورفیسم Φα : Aα → Bα متناظر خطی

کوانتومی عملگری سیستم . ٣

C = {Cn,α}(n,α)∈N×I خانواده باشد. برداری یک∗-فضای V کنید فرض [٣ . ١ تعریف ،١] .٣ . ١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در هرگاه می شود، نامیده V روی ۵ ماتریسی موضعی ترتیب

است. Mn(V) هرمیتی عناصر روی مخروط یک Cn,α ،(n, α) ∈ N × I هر برای الف)

.Mn(V)+ = ∩α∈ICn,α آن در که ،Mn(V)+ ∩ −Mn(V)+ = {٠} ،n ∈ N هر برای ب)

5matrix local ordering
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خانواده یعنی ،Cn,γ ⊆ Cn,α ∩Cn,β که دارد وجود γ ∈ I ،α, β ∈ I هر برای و n ∈ N هر برای ج)

است. معکوس شده فیلتر خانواه یک {Cn,α}α∈I

.X∗Cn,αX ⊆ Cm,α داریم ،X ∈ Mn,m(C) و α ∈ I ،n,m ∈ N هر برای د)

می نامیم. ماتریسی۶ مرتب برداری سیستم یک را ((V, {Cn,α}(n,α)∈N×I) (یا (V,C) حالت، این در

متناظر، قطری ماتریس e ∈ Vh هر برای باشد. ماتریسی مرتب برداری سیستم یک (V,C) کنید فرض

طور به واحد یک en ،n ∈ N هر برای هرگاه بگیرید. نظر در را en := diag(e, · · ·, e) ∈ Mn(V)

موضعی طور به واحد یک e باشد، (Mn(V), {Cn,α}α∈I) برای (ارشمیدسی) ماتریسی ترتیبی موضعی

شود. می نامیده V برای ٧ ( (ارشمیدسی ماتریسی ترتیبی

می نامیم، مجرد کوانتومی عملگری سیستم یک را (V,C, e) تایی سه [٣ . ٢ تعریف ،١] .٣ . ٢ تعریف
طور به واحد یک e و V روی ماتریسی موضعی ترتیب یک C مختلط، برداری ∗-فضای یک V هرگاه

نامیده V روی کوانتومی ترتیب یک C حالت، این در باشد. V برای ارشمیدسی ماتریسی ترتیبی موضعی

می شود.

هرگاه می شود، گفته H هیلبرت فضای روی بیکران عملگر یک T عملگر که می کنیم یادآوری .٣ . ٣ نکته

باشد شده تعریف می شود، گفته T نگاشت دامنه که H از D(T ) چگال خطی زیرفضای یک روی T

و بگیرید نظر در را H ثابت هیلبرت فضای باشد. خطی نگاشت یک T : D(T ) → H همچنین و

آنها اجتماع که باشد، H در بسته زیرفضاهای از صعودی خانواده یک E = {Hα}α∈Λ که کنید فرض

کوانتومی دامنه یک H هیلبرت فضای زیرفضاهای از خانواده ای چنین است. چگال H در D = ∪E
مجموعه می شود. داده نمایش L(D) با D روی خطی تبدیل های همه جبر می شود. گفته

CE(D) = {T ∈ L(D) : T Pα = PαT Pα ∈ B(H), α ∈ Λ},

باشید داشته توجه بگیرید. نظر در را است Hα روی به H از متعامد تصویر Pα ،α ∈ Λ هر برای آن در که

روی بیکران عملگر یک کوانتومی، دامنه روی پیوسته جایی ناجابه توابع جبر ،CE(D) در T عملگر هر که

6matrix local ordered ∗-vector space
7(Archimedean) matrix local order unit
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E کوانتومی دامنه روی ناجابجایی پیوسته توابع ∗-جبر همچنین، است. D دامنه با H

C∗E(D) = {T ∈ CE(D) : PαT ⊂ T Pα, α ∈ Λ},

یک V کنید فرض است. الحاقی نگاشت یک T 7→ T ∗ تناظر آن در که است، یکدار ∗-جبر یک

.Mn(C∗E(D)) = C∗En(Dn) ،n ∈ N هر برای است. C∗E(D) فضای یکدار و الحاق خود زیرفضای

قرار است([۵]). C∗En(Dn) الحاق خود زیرفضای یکدار و خودالحاق فضای زیر یک Mn(V) پس

می دهیم

Cn,α := {T ∈ Mn(V)h : T |Hn
α
∈ B+(Hn

α)} (n, α) ∈ N × I.

.[۶] است کوانتومی عملگری سیستم یک (V, {Cn,α}(n,α)∈N×I, id) پس

فرض است. شده تعریف زیر صورت به کوانتومی عملگری سیستم های رسته در همریختی چند در[١]،

متناظر ،n ∈ N هر برای باشد. برداری فضاهای بین خطی نگاشت یک φ : V → W نگاشت کنید

هر برای ،φn
(
[vi j]
)
=
[
φ(vi j)

]
ضابطه با ،φn : Mn(V) → Mn(W) خطی نگاشت یک φ با

(W, {Dn,β}(n,β)∈N×J, e′) و (V, {Cn,α}(n,α)∈N×I, e) کنید فرض حال می شود. تعریف [vi j] ∈ Mn(V)

داریم. را زیر تعاریف ϕ : V → W یکانی خطی نگاشت برای باشند. کوانتومی عملگری سیستم های

.ϕ(C١,α) ⊆ D١,α ،α ∈ I هر برای هرگاه می شود، نامیده سازگار مثبت موضعی طور به ϕنگاشت الف)

به ϕn ،n ∈ N هر برای هرگاه می شود، نامیده ٨ سازگار مثبت موضعی طور به کاملا ϕ نگاشت ب)

باشد. سازگار مثبت موضعی طور

و ϕ نگاشت دو هر هرگاه می شود نامیده ٩ مرتب موضعی طور به کاملا ایزومورفیسم ϕ نگاشت ج)

باشند. سازگار مثبت موضعی طور به کاملا ϕ−١

V از نگاشتی بعنوان ϕ هرگاه می شود نامیده ١٠ مرتب موضعی طور به کاملا نشاننده ϕ نگاشت د)

باشند. مرتب موضعی طور به کاملا ایزومورفیسم یک ϕ(V) بروی

8(admissible) completely local positive
9complete local order isomorphism

10complete local order embedding
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سیستم یک شرایط تمام (V, {Cn,α}(n,α)∈N×I, e) کوانتومی عملگری سیستم یک که داشته باشید توجه

،n ∈ N هر برای جهت، این به نیست. برقرار آن در Cn,α ∩ −Cn,α = ٠ شرط تنها و دارد را عملگری

می دهیم، قرار

Nn,α = S panC(Cn,α ∩ −Cn,α).

یک N١,α .Nn,α = Mn(N١,α) ،n ∈ N هر برای که دهیم نشان می توانیم ،[١۴ . ٣ لم ،١٣] مشابه

همچنین است. برداری یک∗-فضای Vα := V/N١,α قسمتِ خارج بنابراین است، V ∗-زیرفضای

(e + N١,α)n = en + Mn(N١,α)

می دهیم قرار کرد. مشخص Mn(V)/Mn(N١,α) با می توان را Mn(Vα) و

C̃n,α := {A + Mn(V)/Mn(N١,α) : A ∈ Cn,α}.

است. برقرار زیر گزاره

باشد. کوانتومی عملگری سیستم یک (V, {Cn,α}(n,α)∈N×I, e) کنید فرض [٢] .۴ . ٣ لم

است. (مجرد) عملگری سیستم یک (Vα, {C̃n,α}n∈N, e + N١,α) سه تایی ،α ∈ I هر برای . ١

.V ≃ lim←−−Vα . ٢

φα : Vα → S ′α ⊆ کامل مرتب ایزومورفیسم یک ،α ∈ I هر برای چویی-افراس، قضیه بنابه

است. عملگری سیستم یک S ′α ⊆ B(H′α) و هیلبرت فضای یک H′α آن، در که دارد وجود B(H′α)

بسته زیرفضای یک توان می را Hβ ،β ≤ α هرگاه صورت، این در .Hα =
⊕

β≤α H′β کنید فرض

می گیریم. نظر در D کامل شده را H هیلبرت فضای و D = ∪α∈IHα می دهیم قرار گرفت. نظر در Hα

که همان طور است. H هیلبرت فضای در کوانتومی دامنه  یک E = {Hα}α∈I فیلترشده  روبه جلو خانواده

که ،(C∗E(D), {Dn,α}(n,α)∈N×I, id) شده، بیان ٣ . ٣ ملاحظه در

Dn,α := {T ∈ Mn(C∗E(D))h = C∗En(Dn)h : T |Hn
α
∈ B+(Hn

α)},
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.v ∈ V هر برای Φα(v) = ⊕β≤αφβ(v + N١,β) می دهیم قرار است. کوانتومی عملگری سیستم یک

برقرار زیر قضیه و است بردش بروی مرتب موضعی طور به کاملا ایزومورفیسم یک Φ نگاشت درواقع،

است. شده بیان قضیه این از متفاوتی اثبات [٣ . ۶ قضیه ،٢] در همچنین، .[٨ ،٧] است

این در باشد. مجرد کوانتومی عملگری سیستم یک (V, {Cn,α}(n,α)∈N×I, e) کنید فرض .۵ . ٣ قضیه
کوانتومی عملگری سیستم یک ،H هیلبرت فضای یک در E = {Hα}α∈Λ کوانتومی دامنه یک صورت،

دارد. وجود Φ : V → S یکدار مرتب موضعی طور به کاملا ایزومورفیسم یک و C∗E(D) در S عینی

کوانتومی عملگری سیستم های کوانتومی ∗C-پوشش . ۴

بخش این در گرفت. قرار مطالعه مورد [١٢ ،١١ ،٣] در عملگری سیستم یک برای ∗C-پوشش

سیستم یک برای کوانتومی ∗C-پوشش درواقع، می پردازیم. ∗C-پوشش مفهوم کوانتومی نسخه ارایه به

ماکسیمال جهانی خاصیت یک دارای که است V شامل کوانتومی ∗C-جبر یک ،V کوانتومی عملگری

باشد. می

یکانی مثبت کاملا نشاننده یک و C∗u(S ) یکدار ∗C-جبر یک S عملگری سیستم هر برای .١ . ۴ نکته

هر برای و است C∗u(S ) برابر JS (S ) توسط شده تولید ∗C-جبر که دارد وجود JS : S → C∗u(S )

یکانی ∗-همومورفیسم یک ،ϕ : S → A یکانی مثبت کاملا خطی نگاشت هر و A یکدار ∗C-جبر

.π ◦ JS = ϕ که طوری به دارد وجود π : C∗u(S )→ A منحصربفرد

کاملا نگاشت هر که کرد ثابت توان می براحتی ،C∗u(S ) ∗C-جبر برای شده بیان خاصیت به توجه با

یکانی ∗-همومورفیسم یک به توسیع قابل ψ : S → S ′ مانند عملگری سیستم دو بین یکانی مثبت

منحصربفرد

ψ̃ : C∗u(S )→ C∗u(S ′)

از معکوس سیستم یک ({S α}α∈I, {ψα,β}) هرگاه بنابراین، .ψ̃ ◦ JS = JS ′ ◦ ψ که طوری به است

به است ها ∗C-جبر از معکوس سیستم یک ({C∗u(S α)}α∈I, {ψ̃α,β}) آنگاه باشد، عملگری های سیستم

که طوری

ψ̃α,β ◦ JS β = JSα ◦ ψα,β (α ≤ β).
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زیرفضای صورت به می توان را کوانتومی عملگری سیستم هر ،۵ . ٣ قضیه به توجه با دیگر، طرف از

گرفت. نظر در کوانتومی ∗C-جبر یک

-C∗ یک را (JV ,B) مرتب زوج است. کوانتومی عملگری سیستم یک V کنید فرض .٢ . ۴ تعریف
هرگاه می نامیم، V برای کوانتومی پوشش

یکانی مرتب موضعی به طور کاملا نشاننده یک JV : V → B و یکدار کوانتومی ∗C-جبر یک B . ١

JV(V) توسط شده تولید کوانتومی ∗C-جبر که معنی این به ،B = C∗(JV(V)) که طوری به باشد

است. B برابر

سازگار موضعی مثبت کاملا نگاشت یک ψ : V → C و یکدار کوانتومی ∗C-جبر یک C اگر . ٢

.π ◦ JV = ψ که طوری به باشد موجود π : B → C سازگار کراندار ∗-همومورفیسم آنگاه باشد،

و موجود V مانند کوانتومی عملگری سیستم هر برای کوانتومی ∗C-پوشش دهیم می نشان ادامه در

دهیم. نشان C∗qu(V) مانند مشخص، نماد یک با را آن می توانیم لذا است. بفرد منحصر

است. بفرد منحصر کوانتومی، عملگری سیستم یک کوانتومی ∗C-پوشش .٣ . ۴ قضیه

∗C-پوشش ،(J′V ,B′) و (JV ,B) های زوج و است کوانتومی عملگری سیستم یک V کنید فرض اثبات.

و π : B → B′ سازگار کراندار های ∗-همومورفیسم تعریف به توجه با باشند. V برای کوانتومی های

که طوری به دارند وجود π′ : B′ → B

π ◦ JV = J′V , π′ ◦ J′V = JV .

حال، است. همانی JV(V) روی π′ ◦ π ∗-همومورفیسم یعنی این و π′ ◦ π ◦ JV = JV بنابراین،

می مشابه، بطور است. همانی نیز B کل روی π′ ◦ π ∗-همومورفیسم ،B = C∗(JV(V)) که آنجا از

و B کوانتومی های ∗C-جبر بنابراین، است. همانی B′ روی π ◦ π′ ∗-همومورفیسم گرفت نتیجه توان

هستند. ایزومورف هم با B′

این در است. کوانتومی عملگری سیستم یک V = lim←−−({Vα}α∈I, {ϕα,β}) کنید فرض .۴ . ۴ قضیه
عملگری سیستم برای کوانتومی ∗C-پوشش یک ،B = lim←−−C∗u(Vα) کوانتومی ∗C-جبر صورت،

.C∗qu(lim←−−Vα) = lim←−−C∗u(Vα) دیگر، بیان به است. V کوانتومی
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یکانی ∗-همومورفیسم یک ،α ≤ β که (α, β) ∈ I × I هر برای ،١ . ۴ ملاحظه به توجه با اثبات.

که طوری به دارد وجود ϕ̃α,β : C∗u(Vβ)→ C∗u(Vα)

ϕ̃α,β ◦ JVβ = JVα ◦ ϕα,β.

ضابطه با ϕ : V = lim←−−Vα → B = lim←−−C∗u(Vα) نگاشت بنابراین،

ϕ(v) = (JVα(vα))α∈I, (v = (vα)α∈I),

یکانی مرتب موضعی بطور کاملا نشاننده یک JVα نگاشت که آنجا از واقع، در است. تعریف خوش

.B = C∗(ϕ(V)) و است یکانی مرتب موضعی بطور کاملا نشاننده یک ϕ نگاشت است،

کوانتومی ∗C-جبر به V از سازگار موضعی مثبت کاملا نگاشت یک ψ : V → A کنیم فرض حال

نگاشت یک ψα : Vα → Aα القایی نگاشت ،α ∈ I هر برای باشد. A = lim←−−({Aα}α∈I, {θα,β})
و است مثبت کاملا

θα,β ◦ ψβ = ψα ◦ θα,β (α ≤ β).

ψ̃α : یکانی ∗-همومورفیسم ،α ∈ I هر برای عملگری، های سیستم ∗C-پوشش خاصیت بنابر

شود می نتیجه آخر، تساوی دو از .ψ̃α ◦ JVα = ψα که دارد وجود C∗u(Vα)→ Aα

ψ̃α ◦ ϕ̃α,β = θα,β ◦ ψ̃β (α ≤ β).

ضابطه با Ψ : B = lim←−−C∗u(Vα)→ A = lim←−− Aα نگاشت لذا،

Ψ(b) = (ψ̃α(bα))α∈I, (b = (bα)α∈I ∈ B),

زیرا .Ψ ◦ϕ = ψ علاوه، به است. یکانی یک∗-همومورفیسم Ψ نگاشت واقع، در است. تعریف خوش
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داریم: v = (vα)α∈I ∈ V هر برای

Ψ ◦ ϕ(v) = Ψ((JVα(vα))α∈I) = (ψ̃α(JVα(vα)))α∈I = (ψα(vα))α∈I = ψ((vα)α∈I) = ψ(v).

است. کامل اثبات بنابراین،
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