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مقدمه . ١

.p٢ = p هرگاه می شود، نامیده خودتوان p ∈ A عضو باشد. (C (روی جبر یک A کنیم فرض

هرگاه می دهیم. نمایش R با را PA توسط شده تولید زیرجبر و PA با را A خودتوان های همه ی مجموعه ی

خودتوان ها توسط شده تولید جبرهای است. شده تولید خودتوان هایش توسط A جبر می گوییم R = A

کار به آن ها ساختار مطالعه ی در می توان مختلف جهات از که هستند توجهی قابل و جالب خواص دارای

خودتوان هایشان توسط جبرها کدام که پرداخته اند مسأله این به ریاضیدانان از برخی سبب همین به گرفت.

خودتوان یک شامل و ساده و یکدار A جبر اگر که است داده نشان بریسار١ ،[١] در می شوند؟ تولید

است داده نشان همچنین می شود؛ تولید خودتوان هایش توسط A آن گاه باشد، (p , ٠, ١) p غیربدیهی

١− p و p توسط شده تولید ایدآل های که طوری به باشد p غیربدیهی خودتوان شامل A یکدار جبر اگر که

که است داده نشان [١] در بریسار همچنین می شود. تولید خودتوان هایش توسط Aآن گاه باشند، A برابر

جبرهای از برخی دیگر طرف از می شود. تولید خودتوان هایش توسط Mn (A) ،n × n ماتریس های جبر

مولد که جبر هر که است ذکر به لازم شده اند. مطالعه هستند، خود خودتوان های خطی مولد که عملگری

اثبات [١١] در می شود. تولید جبر) عنوان (به خود خودتوان های توسط باشد، خود خودتوان های خطی

عملگرهای همه ی جبر B (H)آن گاه باشد، C روی البعد نامتناهی هیلبرت فضای H اگر که است شده

T ∈ B (H) هر که است شده اثبات واقع در است، خودتوان هایش خطی مولد برابر ،H روی کراندار

یک A اگر که است شده داده نشان [١١] در همچنین است. B (H) در خودتوان عضو پنج مجموع برابر

[١٠] در خودتوان هاست. از متناهی مجموع برابر A عضو هر آن گاه باشد، نامتناهی٢ اکیداً ∗w-جبر

ذکر مطالب از ایده با حال شده اند. معرفی هستند، خودتوان هایش خطی مولد که ساده برخی∗C-جبرهای

می شوند؟ تولید خودتوان ها توسط عملگری جبرهای چه که می پردازیم سوال این بررسی به شده

روی لانه ای٣ جبرهای اسم به عملگری جبرهای از رده ای برای مسأله این جواب به مقاله این در

در که هیلبرت فضاهای روی لانه ای جبرهای که داد خواهیم نشان واقع در می پردازیم. هیلبرت فضاهای

که می دهیم نشان آن از نتیجه ای عنوان به و می شوند تولید خودتوان ها توسط است، متناهی لانه آن ها

می شوند. تولید خودتوان هایش توسط Mn (C) خاص زیرجبرهای از برخی

1Brešar
2properly infinite
3nest algebras
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هر و X برداری فضای هر ازای به هرگاه می شود نامیده شده۴ معین صفر حاصل ضرب با A جبر

نتیجه می کند، صدق ab = ٠ ازای به ϕ (a, b) = ٠ شرط در که ϕ : A × A → X دوخطی نگاشت

است معادل شرط این باشد؛ یکدار A اگر و ϕ (ab, c) = ϕ (a, bc) ،a, b, c ∈ A هر ازای به که شود

اینکه با

ϕ (a, b) = ϕ (ab, ١) , (a, b ∈ A) .

عنوان به واقع در که شد معرفی [۴] در همکارانش و بریسار توسط بار نخستین جبرها برای خاصیت این

(به می رود کار به صفر حاصل ضرب های در مشتق یا همریختی مانند نگاشت هایی مطالعه برای ابزاری

چه اینکه و خاصیت این روی زیادی مطالعات بعد به آن از شود). مراجعه آن ها داخل منابع و [٩ ،٢]

نمونه عنوان به اینجا در شود. مراجعه [٧ ،۶ ،٢] به گرفت؛ صورت هستند، خاصیت این دارای جبرهایی

حاصل ضرب  با جبر یک متناهی لانه ای جبر هر که شد داده نشان [٨] در که می پردازیم نتیجه این بیان به

نتیجه این از دیگری برهان به اصلی نتیجه از کاربردی عنوان به مقاله این در حال است. شده معین صفر

شده معین صفر حاصل ضرب با مختلط هیلبرت فضای یک روی متناهی لانه ای جبر هر که می پردازیم

روی خاص دوخطی نگاشت های از برخی ساختار تعیین به مطلب این از نتیجه ای عنوان به سپس است،

جردن نگاشت های مطالعه ی برای می تواند دوخطی نگاشت های این که می پردازیم لانه ای جبرهای این

استفاده مورد ab = ba = ٠ حاصل ضرب های در شده تعیین جردن) مشتق  های یا جردن (همریختی های

گیرند. قرار

که لانه ای جبرهای از مقدماتی بیان به دوم بخش در است. شده سازماندهی زیر صورت به مقاله این

می کنیم. بیان را اصلی نتایج سوم بخش در می پردازیم. است، نیاز مورد

و می گیریم نظر در C مختلط اعداد میدان روی را برداری فضاهای و جبرها همه ی مقاله این در

می دهیم. نمایش Tn با را C روی n × n بالامثلثی ماتریس های و Mn با را C روی n × n ماتریس های

4zero product determined
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لانه ای جبرهای . ٢

می پردازیم. هستند، نیاز مورد که مربوط نتایج از برخی و لانه ای جبرهای معرفی به بخش این در

نشان B (H) با را H روی کراندار خطی عملگرهای همه ی جبر باشد. هیلبرت فضایی H کنیم فرض

مرتب مجموعه یک شمول رابطه تحت هرگاه گویند زنجیر را H زیرفضاهای از N خانواده یک می دهیم.

در N لانه یک .N٢ ⊆ N١ یا N١ ⊆ N٢ باشیم داشته N١,N٢ ∈ N هر برای عبارتی به باشد، کامل

که طوری به است H نرم) از حاصل توپولوژی (تحت بسته زیرفضاهای از زنجیر یک H هیلبرت فضای

اعضای از دلخواه گردایه ی هر بسته خطی مولد تحت و می شود) داده نشان ∧ (با دلخواه اشتراک تحت

باشد. H و {٠} زیرفضاهای شامل همچنین و باشد بسته می شود) داده نشان ∨ (با خود

صورت به می شود، داده نشان AlgN با که H هیلبرت فضای روی N لانه ی با متناظر جبرلانه ای

می گردد: تعریف زیر

AlgN = {T ∈ B (H) |T (N) ⊆ N, ∀N ∈ N} .

بسته B (H) در ضعیف عملگری توپولوژی تحت که است H روی عملگری جبر یک AlgN لانه ای جبر

نیست. بسته الحاقی عمل تحت جبر این و است

ماتریس های جبر از تعمیمی عنوان به ١٩۶۵ سال در [١٢] رینگروس۵ توسط بار اولین لانه ای جبرهای

هستند بسته ضعیف عملگری توپولوژی تحت که است آن جبرها این بارز ویژگی و شد معرفی Tn بالامثلثی

جبرها این روی وسیعی مطالعات لانه ای جبرهای معرفی از بعد نیستند. وان-نیومن جبر حال عین در و

به مربوط ویژگی های و نکات از برخی ادامه در ببینید). را آن مراجع و [۵] (کتاب است گرفته صورت

می کنیم. بیان را جبرها این

هرگاه باشد. N با متناظر لانه ای جبر AlgN و باشد H هیلبرت فضای در لانه ای N کنیم فرض

و N , {٠} که را N ∈ Nبسته فضای زیر هر و است غیربدیهی N لانه می گوییم ،N , {{٠} ,H}
AlgN آن گاه= باشد، بدیهی لانه N اگر که است واضح می نامیم. N غیربدیهی عضو یک N , H

H اگر و می شود نامیده متناهی لانه ای جبر یک AlgN آن گاه باشد، متناهی مجموعه ای Nاگر .B(H)

در N بسته زیرفضای هر ازای به می شود. نامیده متناهی-بعد لانه ای جبر AlgN آن گاه باشد، متناهی-بعد

5Ringrose
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B(H) در همانی عملگر دهنده ی نشان Iو است N روی به متعامد تصویر عملگر دهنده ی نشان PN،H

است.

عضو N ∈ N\ {{٠} ,H} و باشد H هیلبرت فضای در غیربدیهی لانه ای N کنید فرض .٢ . ١ نکته

داریم: AlgN تعریف به توجه با صورت این در باشد. N روی متعامد تصویر PN و آن از غیربدیهی

(I − PN)(AlgN)PN = {٠} .

است: زیر صورت به AlgN جبر پیرس تجزیه بنابراین

AlgN = PN(AlgN)PN ⊕ PN(AlgN)(I − PN) ⊕ (I − PN)(AlgN)(I − PN).

همچنین است. باناخ فضاهای مستقیم جمع عنوان به جمع این و هستند بسته فوق زیرفضاهای از یک هر

هستند. AlgNاز بسته زیرجبرهای (I − PN)(AlgN)(I − PN) و PN(AlgN)PN

آن مطلب شدن کامل تر اماجهت است، شده شناخته لانه ای جبرهای پیرس تجزیه مورد در زیر نتیجه

می دهیم. ارائه آن برای مقدماتی برهانی ما که می آوریم برهان با همراه گزاره یک عنوان به را

آن از غیربدیهی عضوی N ∈ N و H هیلبرت فضای در غیربدیهی لانه ای N کنید فرض .٢ . ٢ گزاره
می دهیم قرار باشد.

M١ = PN (N) , M٢ = (I − PN) (N) .

صورت این در

هستند. N⊥ = (I − PN)(H) و N هیلبرت فضاهای روی لانه هایی ترتیب M٢به M١و آ.

داشت: خواهیم را زیر جبری یکریختی های ب.

AlgM ١ � PN(AlgN)PN , AlgM ٢ � (I − PN)(AlgN)(I − PN).

پ.

AlgN = AlgM١ ⊕ PN(AlgN)(I − PN) ⊕ AlgM٢.
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می شود نتیجه PN⊥ = I − PN اینکه Mو ٢ M١و تعریف به توجه با آ- اثبات.

M١ = {PN(L)|L ∈ N} , M٢ =
{
PN⊥(L)|L ∈ N}

و N در بسته زیرفضاهای ترتیب M٢به Mو ١ اعضای هستند، متعامد تصویرهای PN⊥ و PN چون

هستند. زنجیر M٢هم M١و که می شود مشاهده سادگی به است Nزنجیر اینکه به توجه با هستند. N⊥

،(L ∈ N)N ⊆ L اگر اینکه به توجه با M١باشد. اعضای از گردایه ای {PN(Li)}i∈I کنیم فرض

داریم بنابراین .Li ⊆ N،i ∈ I هر ازای به کرد فرض می توان ،PN (L) = N آن گاه

∧
i∈I

PN(Li) = ∧
i∈I

Li ⊆ N

لذا

∧
i∈I

PN(Li) = PN(∧
i∈I

Li) ∈ M١

و

∨
i∈I

PN(Li) = ∨
i∈I

Li ⊆ N

پس

∨
i∈I

PN(Li) = PN(∨
i∈I

Li) ∈ M١

N هیلبرت فضای در M١لانه ای نتیجه در .PN ({٠}) = {٠} ∈ M١ و PN(H) = N ∈ M١ همچنین

است.

،(L ∈ N) L ⊆ N اگر اینکه به توجه با M٢باشد. اعضای از گردایه ای {PN(Li)}i∈I کنیم فرض

به که نکته این به توجه با حال .N ⊆ Li ،i ∈ I هر ازای به کرد فرض می توان ،PN⊥ (L) = {٠} آن گاه
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می آید دست به N⊥ ∩ Li = PN⊥(Li) ،i ∈ I هر ازای

∧
i∈I

PN⊥(Li) = ∧
i∈I

(N⊥ ∩ Li)

= N⊥ ∩ (∧
i∈I

Li)

= PN⊥(∧
i∈I

Li) ∈ M٢

لذا و PN⊥

(∪
i∈I

Li

)
=

∪
i∈I

PN⊥ (Li) همچنین

PN⊥

span
∪

i∈I
Li

 = span
∪

i∈I
PN⊥ (Li)


داشت خواهیم PN⊥ کرانداری به توجه با طرفی از است). خطی مولد فضای span از (منظور

PN⊥

span
∪

i∈I
Li


 ⊆ PN⊥

span
∪

i∈I
Li




= span
∪

i∈I
PN⊥

(
Li

)
.PN⊥

(
∨
i∈I

Li

)
⊆ ∨

i∈I
PN⊥ (Li) اینکه یا

لذا است. بسته PN⊥

(
∨
i∈I

Li

)
که می شود نتیجه است متعامد تصویر PN چون دیگر طرف از

PN⊥

span
∪

i∈I
Li

 ⊆ PN⊥

span
∪

i∈I
Li




⇒ span
∪

i∈I
PN⊥(Li)

 ⊆ PN⊥

span
∪

i∈I
Li



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∨
i∈I

PN⊥ (Li) ⊆ PN⊥

(
∨
i∈I

Li

)
پس

∨
i∈I

PN⊥ (Li) = PN⊥

(
∨
i∈I

Li

)
∈ M٢.

فضای روی M٢لانه ای این رو از .PN⊥(H) = N⊥ ∈ M٢ و PN⊥(N) = {٠} ∈ M٢ که است واضح

است. N⊥ هیلبرت

می کنیم تعریف را زیر خطی نگاشت های ب-

θ : AlgM١ → PNAlgNPN; θ (T ) =

T ٠

٠ ٠


γ : AlgM٢ → PN⊥AlgNPN⊥; γ (S ) =

٠ ٠

٠ S

 .
که می دهیم نشان

(T ∈ AlgM١) θ (T ) ∈ AlgN

و

(S ∈ AlgM٢) γ (S ) ∈ AlgN

صورت به x ∈ L همچنین و L ∈ N که PN(L) ∈ M١ کنیم فرض هستند. خوش تعریف γ و θ لذا و

در .T (L) ⊆ L لذا و PN (L) = L آن گاه ،L ⊆ N اگر .n ∈ N و n⊥ ∈ N⊥ که است x = n + n⊥

داشت خواهیم این رو از و x = n صورت این

θ(T )(x) =

T ٠

٠ ٠


x

٠

 =
T (x)

٠

 ∈ L
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آن گاه ، N ⊆ Lاگر .θ (T ) (L) ⊆ L حالت این در پس

θ(T )(x) =

T ٠

٠ ٠


 n

n⊥

 =
T (n)

٠

 ∈ N ⊆ L

نتیجه در .T ∈ AlgM١ که θ (T ) ∈ AlgN پس .θ (T ) (L) ⊆ L هم حالت این در بنابراین

θ (T ) = PNθ (T ) PN ∈ PNAlgNPN

x = n + n⊥ که طوری به x ∈ L کنیم فرض همچنین .L ∈ N که PN⊥(L) ∈ M٢ کنیم فرض حال

و x = n ∈ N آن گاه ،L ⊆ N اگر صورت این در .
(
n⊥ ∈ N⊥, n ∈ N

)
γ(S )(x) =

٠ ٠

٠ S


x

٠

 =
٠٠

 ∈ L

.γ(S )(L) ⊆ L لذا

پس .S
(
PN⊥(L)

) ⊆ PN⊥(L) = L ∩ N⊥ ⊆ L آنگاه ،N ⊆ L اگر

γ(S )(x) =

٠ ٠

٠ S


 n

n⊥

 =
 ٠

S
(
n⊥

)
 =

 ٠

S
(
PN⊥ (x)

)
 ∈ L

نتیجه در و S ∈ AlgM ٢ آن در که γ (S ) ∈ AlgN لذا .γ(S )(L) ⊆ L این رو از

γ (S ) = PN⊥γ (S ) PN⊥ ∈ PN⊥AlgNPN⊥

هستند. خوش تعریف γ و θ بنابراین

هستند. هم جبری همریختی که هستند یک متری نگاشت های γ و θ که می شود بررسی سادگی به

PNT PN |N ∈ AlgM١ داریم PNT PN ∈ PNAlgNPN هر ازای به شود. بررسی بودن پوشا کافیست
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PN⊥S PN⊥ ∈ PN⊥AlgNPN⊥ هر ازای به مشابه صورت به و θ
(
PNT PN |N

)
= PNT PN لذا و

جبری یکریختی های لذا .PN⊥S PN⊥
∣∣∣
N⊥ ∈ AlgM ٢ که γ

(
PN⊥S PN⊥

∣∣∣
N⊥

)
= PN⊥S PN⊥ داریم

می آیند. دست به نظر مورد

اصلی نتایج . ٣

نیاز مورد اصلی نتیجه برای که داریم را زیر لم ابتدا می پردازیم. اصلی نتایج بیان به بخش این در

است.

می شود. تولید خودتوان هایش توسط B(H) صورت این در باشد. هیلبرت فضایی H کنید فرض .٣ . ١ لم

توسط [١] نتیجه بنابر که است B(H) � Mn آن گاه باشد، n متناهی بعد دارای H اگر اثبات.

عملگر هر [١١] بنابر صورت این در باشد نامتناهی بعد با H کنید فرض می شود. تولید خودتوان هایش

برابر B(H) هم حالت این در لذا نوشت، خودتوان عملگر پنج مجموع صورت به می توان را T ∈ B(H)

می شود. تولید جبر عنوان به خودتوان هایش توسط لذا و است خودتوان هایش خطی مولد

می پردازیم. مقاله این اصلی نتیجه بیان به حال

می شود. تولید خودتوان هایش توسط متناهی لانه ای جبر هر .٣ . ٢ قضیه

تعداد که باشد H هیلبرت فضای در متناهی لانه ای N = {{٠},N١, · · · ,Nk,H} کنیم فرض اثبات.

می کنیم. اثبات را قضیه Nغیربدیهی اعضای روی استقرای با است. k برابر N غیربدیهی اعضای

بر بنا که AlgN = B(H) حالت این در لذا و است بدیهی لانه N = {{٠},H} آن گاه ،k = ٠ اگر

درست قضیه k نامنفی صحیح عدد هر ازای به کنیم فرض می شود. تولید خودتوان هایش توسط ٣ . ١ لم

توسط AlgN لانه ای جبر ،H هیلبرت فضای هر روی غیربدیهی عضو k Nبا متناهی لانه هر یعنی باشد؛

صورت به غیربدیهی عضو k + ١ با لانه ای حال شود. تولید خودتوان هایش

N = {{٠},N١, · · · ,Nk+١,H}

صورت به را Aپیرس تجزیه ٢ . ١ توجه بنابر .P = PN و A = AlgNکنیم فرض می گیریم. نظر در را
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داشت خواهیم زیر

A = PAP ⊕ PA(I − P) ⊕ (I − P)A(I − P).

آن در که (I − P)A(I − P) � AlgM٢ و PAP � AlgM١ می آید دست به ٢ . ٢ گزاره به توجه با

M١و = {{٠},N١}

M٢ = PN١⊥(N) =
{
{٠}, PN١⊥ (N٢) , ..., PN١⊥ (Nk+١) ,N١

⊥
}

جبرهای استقرا فرض و (٣ . ١) لم بنابر است. N١
⊥ در متناهی M٢لانه ا ی و N١ در بدیهی M١لانه ی که

توسط A می دهیم نشان حال می شوند. تولید خودتوان ها توسط AlgM٢ و AlgM١ = B(N١) لانه ای

تولید زیرجبر R شده اشاره مقدمه در که همانطور آن در (که A = R یعنی می شود؛ تولید خودتوان هایش

داریم: T ∈ A هر ازای به است) A خودتوان های توسط شده

(P + PT (I − P))٢ = P + PT (I − P)

نتیجه است، P شامل R زیرجبر چون است. R به متعلق و است خودتوان P + PT (I − P) این رو از

که می شود

PT (I − P) = (P + PT (I − P)) − P ∈ R

لذا .T ∈ A هر ازای به

PA(I − P) ⊆ R

گزاره و ٢ . ١ تذکر (بنابر AlgM٢ � (I − P)A(I − P) و AlgM١ � PAP دیگر طرف از حال

در خودتوان ها توسط شده تولید زیرجبرهای ترتیب به R′′ و R′ اگر هستند. A از زیرجبرهایی (٢ . ٢

و PAP اینکه واقع در و زیرجبرها این تعریف به توجه با آن گاه  باشند، (I − P)A(I − P) و PAP

قبل بحث به توجه با اما .R′,R′′ ⊆ R که می شود دیده هستند، A زیرجبرهای (I − P)A(I − P)

R′ = PAP, R′′ = (I − P)A(I − P)
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لذا

A = PAP ⊕ PA(I − P) ⊕ (I − P)A(I − P) ⊆ R.

است. کامل برهان و می شود تولید خودتوان هایش توسط A یعنی R = Aپس

n١ + n٢ + ...+ که باشد بلوکی بالامثلثی ماتریس های جبر T = T (n١, ..., nk) ⊆ Mn کنید فرض

و nk = n

T =



A١١ A١٢ · · · A١k

٠ A٢٢ · · · A٢k
...

...
. . .

...

٠ ٠ · · · Akk


هر ازای به اگر و T = Mn داریم k = ١ که صورتی در است. ni × n j ماتریسی Ai j هر آن در که

.T = Tn آنگاه ،ni = ١ باشیم داشته ١ ≤ i ≤ k

است بعد متناهی لانه ای جبرهای با جبری یکریخت بلوکی مثلثی بالا ماتریس های جبر داریم توجه

زمینه این در بیشتر مطالعات همچنین و مطالب این دیدن (برای است متناهی لانه ای جبری واقع در که

داریم. را زیر نتیجه ٣ . ٢ قضیه و مطلب این به توجه با کند). مراجعه [۵] به می تواند خواننده

می شود. تولید خودتوان هایش توسط بلوکی بالامثلثی جبر هر .٣ . ٣ نتیجه

است. Mn جبر برای [۴] نتیجه از تعمیمی نتیجه این واقع در

صفر حاصل ضرب با جبر خودتوان هایش توسط شده تولید جبر هر که است کرده اثبات [٣] در بریسار

به نتیجه این که می آید دست به زیر نتیجه ،٣ . ٢ قضیه و مطلب این به توجه با حال است. شده معین

دست به آن برای ساده تر برهانی اینجا در و است شده اثبات متفاوت روشی با [٨] در اصلی قضیه عنوان

است. آمده

است. شده معین صفر حاصل ضرب با مختلط هیلبرت فضایی روی متناهی لانه ای جبر هر .۴ . ٣ نتیجه

می پردازیم متناهی لانه ای جبرهای روی دوخطی نگاشت های از نوعی ساختار بررسی به زیر گزاره در

جردن همریختی (مانند جردن نگاشت های ساختار تعیین برای می توان را خطی دو نگاشت های این که
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از اطلاع برای برد. کار به ab = ba = ٠ صورت به حاصل ضرب های در شده تعیین جردن) مشتق یا

می شود. داده ارجاع آن ها شده ذکر منابع و [٩ ،٢] به مسائل نوع این

فضایی X همچنین باشد H هیلبرت فضای روی متناهی لانه ای جبر AlgN کنید فرض .۵ . ٣ گزاره
می کند. صدق زیر شرط در که باشد دوخطی نگاشتی ϕ : AlgN × AlgN → X و دلخواه برداری

TS = S T = ٠⇒ ϕ (T, S ) = ٠ (T, S ∈ AlgN)

آن گاه

ϕ (T, S ) + ϕ (S ,T ) = ϕ (TS , I) + ϕ(I, S T )

و

ϕ ([T, S ] , I) = ϕ (I, [T, S ])

.[T, S ] = TS − S T آن در که T, S ∈ AlgN هر ازای به

دو نگاشت صورت این در .S T = ٠ که قسمی به باشند دلخواه T, S ∈ AlgN کنیم فرض اثبات.

خطی

ψ : AlgN × AlgN → X

هرگاه ψ (X,Y) = ٠ که می شود دیده سادگی به می کنیم. تعریف ψ (X,Y) = ϕ (T X,YS ) ضابطه با را

هر ازای به ،٣ . ٢ قضیه از است شده معین صفر حاصل ضرب با جبر AlgN چون حال .XY = ٠

که می شود نتیجه X,Y ∈ AlgN

ψ (X,Y) = ψ (XY, I) .

داشت خواهیم S T = ٠ که X,Y ∈ AlgN هر ازای به پس

ϕ (T X,YS ) = ϕ (T XY, S ) .
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φ : AlgN × AlgN → X دوخطی نگاشت و می گیریم ثابت را X,Y ∈ AlgN دلخواه اعضای حال

ضابطه با را

φ (S ,T ) = ϕ (T X,YS ) − ϕ (T XY, S )

هر ازای به بنابراین .S T = ٠ هرگاه φ (S ,T ) = ٠ که می بینیم بالایی نتیجه بنابر می کنیم. تعریف

می آید به دست X,Y,T, S ∈ AlgN هر ازای به لذا .φ (S ,T ) = φ (S T, I) داریم T, S ∈ AlgN

ϕ (T X,YS ) − ϕ (T XY, S ) = ϕ (X,YS T ) − ϕ (XY, S T ) .

داریم T,Y ∈ AlgN هر ازای به صورت این در ،X = S = I می دهیم قرار

ϕ (T,Y) + ϕ (Y,T ) = ϕ (I,YT ) + ϕ (TY, I)

داشت خواهیم X,Y ∈ AlgN هر ازای به حال

ϕ (X,Y) + ϕ (Y, X) = ϕ (XY, I) + ϕ (I,YX)

و

ϕ (Y, X) + ϕ (X,Y) = ϕ (YX, I) + ϕ (I, XY) .

می شود نتیجه X,Y ∈ AlgN هر ازای به روابط این مقایسه با

ϕ ([X,Y] , I) = ϕ (I, [X,Y]) .

واضح است، بعد متناهی لانه ای جبر یک مختلط بلوکی بالامثلثی ماتریسی جبر هر اینکه به توجه با

است. برقرار نیز جبرها این مورد در ۵ . ٣ گزاره و ۴ . ٣ نتیجه که است
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