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کراندار نمایش های . ١

توسط شده تولید ∗C-جبر .A = C∗(S ) به طوری که S ⊆ A و باشد ∗C-جبر یک A کنیم فرض

هستند. S ∗ و S از چندجمله ای هایی حد که است عملگرهایی همه شامل می دهیم نشان C∗(S ) با که S

است. جابجایی C∗(S ) آن گاه باشد، نرمال S اگر که است این نرمال عملگرهای اهمیت دلایل از یکی

عملگرهای مجموعه ی و B(H) با را H هیلبرت فضای روی کراندار و خطی عملگرهای مجموعه ی

برای را Mn خلاصه طور به یا Mn(C) نماد می دهیم. نشان B٠(H) با Hرا هیلبرت فضای روی فشرده

هرگاه گوییم z ماتریس یکانی هم ارز را x ماتریس می بریم. به کار مختلط درایه های با n× n ماتریس های

را x با یکانی هم ارز ماتریس های تمام مجموعه ی .x = u∗zu به طوری که باشد موجود u یکانی ماتریس

داد. خواهیم نشان O(x) با را آن مقاله این در و می نامیم x یکانی مدار

عملگر هرگاه گوییم مثبت کاملا را ϕ : Mn → Mn خطی عملگر

ϕn = ϕ ⊗ ١ : Mn ⊗ Mn → Mn ⊗ Mn

ماتریس های مجموعه Mn⊗Mn از منظور باشد. طول پا ϕn هرگاه گوییم طول پا کاملا آن را و باشد مثبت

∗C-جبر از (π,H) نمایش یک باشد. n × n ماتریس های شامل آن ها درایه های که است n × n بلوکی

بسته زیرفضاهای تنها هرگاه است تحویل ناپذیر نمایش این است. π : A → B(H) ∗-هم ریختی ،A
π تحویل ناپذیر نمایش باشند. H و {٠} بدیهی زیرفضاهای π(A) عملگرهای همه تحت H پایای و

به یکتا مثبت کاملا خطی توسیع یک دارای π|S هرگاه می شود نامیده S برای کراندار نمایش ،A برای

تمام هسته ی اشتراک هرگاه است کراندار نمایش های دارای کافی اندازه به S مجموعه ی زیر باشد. A
،٠ , x ∈ S هر برای دیگر، عبارت به باشد. A در صفر بدیهی ایده آل ،S برای کراندار نمایش های

.πx(x) , ٠ به طوری که باشد داشته وجود S برای πx کراندار نمایش

نشان n(x) با و گوییم x عملگر مرتبه ی را n مثبت صحیح عدد کوچک ترین .x ∈ B(H) کنیم فرض

کراندار نمایش های دارای کافی اندازه به S = {١, x, x٢, · · · , xn} مجموعه ی که صورتی در داد خواهیم

در باشند. ck , ٠ با n×n مختلط ماتریس های از متناهی دنباله ای ck و · · · ،c١ ،c٠ کنیم فرض باشد.

عملگری x اگر می کند. تعریف k درجه ی از Mn-مقدار چندجمله ای یک p(z) =
∑k

i=٠ cizi صورت این
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صورت به که است Cn ⊗H هیلبرت فضای روی عملگری p(x) آن گاه باشد، H هیلبرت فضای روی

p(x) =
k∑

i=٠
ci ⊗ xi

در .[۴] می گیریم یکسان Cn روی عملگرها با را n × n ماتریس های بدیهی روش به می شود. تعریف

با، است برابر a عملگر nام ماتریسی حوزه ی برد ،A یک دار ∗C-جبر

Wn(a) := {ϕ(a)| ϕ : C∗(a) −→ Mn است، یکانی مثبت کاملا خطی نگاشت ϕ}.

می شود. نامیده a ماتریسی حوزه ی برد {W١(a),W٢(a), · · · } دنباله ی

می نامیم. تصویر باشد، خودتوان و خودالحاق که را p ∈ B(H) عملگر .١ . ١ تعریف

و نشود جابه جا نابدیهی تصویر هیچ با a هرگاه گوییم تحویل ناپذیر را a ∈ B(H) عملگر .١ . ٢ تعریف
را S ⊆ B(H) مجموعه نباشد. a تحت پایا نابدیهی، بسته ی و خطی زیرفضای هیچ معادل، طور به یا

باشند. تحویل ناپذیر S اعضای تمام هرگاه گوییم تحویل ناپذیر

به طوری که باشند K Hو هیلبرت فضاهای روی تحویل ناپذیر عملگرهای z و x کنیم فرض .١ . ٣ قضیه
p مقدار ماتریس چندجمله ای هر برای اگر برابرند. و شده تعریف n(z) و n(x) و B٠(H) شامل C∗(x)

یکانی اند. ارز هم z و x آن گاه ،||p(x)|| = ||p(z)|| باشیم داشته deg(p) ≤ n(x) که

٢ . ٣ . ٢ . قضیه ،[١] اثبات.

را A ∗C-جبر ،A ناپذیر تحویل نمایش هر هرگاه گوییم CCR جبر را A ∗C-جبر [۶] .۴ . ١ تعریف
آل ایده هیچ دارای A هرگاه گوییم NGCR جبر را A ∗C-جبر بنگارد. پیوسته کاملا عملگرهای بتوی

نباشد. ناصفری

C∗(z) و C∗(x) که طوری به باشند یک مرتبه ی از تحویل ناپذیر عملگرهای z و x کنیم فرض .۵ . ١ قضیه
ارز هم z و x صورت این در باشند. ناصفر فشرده ی عملگرهای شامل دو هر یعنی، نباشند؛ NGCR جبر

باشند. داشته یکسان ماتریسی حوزه ی اگر تنها و اگر یکانی اند

٢ . ۴ . ٣ . قضیه ،[١] اثبات.
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فضای روی عملگرها از تحویل ناپذیر مجموعه یک S کنیم فرض آروسون) کرانداری (قضیه ی .۶ . ١ قضیه
همانی نمایش صورت این در باشد. B٠(H) شامل C∗(S ) و ١ ∈ S که طوری به باشد H هیلبرت

روی q : B(H) −→ B(H)
B٠(H) قسمت خارج نگاشت اگر تنها و اگر است S برای کراندار نمایش C∗(S )

نباشد. طول پا کاملا S
∪

S ∗ توسط شده تولید خطی فضای زیر

١ . ١ . ٢ . قضیه ،[١] اثبات.

تحویل ناپذیر ماتریس یکانی مدار نرمی مدل . ٢

چندجمله ای های نرم حسب بر تحویل ناپذیر ماتریس های یکانی مدار برای نرمی مدل یک بخش این در

ذکر را بحث این به ورود برای مقدماتی تعاریف برخی ابتدا می آوریم. به دست مقدار ماتریس و خطی

می کنیم.

باشد. متناهی بعد دارای a برد هرگاه است متناهی رتبه Hبا هیلبرت فضای روی a عملگر .٢ . ١ تعریف
نماد با H = K اگر و B٠٠(H ,K) نماد با را K به توی H از متناهی رتبه با عملگرهای مجموعه ی

می دهیم. نشان B٠٠(H)

ناصفر فشرده ی عملگر یک شامل که باشد B(H) از تحویل ناپذیر جبر ∗C-زیر یک B اگر .٢ . ٢ قضیه
است. B٠(H) شامل B آن گاه است،

١ . ۴ . ٢ . قضیه ی ،[٢] اثبات.

صورت این در باشد. ناصفر و تحویل ناپذیر فشرده، عملگر x ∈ B(H) کنیم فرض .٢ . ٣ قضیه
است. B٠(H) شامل C∗(x) (١)

است. یک مرتبه ی از x (٢)

و عملگرهاست از تحویل ناپذیر ∗C-جبر یک ،C∗(x) لذا است تحویل ناپذیر عملگر x چون (١) اثبات.

است. B٠(H) شامل C∗(x) ،٢ . ٢ قضیه ی به بنا است فشرده x چون

قسمت خارج نگاشت یعنی، x||؛ − ١
٢ x|| < ||x|| و است فشرده عملگر ١

٢ x (٢)

q : B(H) −→ B(H)
B٠(H)
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،(١) قسمت به بنا همچنین نیست. طول پا کاملا {١, x, x∗} توسط شده تولید خطی فضای زیر روی

است. همانی عملگر شامل که عملگرهاست از تحویل ناپذیری مجموعه ی و است B٠(H) شامل C∗(x)

است. {١, x} مجموعه ی برای کراندار نمایش یک همانی نمایش آروسون، کرانداری قضیه ی به بنا پس

بود. خواهد یک برابر ،x عملگر مرتبه ی نتیجه در

توسط شده تولید ∗C-جبر و است یک مرتبه ی از x آن گاه باشد، تحویل ناپذیر x ∈ Mn اگر .۴ . ٢ قضیه
است. برابر Mn با x

به بنا است تحویل ناپذیر چون و است فشرده Cn روی کراندار خطی عملگر عنوان به x ماتریس اثبات.

داریم، ،٢ . ٣ قضیه ی از (١) قسمت به بنا اکنون است. یک مرتبه ی از x ،٢ . ٣ قضیه ی از (٢) قسمت

Mn(C) ⊇ C∗(x) ⊇ B٠(Cn) = Mn(C).

مثبت صحیح عدد n اگر باشند. B و A یک دار ∗C-جبرهای از عناصری z و x کنیم فرض .۵ . ٢ قضیه
داریم: b,m ∈ Mn هر برای آن گاه باشد،

Wn(x) = Wn(z)⇐⇒ W١)١ ⊗ m + x ⊗ b) = W١)١ ⊗ m + z ⊗ b).

۴ . ٣ . قضیه ی ،[۵] اثبات.

هر تحت K مجموعه هرگاه گوییم ∗C-محدب را A یک دار ∗C-جبر از K مجموعه زیر .۶ . ٢ تعریف
باشد. بسته

∑
t∗i ti = ١ و ti ∈ A ،xi ∈ K که

∑
t∗i xiti شکل به متناهی مجموع

∗C-محدب پوش است. ∗C-محدب مجموعه یک a عملگر nام ماتریسی حوزه برد مثال، عنوان به

می شود. داده نشان C∗ − convK با و [٣] است K شامل ∗C-محدب مجموعه کوچکترین K مجموعه

آن گاه ،x ∈ K اگر همچنین

C∗ − conv{x} =
{∑

t∗i xti :
∑

t∗i ti = ١, ti ∈ A
}
.
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معادلند: زیر جملات x, z ∈ Mn برای .٢ . ٧ قضیه
.C∗ − conv{x} ⊆ C∗ − conv{z} (١)

.W١)١ ⊗ m + x ⊗ b) ⊆ W١)١ ⊗ m + z ⊗ b) ،b,m ∈ Mn برای (٢)

.||١ ⊗ m + x ⊗ b|| ≤ ||١ ⊗ m + z ⊗ b|| ،b,m ∈ Mn برای (٣)

٢ . ٢ . قضیه ی ،[٣] اثبات.

ارز هم برای کافی شرط باشند، تحویل ناپذیری ماتریس های x, z ∈ Mn اگر ،١ . ٣ قضیه ی به بنا

باشیم، داشته یک درجه ی از p مقدار ماتریس چندجمله ای هر برای که است این آن ها بودن یکانی

است. شده حذف فرض از z تحویل ناپذیری زیر، قضیه ی در .||p(x)|| = ||p(z)||

تساوی در b,m ∈ Mn هر برای z ∈ Mn اگر باشد. تحویل ناپذیر x ∈ Mn کنیم فرض .٢ . ٨ قضیه

||١ ⊗ m + x ⊗ b|| = ||١ ⊗ m + z ⊗ b||

است. x با یکانی ارز هم علاوه به و است تحویل ناپذیر z آن گاه کند، صدق

٢ . ١ . قضیه ی ،[٣] اثبات.

ماتریس های تمام میان در را تحویل ناپذیر ماتریس یک یکانی مدار و می کنیم بیان را اصلی نتیجه ی حال

می نماییم. مشخص Mn ⊗ Mn جبر در مقدار ماتریس و خطی چندجمله ای های نرم حسب بر ،n × n

صورت این در باشد. تحویل ناپذیر ماتریس یک x ∈ Mn کنیم فرض .٢ . ٩ قضیه

O(x) =
{
z ∈ Mn : ||١ ⊗ m + x ⊗ b|| = ||١ ⊗ m + z ⊗ b||, m, b ∈ Mn

}
.

تساوی در b,m ∈ Mn هر برای z ∈ Mn کنیم فرض اثبات.

||١ ⊗ m + x ⊗ b|| = ||١ ⊗ m + z ⊗ b||

خواهد x با یکانی ارز هم z ماتریس یعنی ،z ∈ O(x) ،٢ . ٨ قضیه ی به بنا صورت این در کند. صدق

نتیجه در است تحویل ناپذیر ماتریس یک x چون حال .z ∈ O(x) کنیم فرض عکس شمول برای بود.
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قضیه ی به بنا نتیجه در تحویل ناپذیرند z و x ماتریس های چون بود. خواهد تحویل ناپذیر نیز z ماتریس

چون طرفی از است. Mn با برابر کدام هر توسط شده تولید ∗C-جبر و است یک دو هر مرتبه ی ،۴ . ٢

به بنا نتیجه در بود. خواهد برابر دو هر ماتریسی حوزه ی ،۵ . ١ قضیه ی به بنا هستند یکانی هم ارز z و x

داشت: خواهیم b,m ∈ Mn هر برای ،۵ . ٢ قضیه ی

W١)١ ⊗ m + x ⊗ b) = W١)١ ⊗ m + z ⊗ b).

یعنی، می شود؛ حاصل نظر مورد نتیجه ی ،٢ . ٧ قضیه ی از استفاده با حال

||١ ⊗ m + x ⊗ b|| = ||١ ⊗ m + z ⊗ b||.

می پردازیم. ٢ . ٩ قضیه اهمیت به ادامه در

.z < O(x) آن گاه ،||x|| , ||z|| اگر باشند. تحویل ناپذیر ماتریس های x, z ∈ Mn کنیم فرض .٢ . ١٠ نتیجه

با ماتریسی b و صفر ماتریس m که طوری به باشند n بعد با ماتریس هایی b و m کنیم فرض اثبات.

داریم، صورت این در باشد. صفر درایه ها بقیه و یک برابر (١, ١) درایه

||١ ⊗ m + x ⊗ b|| = ||x||,

||١ ⊗ m + z ⊗ b|| = ||z||.

قضیه طبق بنابراین .||١ ⊗ m + x ⊗ b|| , ||١ ⊗ m + z ⊗ b|| نتیجه در ||x|| , ||z|| چون فرض به بنا

.z < O(x) داشت، خواهیم ٢ . ٩

مدار در ناپذیر تحویل ماتریس یک چگونه دهیم تشخیص که می دهد را امکان این ما به نتیجه این

ندارد. قرار دیگر ناپذیر تحویل ماتریس یکانی

زیرا ندارد، قرار x =
( ١ −١

−١ ١

)
ماتریس یکانی مدار در z =

( ٠ ١

٠ ٠

)
ماتریس .٢ . ١١ مثال
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مقایسه ماتریس ها این یک نرم این جا در که است توضیح به لازم .||x|| = ٢ که حالی در ||z|| = ١

مجموعه روی که نرم ها سایر ستون ها. درایه های قدرمطلق مجموع ماکزیمم با است برابر که است شده

مجموع ماکزیمم با است برابر که بی نهایت نرم مانند شود استفاده می تواند هم شده تعریف ماتریس ها

تمام قدرمطلق مربعات مجموع دوم ریشه با است برابر که فروبنیوس نرم یا و سطرها درایه های قدرمطلق

رسید خواهیم خطی غیر معادله دستگاه یک به شود بررسی یکانی مدار تعریف با اگر مثال همین درایه ها.

بود. نخواهد ساده آن بررسی که

آن حل لذا و می شود افزوده خطی غیر معادلات تعداد بر ماتریس ها ابعاد افزایش با است ذکر شایان

است. ساده ماتریس ها نرم محاسبه که حالی در شد، خواهد پیچیده تر نیز

در است. عملگر آن ∗C-محدب پوش مجموعه زیر تعریف، طبق عملگر یک یکانی مدار می دانیم

دو آن یکانی مدار تساوی با ناپذیر تحویل عملگر دو ∗C-محدب پوش تساوی می دهیم نشان زیر نتیجه

تساوی است کافی ناپذیر تحویل عملگر دو ∗C-محدب پوش تساوی بررسی برای بنابراین است. معادل

دهیم. قرار بررسی مورد را آن ها یکانی مدار کوچکتر مجموعه های زیر

زیر جملات صورت این در باشند. تحویل ناپذیر ماتریس های x, z ∈ Mn کنیم فرض .٢ . ١٢ نتیجه
معادل اند:

.C∗ − conv{x} = C∗ − conv{z} (١)

.O(x) = O(z) (٢)

داریم، m, b ∈ Mn برای و ٢ . ٧ قضیه به بنا صورت این در باشد. برقرار (١) کنیم فرض اثبات.

||١ ⊗ m + x ⊗ b|| = ||١ ⊗ m + z ⊗ b||. (٢ . ١)

داریم، ٢ . ٩ قضیه به بنا صورت این در .y ∈ O(x) کنیم فرض

||١ ⊗ m + x ⊗ b|| = ||١ ⊗ m + y ⊗ b||. (٢ . ٢)



۶٩۶٩ - ۶١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها نیکوفر/

می گیریم، نتیجه (٢ . ٢) و (٢ . ١) از

||١ ⊗ m + z ⊗ b|| = ||١ ⊗ m + y ⊗ b||. (٢ . ٣)

مشابه طریق به ،y ∈ O(z) اگر برعکس، .y ∈ O(z) داشت، خواهیم ٢ . ٩ قضیه به بنا و (٢ . ٣) از حال

است. درست (٢) بنابراین و y ∈ O(x) داریم،

برای و ٢ . ٩ قضیه به بنا پس z ∈ O(z) = O(x) چون صورت این در باشد. برقرار (٢) کنیم فرض

داریم، m, b ∈ Mn

||١ ⊗ m + x ⊗ b|| = ||١ ⊗ m + z ⊗ b||. (۴ . ٢)

می شود. حاصل نیز (١) تساوی ٢ . ٧ قضیه از استفاده با نتیجه در
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