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چکیده
نامیده سطری تصادفی ماتریس یک A نامنفی و حقیقی ماتریس

باشد. یک با برابر آن سطر هر های درایه مجموع گاه هر شود، می

گوییم باشند. Rn برداری فضای در بردار دو y و x کنید فرض

،x ≺rl y نویسیم می و است x بردار راست-چپ مهتر y بردار

وجود B و A مانند سطری تصادفی و مربعی ماتریس دو هرگاه

خطی تبدیل گوییم .xt = Byt و x = yA بطوریکه باشد داشته

نتیجه xRy هرگاه است R رابطه خطی نگهدارنده T : Rn −→ Rn

راست-چپ های مهتری خواص مقاله این در .T (x)RT (y) دهد

های نگهدارنده همه و ایم نموده بررسی را Rn فضای روی ماتریسی

را بعدی n بردارهای فضای روی ≺rl راست-چپ مهتر رابطه خطی

نگهدارنده n ≤ ٣ برای که ایم داده نشان حقیقت در ایم. کرده مشخص

های نگهدارنده و ≺rl ماتریسی راست-چپ مهتر رابطه خطی های

برای ولی باشند می یکسان ≺m ماتریسی چندگانه مهتر رابطه خطی

نیست. چنین n ≥ ۴
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مقدمه . ١

همه مجموعه Mn و باشد ستون m و سطر n حقیقی های ماتریس همه مجموعه Mn,m کنید فرض

مولفه n با (عمودی) افقی بردارهای (Rn) Rn کنید فرض ستون. n و سطر n با مربعی ماتریسهای

های درایه همه که است (برداری) ماتریسی A = [ai j] نامنفی) بردار (یک نامنفی ماتریس یک باشد.

ماتریس ترانهاده .A − B ≥ ٠ هرگاه A ≥ B نویسیم می و (A ≥ ٠ نویسیم (می باشند نامنفی آن
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یکه بردار -مین j .|A| = [|ai j|] با است برابر |A| ماتریس و دهیم می نشان At نماد با را A = [ai j]

باشند. می یک با برابر آن های مولفه همه که است برداری e ∈ Rn بردار و دهیم می نشان e j نماد با را

جایگشت مربعی های ماتریس مجموعه و {١, ٢, ..., n} های مجموعه برای بترتیب را Pn و Nn نمادهای

،tr+(x) = tr+(y) =
∑

xi≥٠ xi کنیم می تعریف x = yt = (x١, ..., xn) ∈ Rn برای بریم. می کار به

.tr(x) = tr(y) = tr+(x) + tr−(x) و tr−(x) = tr−(y) =
∑

xi<٠ xi

مرتب نزولی بصورت که باشد x های مولفه از آمده بدست بردار x↓ = y↓t = (x↓١, ..., x
↓
n) کنید فرض

یعنی: اند، شده

x↓١ ≥ x↓٢ ≥ ... ≥ x↓n.

می و است چندگانه مهتر x به نسبت y بردار گوییم اند، شده داده x, y ∈ Rn(Rn) بردار دو کنید فرض

اگر ،x ≺m y نویسیم

k∑
i=١

x↓i ≤
k∑

i=١
y↓i و

n∑
i=١

x↓i =
n∑

i=١
y↓i , (١ . ١)

است. x مهتر y گوییم نباشد ابهامی گاه هر ،(١ ≤ k ≤ n)k همه برای

هر های درایه مجموع و R ≥ ٠ هرگاه شود می نامیده سطری تصادفی ماتریس یک R ∈Mn ماتریس

راست(متناسبا مهتر y بردار گوییم ،(Rn (متناسبا x, y ∈ Rn بردارهای برای باشد. یک با برابر آن سطر

مربعی ماتریس باشد داشته وجود اگر ((x ≺l y (متناسبا x ≺r y نویسیم (می است x چپ) مهتر

.(x = Ry (متناسبا x = yR که R سطری تصادفی

معادلند: زیر شرایط آنگاه ،x, y ∈ Rn اگر [١٠] .١ . ١ گزاره

x ≺r y . ١

.tr(x) = tr(y) و ∥x∥١ ≤ ∥y∥١ . ٢

معادلند: زیر شرایط آنگاه ،x, y ∈ Rn اگر [١٠] .١ . ٢ نتیجه

x ∼r y . ١
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.tr(x) = tr(y) و ∥x∥١ = ∥y∥١ . ٢

که ،R(X) ⊆ R(Y) اگر وتنها اگر X ≺l Y صورت دراین ،X,Y ∈ Mn,m کنید فرض [١١] .١ . ٣ گزاره
آنها. محدب غلاف co(R(A)) و است A مجزای سطرهای همه مجموعه R(A) آن در

اگر وتنها اگر x ≺l y آنگاه ،x, y ∈ Rn اگر .۴ . ١ نتیجه

min١≤i≤nyi ≤ min١≤i≤nxi ≤ max
١≤i≤n

xi ≤ max
١≤i≤n

yi.

معادلند: زیر شرایط آنگاه ،x, y ∈ Rn اگر .۵ . ١ نتیجه

x ∼l y . ١

.max١≤i≤n xi = max١≤i≤n yi و min١≤i≤n xi = min١≤i≤n yi . ٢

.x همه برای Ax ≺m x اگر تنها و اگر است دوگانه تصادفی A ماتریس [٨] .۶ . ١ قضیه

معادلند: زیر شرایط آنگاه .x, y ∈ Rn(Rn) اگر [٨] .١ . ٧ قضیه

x ≺m y . ١

.(x = yD) x = Dy بطوریکه D دوگانه تصادفی n × n ماتریس یک باشد داشته وجود . ٢

اگر است ≺m نگهدارنده T آنگاه باشد. خطی تبدیل یک T : Rn −→ Rn کنید فرض [٢] .١ . ٨ قضیه
باشد: برقرار زیر شرایط از یکی اگر تنها و

،x ∈ Rn همه برای ،T (x) = tr(x)a که باشد موجود a ∈ Rn بردار . ١

بطوریکه باشند، موجود r, s حقیقی اعداد و P ∈ Pn جایگشت ماتریس . ٢

T (x) = rP(x) + sJ(x)

.x ∈ Rn همه برای
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اصلی نتایج . ٢

یکسان n ≤ ٣ برای چندگانه مهتر رابطه و راست-چپ مهتر رابطه که دهیم می نشان بخش این در

فضای روی ≺rl مهتر رابطه خطی های نگهدارنده همه همچنین و نیست چنین n ≥ ۴ برای ولی باشند می

ایم. کرده مشخص را بعدی n بردارهای

نویسیم (می است x به نسبت راست-چپ مهتر y که گوییم .x, y ∈ Rn کنید فرض .٢ . ١ تعریف
.xt ≺l yt و x ≺r y اگر (x ≺rl y

.x ≺rl y آنگاه x ≺m y و x, y ∈ Rn کنید فرض .٢ . ٢ لم

،x = Dy که D دوگانه تصادفی ماتریس یک دارد وجود لذا ،x ≺m y و x, y ∈ Rn کنید فرض اثبات.

.x ≺rl y بنابراین .xt ≺r yt و xt = ytDt همچنین ،x ≺l y پس

نیست. درست لزوما (٢ . ٢) لم بالعکس که دهد می نشان (٢ . ٣) مثال

.x ⊀ y ولی x ≺rl y آنگاه .y = (١, ٢, ٢, ۵) و x = (١, ١, ۴, ۴) کنید فرض .٢ . ٣ مثال

.x ≺m y اگر وتنها اگر x ≺rl y آنگاه .n ≤ ٣ و x, y ∈ Rn کنید فرض .۴ . ٢ گزاره

است. واضح (٢ . ٢) لم از استفاده با =⇒: اثبات.

.x ≺rl y و n ≤ ٣ ،x, y ∈ Rn کنید :=⇐فرض

است، بدیهی اثبات n،آنگاه = ١ اگر •

گزاره به بنا a ≺l b چون آنگاه ،a ≺rl b و b = (b١, b٢) ،a = (a١, a٢) اگر .n = ٢ کنید فرض •

.a ≺m b پس tr(a) = tr(b) همچنین a ≺r b چون و ،a↓١ ≤ b↓١ داریم (١٫٣)

،a ≺l b چون آنگاه ،a ≺rl b و b = (b١, b٢, b٣) ،a = (a١, a٢, a٣) اگر .n = ٣ کنید فرض •

دهد می نتیجه (١٫١) گزاره ،a ≺r b اینکه از .a↓١ ≤ b↓١ و a↓٣ ≥ b↓٣ که دهد می نتیجه (١٫٣) گزاره

که

a↓١ + a↓٢ + a↓٣ = b↓١ + b↓٢ + b↓٣
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طرفی از

a↓١ + a↓٢ + a↓٣ = b↓١ + b↓٢ + b↓٣

≤ b↓١ + b↓٢ + a↓٣

پس

a↓١ + a↓٢ ≤ b↓١ + b↓٢

.a ≺m b لذا

آنگاه .x ∼rl y و n = ۴ کنید فرض .۵ . ٢ گزاره

،x↓٢ ≤ y↓٢ اگر وتنها اگر x ≺m y . ١

.y ≺m x یا x ≺m y . ٢

اگر اکنون .x↓۴ = y↓۴ و x↓١ = y↓١ ،(١٫٣) گزاره به بنا پس ،x ∼rl y کنید فرض . ١ اثبات.

جون .x↓٢ ≤ y↓٢ کنید فرض بالعکس .x↓٢ ≤ y↓٢ لذا و x↓١ + x↓٢ ≤ y↓١ + y↓٢ آنگاه x ≺m y

که دهد می نتیجه x↓۴ = y↓۴ و tr(x) = tr(y) طرفی از .x↓١ + x↓٢ ≤ y↓١ + y↓٢ لذا x↓١ = y↓١
.x ≺m y بنابراین .x↓١ + x↓٢ + x↓٣ = y↓١ + y↓٢ + y↓٣

.y ≺m x صورت این غیر در و x ≺m y آنگاه x↓٢ ≤ y↓٢ اگر الف قسمت طبق . ٢

که دارد وجود a ∈ Rn بردار صورت این در .a ∈ Rn کنید فرض .۶ . ٢ قضیه

{x ∈ Rn : x ≺rl a} = {x ∈ Rn : x ≺m a}. (٢ . ١)
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اثبات a = a انتخاب با (٢٫۴) قضیه بر بنا n ≤ ٣ اگر .a = (a١, ..., an) ∈ Rn کنید فرض اثبات.

کنیم می فرض مساله کلیت دادن دست از بدون .n ≥ ۴ کنیم می فرض برهان ادامه در است. کامل

یعنی است شده مرتب نزولی بصورت a بردار های مولفه

a١ ≥ a٢ ≥ . . . ≥ an.

کنیم. می کامل حالت سه در را اثبات

تمام اثبات a = a انتخاب با صورت این در a١ = an اگر .an ≥ ٠ کنیم فرض ابتدا اول: حالت •

r مانند حقیقی عدد و m مانند طبیعی عدد تقسیم الگوریتم به بنا ،a١ > an که صورتی در است.

و ٠ ≤ r < a١ − an ،١ ≤ m < n که دارد وجود

n∑
i=١

(ai − an) = m(a١ − an) + r. (٢ . ٢)

کنیم می تعریف زیر بصورت را a بردار

a := (a١, a١, ..., a١︸        ︷︷        ︸
m

, an + r, an, an, ..., an︸        ︷︷        ︸
n−m−١

) (٢ . ٣)

.a ∼rl b :١ ادعا

صورت این در .a = (b١, ..., bn) کنیم فرض :١ ادعا اثبات

max
١≤i≤n
{bi} = max

١≤i≤n
{ai} = an و min

١≤i≤n
{bi} = max

١≤i≤n
{ai} = a١.

داریم براحتی (١٫١) رابطه از طرفی از .a ∼l a داریم (١٫٣) گزاره بنابر لذا

a − ane ≺m (a١ − an)
m∑

i=١
ei + rem+١
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بطوریکه دارد وجود D مانند دوگانه تصادفی ماتریس (١٫٧) قضیه بر بنا و

a − ane = (a١ − an)
m∑

i=١
ei + rem+١D.

پس

a = (a١ − an)
m∑

i=١
ei + rem+١D + ane

= (a١ − an)
m∑

i=١
ei + rem+١D + aneD

= aD,

بصورت را R مربعی ماتریس اکنون .a ≺r a دهیم نشان کافیست ادعا اثبات برای .a ≺r a لذا

کنیم می تعریف زیر

.R :=
١

tr(a)



b١ b٢ . . . bn

b١ b٢ . . . bn
...
... . . .

...

b١ b٢ . . . bn


اثبات ادعا لذا و a ≺r a پس ،a = aR و است سطری تصادفی ماتریس یک R که است واضح

شد.

دهیم می نشان اول حالت اثبات اتمام برای اکنون

A := {x ∈ Rn : x ≺rl a} = {x ∈ Rn : x ≺m a} := B.

به خللی اینکه بدون .A ⊆ B که دهیم می نشان حال ،B ⊆ A که است بدیهی (٢٫٢) لم بر بنا
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و x = (x١, ..., xn) ∈ A کنیم می فرض شود وارد کلیت

.x١ ≥ x٢ ≥ . . . ≥ xm ≥ xm+١ ≥ xm+٢ ≥ . . . ≥ xn

نتیجه در .١ ≤ i ≤ n همه برای an ≤ xi ≤ a١ لذا ،x ≺l a چون

k∑
i=١

xi ≤ ka١, ∀k = ١, ...,m, (۴ . ٢)

و

n∑
i=k

xi ≥ (n − k + ١)an, ∀k = m + ٢, ..., n. (۵ . ٢)

داریم (٢٫۵) رابطه از و tr(x) = tr(a) پس x ∈ A چون

m+١∑
i=١

xi = tr(x) −
n∑

i=m+٢
xi

≤ tr(a) − (n − m − ١)an

= ma١ + an + r

و

k∑
i=١

xi ≤ ma١ + an + r + (k − m − ١)an, ∀k = m + ٢, ..., n.

پس .x ∈ B یعنی x ≺m a (١٫١) قضیه بنابر نتیجه در

{x ∈ Rn : x ≺rl a} = {x ∈ Rn : x ≺m a},
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است. کامل اثبات مرحله این در بنابراین ،a ∼rl a آنجاییکه از و

دارد وجود بنابراین کند می صدق اول حالت شرط در −a لذا .a١ ≤ ٠ کنید فرض دوم: حالت •

که −a ∈ Rn

{x ∈ Rn : x ≺rl −a} = {x ∈ Rn : x ≺m −a},

رابطه دو از استفاده با و

x ≺r y⇔ −x ≺r −y و x ≺l y⇔ −x ≺l −y

داریم

{x ∈ Rn : x ≺rl a} = {x ∈ Rn : −x ≺rl −a}

= {x ∈ Rn : −x ≺m −a}

= {x ∈ Rn : x ≺m −−a}.

است. کامل اثبات هم مرحله این در لذا

اعداد و m٢ و m١ طبیعی اعداد تقسم الگوریتم به بنا .an < ٠ < a١ کنید فرض سوم: حالت •

،٠ ≤ r′ < −an ،٠ ≤ r < a١ که دارد وجود r′ و r حقیقی

∑
ai>٠

ai = m١a١ + r (۶ . ٢)

و

−
∑
ai<٠

ai = m٢(−an) + r′.



۴٧۵٣٧ - ٩ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها سبزواری/ سیاری، محمدحسنی،

پس

∑
ai<٠

ai = m٢an + s

کنیم می تعریف زیر بصورت را a = (b١, ..., bn) بردار اکنون .an < s ≤ ٠ و s = −r′ آن در که

bi :=



a١, ١ ≤ i ≤ m١ اگر

r, i = m١ + ١ اگر

s, i = n − m٢ اگر

an, n − m٢ + ١ ≤ i ≤ n اگر

٠, جاها بقیه

,

باشد می زیر بصورت a بهتر بعبارت

a := (a١, a١, ..., a١︸        ︷︷        ︸
m١

, r, ٠, .., ٠, s, an, an, ..., an︸        ︷︷        ︸
m٢

). (٢ . ٧)

.a ∼rl a :٢ ادعا

صورت این در .a = (b١, ..., bn) کنیم فرض :٢ ادعا اثبات

max
١≤i≤n
{bi} = max

١≤i≤n
{ai} = an و min

١≤i≤n
{bi} = max

١≤i≤n
{ai} = a١,
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مربعی های ماتریس اکنون .a ∼l a داریم (١٫٣) گزاره بنابر لذا

R =



R١

R٢
...

Rn


و S =



S ١

S ٢
...

S n


کنیم می تعریف زیر بصورت را

R j :=


١

m١a١+r
∑

ai>٠ aiei, ١ ≤ j ≤ m١ + ١ اگر
١

m٢an+s
∑

ai<٠ aiei, m١ + ١ < j ≤ n اگر

S j :=


a١

m١a١+r
∑m١

i=١ ei +
r

m١a١+rem١+١, a j > ٠ اگر
s

m٢an+sen−m٢ +
an

m٢an+s
∑m٢

i=١ en+١−ia j, a j ≤ ٠ .اگر

a ≺r a لذا .b = aS و a = bR و باشند می تصادفی سطری ماتریس دو S و R صورت این در

شد. اثبات ادعا و ،a ∼rl a پس ،a ≺r a و

دهیم می نشان سوم حالت اثبات اتمام برای اکنون

C := {x ∈ Rn : x ≺rl a} = {x ∈ Rn : x ≺m a} := E.

به خللی اینکه بدون .C ⊆ E که دهیم می نشان حال ،E ⊆ C که است بدیهی (٢٫٢) لم به بنا

،x ≺l a چون .x١ ≥ x٢ ≥ . . . ≥ xn و x = (x١, ..., xn) ∈ C کنیم می فرض شود وارد کلیت
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نتیجه در .(١ ≤ i ≤ n)i همه برای an ≤ xi ≤ a١ لذا

k∑
i=١

xi ≤
k∑

i=١
a١ = ka١ =

k∑
i=١

bi, ∀k = ١, ...,m١.

داریم (m١ + ١ ≤ k ≤ n − m٢ − ١) k هر برای همچنین

k∑
i=١

xi ≤
∑
xi>٠

xi ≤
∑
bi>٠

bi = m١a١ + r =
k∑

i=١
bi,

داریم tr(x) = tr(a) اینکه از و

k∑
i=١

xi = tr(x) −
n∑

i=k+١
xi ≤ tr(a) −

n∑
i=k+١

bi =

k∑
i=١

bi,

پس .x ∈ E یعنی x ≺m a (١٫١) قضیه بنابر نتیجه در .(n − m٢ ≤ k ≤ n)k همه برای

{x ∈ Rn : x ≺rl a} = {x ∈ Rn : x ≺m a},

است. کامل قضیه اثبات نتیجه در و شد اثبات نیز مرحله این بنابراین ،a ∼rl a آنجاییکه از و

مجموعه آنگاه باشد. ≺rl مهتر رابطه خطی نگهدارنده T : Rn −→ Rn کنید فرض .٢ . ٧ لم

W = {x ∈ Rn : tr(x) = ٠}

است. T تبدیل تحت پایا و بعدی n − ١ فضای زیر یک
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مجموعه و است بعدی n − ١ فضای زیر یک W اینکه برهان بودن ساده بخاطر اثبات.

αi = {ei − e j : i , j, ١ ≤ j ≤ n},

اگر پایاست. T تحت W کنیم می ثابت فقط ما ،(١ ≤ i ≤ n)i همه برای است W برای پایه یک

های مولفه همه که است بعدی n بردار o از منظور آن در که ،o ≺rl x لذا و tr(x) = ٠ آنگاه ،x ∈ W

بنابراین است ≺rl مهتر رابطه خطی نگهدارنده T چون باشند. می صفر با برابر آن

o = T (٠) ≺rl T (x)

T-پایاست. زیرفضایی W یعنی T (x) ∈ W پس ،tr(T (x)) = ٠ لذا و

رابطه نگهدارنده T صورت این در باشد. خطی تبدیل یک T : Rn −→ Rn کنید فرض .٢ . ٨ قضیه
باشد: زیر های فرم از یکی دارای اگر وتنها اگر است ≺rl مهتر

،x ∈ Rn همه برای T (x) = tr(x)a بطوریکه ،a ∈ Rn باشد داشته وجود . ١

بطوریکه r, s حقیقی اعداد و P جایگشت ماتریس باشد داشته وجود و n ≤ ٣ . ٢

T (x) = rxP + sxJ

،x ∈ Rn همه برای

برای ،T (x) = rxP بطوریکه ،r حقیقی عدد و P جایگشت ماتریس باشد داشته وجود و n ≥ ۴ . ٣

.x ∈ Rn همه

بدست (١٫٨) قضیه از برهان ولذا معادلند ≺rl و ≺m های رابطه (٢٫٢) بر بنا آنگاه ،n ≤ ٣ اگر اثبات.

براحتی آنگاه باشد، ٣ یا ١ های صورت از یکی به T اگر .n ≥ ۴ کنیم می فرض برهان ادامه در آید. می

می نشان باشد، ≺rl خطی نگهدارنده T کنیم فرض اکنون است. ≺rl خطی نگهدارنده T که شود می دیده

نظر در زیر صورت به حالت دو اثبات اتمام برای باشد. می ٣ یا ١ های صورت از یکی به T که دهیم

گیریم. می
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وارونپذیر تبدیلی T |W یعنی W زیرفضای به T خطی تبدیل تحدید که کنیم فرض ابتدا اول: حالت •

و نباشد،

A = [ai j] =



A١

A٢
...

An


همه برای است A ماتریس i-ام سطر Ai آن در که باشد، استاندارد پایه در T نمایش ماتریس

که دارد وجود b = (b١, ..., bn) ∈ W مانند ناصفر برداری حالت این در .(١ ≤ i ≤ n) i

گیریم می نظر در زیر بصورت را α ناصفر عدد .T (b) = bA = ٠

.α :=
∑
bi>٠

bi = −
∑
bi<٠

bi

که نمود انتخاب طوری توان می را ٠ < ϵ < ١ عدد ،α > ٠ چون

min
١≤i≤n

bi ≤ −ϵα < ϵα ≤ max
١≤i≤n

bi,

لذا

ϵα(e١ − e٢) ≺l b. (٢ . ٨)
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مربعی های ماتریس

R =



R١

R٢
...

Rn


و S =



S ١

S ٢
...

S n


کنیم می تعریف زیر بصورت را

Ri :=

 e١, bi ≥ ٠ اگر

e٢, bi < ٠ اگر
, ١ ≤ i ≤ n,

S i :=

 ϵe١ + (١ − ϵ)e٣, i = ١ اگر

ϵe٢ + (١ − ϵ)e٣, ٢ ≤ i ≤ n .اگر

باشند می سطری تصادفی های ماتریس RS ماتریس لذا و S و R های ماتریس صورت این در

داریم و

b(RS ) = α(e١ − e٢)S = ϵα(e١ − e٢),

بنابراین

ϵα(e١ − e٢) ≺r b. (٢ . ٩)

پس است ≺rl حافظ T چون .ϵα(e١ − e٢) ≺rl b که شود می نتیجه (٢٫٩) و (٢٫٨) روابط از

ϵαT (e١ − e٢) ≺rl T (b) = o.
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رابطه از همچنین .T (e١ − e٢) = o ،ϵα , ٠ آنجاییکه از و

e١ − ei ≺rl e١ − e٢

.(١ ≤ i ≤ n)i همه برای ،T (e١ − ei) = o که شود می نتیجه است ≺rl نگهدارنده T اینکه و

a := A١ فرض با نتیجه در .(١ ≤ i ≤ n)i همه برای Ai = A١ لذا ،T (ei) = Ai چون بنابراین

داریم

T (x) = xA = tr(x)a

.x ∈ Rn همه برای

باشد وارونپذیر تبدیلی T |W یعنی W زیرفضای به T خطی تبدیل تحدید که کنیم فرض دوم: حالت •

و

A =
[
A١ A٢ . . . An

]
همه برای است A ماتریس i-ام ستون Ai آن در که باشد، استاندارد پایه در T نمایش ماتریس

وجود اگر زیرا ،(١ ≤ k ≤ n)k هر برای ،At
k < span(e) که دهیم می نشان ابتدا .(١ ≤ i ≤ n)i

آنگاه At
k ∈ span(e) که k ∈ {١, .., n}یک باشد داشته

T (ei − e j) ∈ {x ∈ Rn : xk = ٠},

بنابراین .x = (x١, ..., xn) آن در که (١ ≤ i, j ≤ n)i, j همه برای

W = T (W) ⊂ {x : xk = ٠}.

،At
k < span(e) بنابراین باشد. می تناقض که dim(W) < n−١ لذا ،x = (x١, ..., xn) آن در که
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که کنیم فرض اکنون .(١ ≤ k ≤ n)k هر برای

∥At
j∥ = max{∥At

i∥ : ١ ≤ i ≤ n},

آنگاه ،y = At
j و x = At

j ،P ∈ Pn اگر باشد. می Rn روی اقلیدسی نرم ∥.∥ از منظور آن در که

،x ∼rl y

T (x) = xA = (At
j.A

t
١, ..., A

t
j.A

t
n)

و

T (y) = yA = (At
jP.A

t
١, ..., A

t
jP.A

t
n)

T (x) ∼rl T (y) پس ،x ∼rl y چون است. بردار دو استاندارد داخلی ضرب . از منظور آن در که

که (١ ≤ k ≤ n)k دارد وجود بنابراین و

∥At
j∥٢ = max T (x) = max T )y) = At

jP.A
t
k,

داریم کشی-شوارتز نامساوی طبق

∥At
j∥٢ = |At

jP.A
t
k| ≤ ∥At

jP∥∥At
k∥

≤ ∥At
j∥∥At

j∥ = ∥At
j∥٢.

بنابراین

|At
jP.A

t
k| = ∥At

jP∥∥At
k∥,

At
k = که دارد وجود αp اسکالر لذا است داده رخ شوارتز کشی- نامساوی در تساوی، اینکه از و
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پس .αPAt
jP

∥At
j∥٢ = ∥At

jP∥∥At
k∥

= ∥At
jP∥∥αPAt

jP∥

= |αP|∥At
j∥٢.

نتیجه در .Ak = αPPtA j و ،αP ∈ {+١−,١} لذا و |αP| = ١ بنابراین

{αPPtA j : P ∈ Pn} ⊆ {A١, ..., An}.

مجموعه یعنی

{αPPtA j : P ∈ Pn}

متمایز عضو دو حداقل A j های مولفه مجموعه ،A j < span(e) چون دارد. متمایز عضو n حداکثر

صورتی در زیرا باشد، می متمایز عضو دو دارای دقیقا مجموعه این که کنیم می ادعا اکنون دارد،

{PA j : P ∈ Pn} مجموعه آنگاه باشد داشته متمایز عضو سه حداقل A j های مولفه مجموعه که

مجموعه ازآنجا و باشد می متمایز عضو n(n − ١) دارای حداقل

A j := {αPPtA j : P ∈ Pn, αP ∈ {١−,١}}

لذا دارد. تناقض n ≥ ۴ با این و ،n(n−١)
٢ ≤ n لذا باشد، می متمایز عضو n(n−١)

٢ دارای حداقل

باشد. می a, b مانند متمایز عضو دو دارای دقیقا A j های مولفه مجموعه

یک در دقیقا عضو دو از یکی که باشند b و a متمایز عضو دو شامل دقیقا A j های مولفه :٣ ادعا

دارد. قرار A j مولفه

شامل A j های مولفه کنیم فرض باشد. می درست ادعا کنیم می ثابت خلف برهان با :٣ ادعا اثبات

،n > ۵ اگر صورت این در باشند. شده تکرار دوبار حداقل کدام هر که باشند b و a متمایز عضو دو
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،n = ۵ اگر دارد. تناقض n(n−١)
۴ ≤ n با که دارد متمایز عضو n(n−١)

۴ حداقل A j مجموعه آنگاه

a و n = ۴ اگر باشد. می تناقض که باشد می متمایز عضو ١٠ دارای حداقل A j مجموعه آنگاه

در .PAt
j = (a, a, b, b) کنیم فرض توانیم می آنگاه باشند، شده تکرار بار دو حداقل کدام هر b و

در و است تناقض که باشد می متمایز عضو ۶ دارای حداقل A j مجموعه ،a , −b که صورتی

کلیت دادن دست از بدون باشد، داشته متمایز عضو ۴ از کمتر A j مجموعه و a = −b که صورتی

است زیر بصورت A ماتریس و a > ٠ کرد فرض توان می

A =



a a a a١۴

a −a −a a٢۴

−a −a a a٣۴

−a a −a a۴۴


.

این و ،At
۴ = (−٢a, ٢a, ٢a, ٢a)t لزوما پس ،(١ ≤ i ≤ ۴)i هر برای Ai ∼r A۴ آنجاییکه از

a متمایز عضو دو شامل دقیقا A j های مولفه لذا .PAt
j = (a, a,−a,−a) اینکه با دارد تناقض

برهان بنابراین است. شده ظاهر A j مولفه یک در دقیقا a مانند عضو دو از یکی که باشند b و

است. تکمیل ادعا

.PA j = (a, b, b, ..., b) که دارد وجود a, b متمایز و اعدادحقیقی و P ∈ Pn جایگشت ماتریس

کنیم می فرض مساله کلیت دادن دست از بدون .b = ٠ دهیم نشان کافیست اثبات اتمام برای

لذا ،P = I

A =



a b b . . . b

b a b . . . b
...

...
...

b b . . . a b

b b b . . . b a


.
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کنیم فرض

x = (−۴,−٢, ۴, ٠, ..., ٠), y = (−۴,−١−,١, ۴, ٠, ..., ٠)

یعنی xA ∼rl yA پس ،x ∼rl y چون

xA = (−۴a + ٢b,−٢a, ۴a − ۶b,−٢b, ...,−٢b)

∼rl (−۴a + ٢b,−a − b,−a − b, ۴a − ۶b,−٢b, ...,−٢b) = yA.

اگر براین علاوه .ab ≥ ٠ یعنی ،|a| + |b| = |a + b| که گیریم می نتیجه |xA| = |yA| اینکه از

گیریم: می نظر در زیر بصورت را v و u بردار دو b , ٠

u = (
−٧a
٢b
− ١٧

٢
, ٣, ۴, ۵, ٠, ..., ٠),

v = (
−٧a
٢b
− ١٧

٢
, ٢, ۵, , ۵, ٠, ..., ٠).

طرفی از .uA ∼rl vA پس ،u ∼rl v چون

uA = (
−٧a٢ − ١٧ab

٢b
+ ١٢b,

b − a
٢
,

a − b
٢
,
٣a − ٣b

٢
,
٧b − ٧a

٢
, ...,

٧b − ٧a
٢

)

و

vA = (
−٧a٢ − ١٧ab

٢b
+ ١٢b,

٣b − ٣a
٢
,
٣a − ٣b

٢
,
٣a − ٣b

٢
,
٧b − ٧a

٢
, ...,

٧b − ٧a
٢

).

که گیریم می نتیجه |uA| = |vA| اینکه از

|b
٢
− a

٢
| + |b

٢
− a

٢
| = |٣b

٢
− ٣a

٢
| + |٣b

٢
− ٣a

٢
|
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A ماتریس لذا و b = ٠ براین بنا باشد. می تناقض که ،a = b لذا و ٢|a − b| = ٠ نتیجه در

است. کامل قضیه اثبات نتیجه در .P ∈ Pn آن در که باشد A = aP بصورت باید
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