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مقدمه . ١

قاب ها .[۶] شد معرفی شیفر٣ و دافین٢ توسط هیلبرت١، فضاهای برای قاب مفهوم ،١٩۵٢ سال در

فرض می باشند. غیره و اطلاعات فشرده سازی تصاویر، پردازش سیگنال ها، پردازش فرآیند در مهمی ابزار

دنباله ی باشد. شمارا اندیس گذار مجموعه یک I کنیم فرض و باشد جدایی پذیر هیلبرت فضای H کنیم

که باشند موجود AF , BF > ٠ ثابت های هرگاه Hگوییم برای (گسسته) قاب یک Hرا از F = { fi}i∈I

AF∥ f ∥٢ ≤
∑
i∈I
|⟨ f , fi⟩|٢ ≤ BF∥ f ∥٢, f ∈ H . (١ . ١)

،(١ . ١) نامساوی در اگر می نامند. F قاب بالای کران و پایین کران ترتیب به را BF و AF ثابت های

F = { fi}i∈I کنیم فرض Hمی باشد. برای پارسوال۴ قاب F = { fi}i∈I دنباله ی گوییم ،AF = BF = ١

عملگر آن گاه باشد، H برای قاب یک

TF : l٢(I)→ H , TF({ci}i∈I) =
∑
i∈I

ci fi,

می باشد: زیر صورت به TF الحاقی عملگر پوشاست. خوش تعریف عملگر

T ∗F : H → l٢(I), T ∗F f = {⟨ f , fi⟩}i∈I.

مجزای و مجزا های قاب مفاهیم می نامیم. تجزیه و ترکیب عملگرهای ترتیب به را T ∗F و TF عملگرهای

.[١٠] است شده معرفی لارسن۵ و هان توسط قوی

و F گوییم باشند. K و H برای قاب ترتیب به G = {gi}i∈I و F = { fi}i∈I کنیم فرض .١ . ١ تعریف
 G
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٩ - ٩٧١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

باشد. H ⊕K برای قاب { fi ⊕ gi}i∈I هرگاه هستند، مجزا (١)
باشند موجود L٢ ∈ B(K) و L١ ∈ B(H) معکوس پذیر عملگر های هرگاه هستند، قوی مجزای (٢)

برای پارسوال قاب ترتیب به {L١ fi ⊕ L٢gi}i∈I و {L٢gi}i∈I, {L١ fi}i∈I دنباله های که طوری به

باشند. H ⊕K و K ,H

این در باشند. K و H برای قاب ترتیب به G = {gi}i∈I و F = { fi}i∈I کنیم فرض [١٠] .١ . ٢ گزاره
صورت

زیرفضای ran T ∗F + ran T ∗G و ran T ∗F ∩ ran T ∗G = {٠} اگر تنها و اگر هستند مجزا G و F (١)

باشد. l٢(I) بسته ی
. ran T ∗F⊥ ran T ∗G اگر تنها و اگر هستند قوی مجزای G و F (٢)

شد داده توسعه می شود، نامیده پیوسته قاب که اندیس دار خانواده ای به گسسته قاب ،١٩٩٣ سال در

.[۴]

F : Ω→ H نگاشت باشد. اندازه فضای (Ω, µ) و مختلط هیلبرت Hفضای کنیم فرض .١ . ٣ تعریف
هرگاه گوییم پیوسته قاب یک را

تابع یک ω → ⟨ f , F(ω)⟩ تابع f ∈ H هر برای یعنی باشد، اندازه پذیر ضعیف طور به F (١)

باشد. Ω روی اندازه پذیر
باشیم داشته f ∈ H هر برای که باشند موجود چنان AF , BF > ٠ ثابت های (٢)

AF∥ f ∥٢ ≤
∫
Ω

|⟨ f , F(ω)⟩|٢ dµ(ω) ≤ BF∥ f ∥٢.

صورت به شده تعریف S F : H → H عملگر آن گاه باشد، پیوسته قاب F : Ω→ H اگر

⟨S F f , g⟩ =
∫
Ω

⟨ f , F(ω)⟩⟨F(ω), g⟩dµ(ω), f , g ∈ H ,

می شود. نامیده F قاب عملگر که می باشد پذیر معکوس و مثبت
سان۶ توسط می باشد گسسته قاب های از توسیعی که یافته) تعمیم قاب های (یا g-قاب ها مفهوم
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g-قاب های و پیوسته g-قاب های مفهوم ،٢٠٠٨ سال در .[١١] است شده ارائه هیلبرت فضاهای روی

مجزایی مفهوم .[٢] شد معرفی فاروقی و عبداله پور توسط هیلبرت فضاهای روی ریس-گونه پیوسته ی

است شده داده توسیع g-قاب ها به عبداله پور توسط و پیوسته های قاب به ٧ هان و گاباردو توسط

فضاهای K و H ،µ مثبت اندازه با اندازه فضای (Ω, µ) که است این بر فرض ادامه، در .[١ ،٧]

مقاله از خلاصه ای ادامه در حال می باشد. هیلبرت فضاهای از خانواده  ای {Kω}ω∈Ω و مختلط هیلبرت

می آوریم. را پیوسته g-قاب درباره [٢]

کنیم ∏فرض
ω∈Ω
Kω =

{
f : Ω→

∪
ω∈Ω
Kω : f (ω) ∈ Kω

}
.

⊕
ω∈ΩKω به Ω از نگاشت عنوان به f هرگاه است اندازه پذیر قوی طور به f ∈ ∏ω∈ΩKω گوییم

باشد. اندازه پذیر

g-قاب یا یافته تعمیم پیوسته ی قاب را Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} خانواده ی .۴ . ١ تعریف
هرگاه گوییم پیوسته

باشد. اندازه پذیر قوی طور به {Λω f : ω ∈ Ω} ، f ∈ H هر برای (١)

که باشند موجود چنان ٠ < AΛ ≤ BΛ < ∞ ثابت های (٢)

AΛ∥ f ∥٢ ≤
∫
Ω

∥Λω( f )∥٢dµ(ω) ≤ BΛ∥ f ∥٢, f ∈ H . (١ . ٢)

گوییم. Λ بالای کران و پایین کران ترتیب به را BΛ و AΛ

خانواده ،AΛ = BΛ = ١ که صورتی در و گوییم تنگ پیوسته ی g-قاب را Λ خانواده ،AΛ = BΛ اگر

صورت این در ،K = Kω باشیم داشته ω ∈ Ω هر برای اگر می نامیم. پارسوال پیوسته ی g-قاب را Λ

طرف هرگاه گوییم پیوسته g-بسل را Λ خانواده ی گوییم. K به نسبت H برای پیوسته g-قاب را Λ

می شود. نامیده Λ پیوسته ی g-بسل کران BΛ حالت این در باشد. برقرار (١ . ٢) نامساوی راست

و AΛ با ترتیب به را Λ پیوسته g-قاب پایین و بالا کران های مقاله این سراسر در که باشیم داشته توجه

می دهیم. نشان BΛ

7Gabardo and Han



٩ - ٩٩١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

این در باشد. پیوسته g-قاب یک Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض [٢] .۵ . ١ گزاره
داریم f , g ∈ H هر برای که طوری به دارد وجود SΛ معکوس پذیر و مثبت فرد به منحصر عملگر صورت

⟨SΛ f , g⟩ =
∫
Ω

⟨ f ,Λ∗ωΛωg⟩dµ(ω), f , g ∈ H ,

.AΛI ≤ SΛ ≤ BΛI و

داریم: f , g ∈ H هر برای گوییم. Λ پیوسته ی g-قاب عملگر را ۵ . ١ گزاره ی در SΛ عملگر

⟨ f , g⟩ =
∫
Ω

⟨S −١
Λ

f ,Λ∗ωΛωg⟩ dµ(ω) =
∫
Ω

⟨ f ,Λ∗ωΛωS −١
Λ

g⟩ dµ(ω). (١ . ٣)

مجموعه ی حال می دهیم. نشان SΛ با Λرا بسل دنباله ی قاب عملگر مقاله سراسر در که باشیم داشته توجه

K̂ =
{
F ∈
∏
ω∈Ω
Kω : اندازه پذیر قوی طور به F,

∫
Ω

∥F(ω)∥٢dµ(ω) < ∞
}
,

داخلی ضرب و نقطه به نقطه عمل های با K̂ که است واضح می گیریم. نظر در را

⟨F,G⟩ =
∫
Ω

⟨F(ω),G(ω)⟩dµ(ω), F,G ∈ K̂ , (۴ . ١)

می باشد. هیلبرت فضای یک

در باشد. پیوسته g-بسل خانواده ی Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض [٢] .۶ . ١ گزاره
صورت به شده تعریف TΛ : K̂ → H نگاشت صورت این

⟨TΛF, g⟩ =
∫
Ω

⟨Λ∗ωF(ω), g⟩dµ(ω), F ∈ K̂ , g ∈ H , (۵ . ١)
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داریم g ∈ H هر برای همچنین .∥TΛ∥ ≤
√

BΛ که می باشد کراندار خطی نگاشت

T ∗Λ(g)(ω) = Λωg, ω ∈ Ω. (۶ . ١)

و باشد µ σ-متناهی اندازه ی با اندازه فضای (Ω, µ) کنیم فرض [٢] .١ . ٧ قضیه
f ∈ H هر برای که طوری به باشد عملگرها از خانواده ای Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}
اگر تنها و اگر است پیوسته g-قاب یک Λ باشد. اندازه پذیر قوی طور به {Λω f : ω ∈ Ω} خانواده ی

باشد. پوشا و کراندار (۵ . ١) در شده تعریف TΛ : K̂ → H عملگر

می نامیم. Λ تجزیه و ترکیب عملگر های ترتیب به را ۶ . ١ گزاره ی در T ∗
Λ

و TΛ عملگر های

Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .١ . ٨ تعریف
که طوری به باشند پیوسته g-بسل خانواده های

⟨ f , g⟩ =
∫
Ω

⟨ f ,Θ∗ωΛωg⟩dµ(ω), ∀ f , g ∈ H .

می شود. نامیده Λ دوگان Θ صورت این در

صورت این در باشد. پیوسته g-قاب یک Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض

دوگان Λ̃ ،(١ . ٣) به بنا و می باشد پیوسته g-قاب  یک Λ̃ = {ΛωS −١
Λ
∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}

یک Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} اگر همچنین گوییم. Λ متعارف دوگان را Λ̃ می باشد. Λ

g-قاب یک ΛS
−١

٢
Λ
= {ΛωS

−١
٢
Λ
∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} خانواده ی آن گاه باشد، پیوسته g-قاب

می باشد. پارسوال پیوسته ی

و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} پیوسته g-بسل خانواده  های

باشیم داشته f ∈ H هر برای هرگاه گویند برابر ضعیف طور به را Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}

Λω f = Θω f , a.e. ω ∈ Ω.

داشته ضعیف) طور (به دوگان یک تنها Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} پیوسته ی g-قاب  اگر
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g-قاب  یک Λ صورت این در باشد، متعارفش دوگان با برابر ضعیف طور به Λ دوگان هر یعنی باشد،

می شود. نامیده ریس-گونه پیوسته ی

یک Λ باشد. پیوسته g-قاب یک Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض [٢] .١ . ٩ قضیه
. ran T ∗

Λ
= K̂ اگر تنها و اگر است ریس-گونه پیوسته ی g-قاب 

g-قاب های و پیوسته g-قاب های ویژگی های برخی مطالعه به [٣] مقاله در که است ذکر شایان

پرداخته ایم. ریس-گونه پیوسته

مجزا پیوسته ی g-قاب های . ٢

g-قاب های برای مجزایی تعاریف [١٠ ،٩ ،٨ ،١] مقالات از نتایجی و مفاهیم تعمیم با بخش این در

می آوریم. بدست را پیوسته g-قاب های از ساختاری و کرده مطرح را پیوسته

Θ = {Θω ∈ B(K ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
Θ و Λ گوییم باشند. پیوسته g-قاب دو هر

. ran T ∗
Λ
⊥ ran T ∗

Θ
هرگاه هستند، قوی مجزای (١)

باشد. K̂ بسته ی زیرفضای ran T ∗
Λ
+ ran T ∗

Θ
و ran T ∗

Λ
∩ ran T ∗

Θ
= {٠} هرگاه هستند، مجزا (٢)

. ran T ∗
Λ
+ ran T ∗

Θ
= K̂ و ran T ∗

Λ
∩ ran T ∗

Θ
= {٠} هرگاه هستند، مکمل زوج (٣)

. ran T ∗
Λ
⊕ ran T ∗

Θ
= K̂ هرگاه هستند، قوی مکمل زوج (۴)

. ran T ∗
Λ
∩ ran T ∗

Θ
= {٠} هرگاه هستند، ضعیف مجزای (۵)

Θ = {Θω ∈ B(K ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .٢ . ٢ قضیه
می گیریم نظر در را Γ = {Γω ∈ B(H ⊕K ,Kω) : ω ∈ Ω} خانواده ی باشند. پیوسته g-قاب دو هر

که

Γω(h ⊕ k) = Λωh + Θωk, h ∈ H , k ∈ K , ω ∈ Ω,

Θ و Λ صورت این در می باشد.
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L٢ ∈ B(K) و L١ ∈ B(H) معکوس پذیر عملگرهای اگر تنها و اگر هستند قوی مجزای (١)

ΘL٢ = {ΘωL٢ ∈ ،ΛL١ = {ΛωL١ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} که طوری به باشند موجود

پیوسته ی g-قاب سه هر ∆ = {∆ω ∈ B(H ⊕ K ,Kω) : ω ∈ Ω} و B(K ,Kω) : ω ∈ Ω}
که باشند. پارسوال

∆ω(h ⊕ k) = ΛωL١h + ΘωL٢k, ω ∈ Ω, h ∈ H , k ∈ K .

باشد. پیوسته g-قاب یک Γ اگر تنها و اگر هستند مجزا (٢)

باشد. ریس-گونه پیوسته ی g-قاب یک Γ اگر وتنها اگر هستند مکمل زوج (٣)

ریس-گونه پیوسته ی g-قاب یک Γ و باشند قوی مجزای اگر تنها و اگر هستند قوی مکمل زوج (۴)

باشد.

.{ f ⊕ g : Γω( f ⊕ g) = ٠, ω ∈ Ω} = {٠} اگر وتنها اگر هستند ضعیف مجزای (۵)

در و ran T ∗
Λ
⊥ ran T ∗

Θ
موجود فرض به توجه با لذا باشند. قوی مجزای Θ و Λ کنیم فرض (١) اثبات.

داریم k ∈ K و h ∈ H هر برای نتیجه

∫
Ω

∥ΛωS
−١

٢
Λ

h + ΘωS
−١

٢
Θ

k∥٢dµ(ω)

=

∫
Ω

∥ΛωS
−١

٢
Λ

h∥٢dµ(ω) +
∫
Ω

∥ΘωS
−١

٢
Θ

k∥٢dµ(ω)

= ∥h∥٢ + ∥k∥٢ = ∥h ⊕ k∥٢.

معکوس پذیر عملگرهای کنیم فرض برعکس، بگیریم. نظر در L٢ = S
−١

٢
Θ

و L١ = S
−١

٢
Λ

کافیست

،ΛL١ = {ΛωL١ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} که طوری به باشند موجود L٢ ∈ B(K) و L١ ∈ B(H)

سه هر ∆ = {∆ω ∈ B(H ⊕ K ,Kω) : ω ∈ Ω} و ΘL٢ = {ΘωL٢ ∈ B(K ,Kω) : ω ∈ Ω}
که باشند. پارسوال پیوسته ی g-قاب

∆ω(h ⊕ k) = ΛωL١h + ΘωL٢k, ω ∈ Ω, h ∈ H , k ∈ K .



٩ - ١٠٣١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

داریم k ∈ K و h ∈ H هر برای

∥h ⊕ k∥٢ =
∫
Ω

∥∆ω(h ⊕ k)∥٢dµ(ω)

=

∫
Ω

∥ΛωL١h∥٢dµ(ω) +
∫
Ω

∥ΘωL٢k∥٢dµ(ω)

+ ٢ Re
∫
Ω

⟨
ΛωL١h,ΘωL٢k

⟩
dµ(ω)

= ∥h∥٢ + ∥k∥٢ + ٢ Re
∫
Ω

⟨
ΛωL١h,ΘωL٢k

⟩
dµ(ω).

بنابراین

Re
∫
Ω

⟨ΛωL١h,ΘωL٢k⟩dµ(ω) = ٠, h ∈ H , k ∈ K .

دیگر طرف از

Im
∫
Ω

⟨ΛωL١h,ΘωL٢k⟩dµ(ω) = −Re
∫
Ω

⟨ΛωL١(ih),ΘωL٢k⟩dµ(ω) = ٠.

نتیجه در

⟨T ∗ΛL١h,T ∗ΘL٢k⟩ =
∫
Ω

⟨ΛωL١h,ΘωL٢k⟩dµ(ω) = ٠, h ∈ H , k ∈ K .

داریم g ∈ K و f ∈ H هر برای هستند، پوشا لذا و معکوس  پذیر عملگرهای L٢ و L١ که جا آن  از حال

. ran T ∗
Λ
⊥ ran T ∗

Θ
نتیجه در و ⟨T ∗

Λ
f ,T ∗
Θ

g⟩ = ٠

داریم k ∈ K و h ∈ H هر برای لذا باشد. H ⊕K برای پیوسته g-قاب یک Γ کنیم فرض (٢)

AΓ(∥h∥٢ + ∥k∥٢) ≤ ∥T ∗Λh + T ∗Θk∥٢ ≤ BΓ(∥h∥٢ + ∥k∥٢). (٢ . ١)

نامساوی چپ سمت به بنا .T ∗
Λ

h١ = T ∗
Θ

k١ که طوری به دارند وجود k١ ∈ K و h١ ∈ H کنیم فرض



١٠۴٩ - ١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

داریم (٢ . ١)

AΓ(∥h∥٢ + ∥k∥٢) = AΓ(∥h∥٢ + ∥ − k∥٢) ≤ ∥T ∗Λh + T ∗Θ(−k)∥٢

= ∥T ∗Λh − T ∗Θk∥٢ = ٠.

همچنین . ran T ∗
Λ
∩ ran T ∗

Θ
= {٠} نتیجه در و T ∗

Λ
h١ = T ∗

Θ
k١ = ٠ بنابراین .h١ = k١ = ٠ لذا و

در را زیر عملگر عکس، طرف اثبات برای است. K̂ بسته ی فضای زیر ran T ∗
Λ
+ ran T ∗

Θ
= ran T ∗

Γ

می گیریم نظر

L : ran T ∗Λ ⊕ ran T ∗Θ → ran T ∗Λ + ran T ∗Θ,

L(F ⊕G) = F +G.

شرط با G١,G٢ ∈ ran T ∗
Θ

و F١, F٢ ∈ ran T ∗
Λ

هر برای واقع در می باشد. تعریف خوش L عملگر

بنابراین .G١ = G٢ و F١ = F٢ داریم F١ ⊕G١ = F٢ ⊕G٢

L(F١ ⊕G١) = F١ +G١ = F٢ +G٢ = L(F٢ ⊕G٢).

همچنین

∥L(F ⊕G)∥٢ = ∥F +G∥٢ ≤ (∥F∥ + ∥G∥)٢

≤ ٢(∥F∥٢ + ∥G∥٢) = ٢∥F ⊕G∥٢.



١٠۵٩ - ١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

داریم همچنین k ∈ K و h ∈ H هر برای لذا و می باشد دوسویی کراندار عملگر یک L بنابراین

∥L−٢−∥١ min{AΛ, AΘ}.∥h ⊕ k∥٢ ≤
∫
Ω

∥Γω(h ⊕ k)∥٢dµ(ω)

= ∥L(T ∗Λh ⊕ T ∗Θk)∥٢

≤ ∥L∥٢ max{BΛ, BΘ}.∥h ⊕ k∥٢.

داریم ،١ . ٩ قضیه ی به بنا می باشد. H ⊕K برای ریس-گونه پیوسته ی g-قاب یک Γ کنیم فرض (٣)

ran T ∗Λ + ran T ∗Θ = ran T ∗Γ = K̂ .

به دارند وجود k ∈ K و h ∈ H صورت این در ،ϕ ∈ ran T ∗
Λ
∩ ran T ∗

Θ
کنیم فرض دیگر طرف از

بنابراین .T ∗
Λ

h = T ∗
Θ

k = ϕ که طوری

T ∗Γ(h ⊕ ٠) = ϕ = T ∗Γ(٠ ⊕ k),

مکمل زوج از برعکس .ϕ = ٠ نتیجه در و h = k = ٠ داریم می باشد، یک به یک T ∗
Γ

که جا آن  از و

و پیوسته g-قاب یک Γ می شود، نتیجه (٢) از و Θ و Λ بودن

ran T ∗Γ = ran T ∗Λ + ran T ∗Θ = K̂ .

است. ریس-گونه پیوسته ی g-قاب یک Γ ،١ . ٩ قضیه ی به بنا بنابراین

است. کامل برهان قوی،  مجزای پیوسته ی g-قاب های تعریف و (٣) به بنا (۴)

،ω ∈ Ω هر برای که طوری به k ∈ K و h ∈ H و باشند ضعیف مجزای Θ و Λ کنیم فرض (۵)

صورت این در .Γω(h ⊕ k) = ٠

T ∗Λh = T ∗Θ(−k) ∈ ran T ∗Λ ∩ ran T ∗Θ = {٠}.



١٠۶٩ - ١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

k ∈ K و h ∈ H صورت این در ،ϕ ∈ ran T ∗
Λ
∩ ran T ∗

Θ
کنیم فرض برعکس .h = k = ٠ بنابراین

بنابراین .T ∗
Λ

h = T ∗
Θ

k = ϕ که طوری به دارند وجود

T ∗Γ
(
h ⊕ (−k)

)
= T ∗Λh − T ∗Θk = ٠.

.ϕ = ٠ لذا و h = k = ٠ نتیجه در

خطی عملگر صورت این در باشد. پوشا کراندار خطی عملگر T : K → H کنیم فرض [۵] .٢ . ٣ لم
.TT † f = f داریم f ∈ H هر برای که طوری به دارد وجود T † : H → K کراندار

تعمیم با حال می نامند. T : K → H عملگر وارون شبه را فوق لم در T † : H → K عملگر

g-قاب های از پیوسته g-قاب ساختن هدف که می آوریم بدست را زیر نتیجه ی [٨] مقاله از نتیجه ای

می باشد. مجزا پیوسته ی

،Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .۴ . ٢ گزاره
پوشا L٢ یا L١ اگر بگیرید. نظر در را L١, L٢ ∈ B(H) عملگرهای و باشند مجزا پیوسته ی g-قاب های

یک ΛL∗١ + ΘL∗٢ = {ΛωL∗١ + ΘωL∗٢ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} خانواده ی صورت این در باشد،

است. پیوسته g-قاب

طوری به دارد وجود L†١ ∈ B(H) عملگر ،٢ . ٣ لم به بنا صورت این در باشد، پوشا L١ کنیم فرض اثبات.

داریم h ∈ H هر برای بنابراین .(L†١)∗L∗١ = I لذا و L١L†١ = I که

∥h∥ = ∥(L†١)∗L∗١h∥ ≤ ∥L†١∥∥L
∗
١h∥,

درنتیجه و

∥L∗١h∥ ≥ ∥h∥
∥L†١∥
.



٩ - ١٠٧١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

با Γ = {Γω ∈ B(H ⊕H) : ω ∈ Ω} خانواده ی

Γω(h ⊕ k) = Λωh + Θωk, h, k ∈ H , ω ∈ Ω,

بنابراین است. پیوسته g-قاب یک Γ خانواده ی ،٢ . ٢ قضیه ی (٢) قسمت به بنا می گیریم. نظر در را

داریم h ∈ H هر برای

AΓ
∥L†٢∥١

∥h∥٢ ≤ AΓ∥L∗١h∥٢ ≤ AΓ
(∥L∗١h∥٢ + ∥L∗٢h∥٢)

= AΓ∥L∗١h ⊕ L∗٢h∥٢

≤
∫
Ω

∥Γω(L∗١h ⊕ L∗٢h)∥٢dµ(ω)

≤ BΓ∥L∗١h ⊕ L∗٢h∥٢

≤ BΓ
(∥L∗١h∥٢ + ∥L∗٢h∥٢)

≤ ٢BΓ.max{∥L٢∥١, ∥L٢∥٢}∥h∥٢.

لذا

AΓ
∥L†٢∥١

∥h∥٢ ≤
∫
Ω

∥(ΛωL١ + ΘωL٢)h∥٢dµ(ω)

≤ ٢BΓ.max{∥L٢∥١, ∥L٢∥٢}∥h∥٢, h ∈ H .

می باشد. مشابه طور به پوشاست L٢ که حالتی برای برهان

،Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .۵ . ٢ نتیجه
Λ + Θ = {Λω + Θω ∈ B(H ,Kω) : خانواده ی صورت این در باشند. مجزا پیوسته ی g-قاب های

می باشد. پیوسته g-قاب یک ω ∈ Ω}

است. کامل برهان ،۴ . ٢ گزاره ی در L١ = L٢ = I گرفتن نظر در با اثبات.



٩ - ١٠٨١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

-g از پیوسته g-قاب ساختن هدف که می آوریم بدست را زیر نتیجه ی [١٠] از نتیجه ای تعمیم با

است. قوی مجزای پیوسته ی قاب های

و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .۶ . ٢ گزاره
L١, L٢ ∈ B(H) و باشند قوی مجزای پیوسته ی g-قاب های ،Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}

خانواده ی صورت این در باشد. برقرار L∗١L١ + L∗٢L٢ = AI رابطه ی A > ٠ ثابت برای که طوری به

حالت در می باشد. پیوسته g-قاب یک ΛL١ + ΘL٢ = {ΛωL١ + ΘωL٢ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}
αΛ + βΘ = {αΛω + βΘω ∈ B(H ,Kω) : خانواده ی |α|٢ + |β|٢ > ٠ با α, β ∈ C برای خاص

است. پیوسته g-قاب یک ω ∈ Ω}

داریم h ∈ H هر برای اثبات.

∫
Ω

∥(ΛωL١ + ΘωL٢)h∥٢dµ(ω) = ∥T ∗ΛL١h + T ∗ΘL٢h∥٢

= ∥T ∗ΛL١h∥٢ + ∥T ∗ΘL٢h∥٢,

و

(
BΛ∥L٢∥١ + BΘ∥L٢∥٢

)∥h∥٢ ≥ ∥T ∗ΛL١h∥٢ + ∥T ∗ΘL٢h∥٢

≥ min{AΛ, AΘ}.
(∥L١h∥٢ + ∥L٢h∥٢)

= min{AΛ, AΘ}.
⟨
(L∗١L١ + L∗٢L٢)h, h

⟩
= A.min{AΛ, AΘ}∥h∥٢.

بگیریم. نظر در L٢ = βI و L١ = αI کافیست خاص حالت برای

Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .٢ . ٧ گزاره
داریم A > ٠ ثابت برای .L١, L٢ ∈ B(H) و باشند قوی مجزای پارسوال پیوسته ی g-قاب دو هر

خانواده ی اگر تنها و اگر L∗١L١ + L∗٢L٢ = AI

A کران با تنگ پیوسته ی g-قاب یک ΛL١ + ΘL٢ = {ΛωL١ + ΘωL٢ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}



٩ - ١٠٩١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

αΛ+βΘ = {αΛω+βΘω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} خانواده ی α, β ∈ C برای خاص حالت در باشد.

.|α|٢ + |β|٢ > ٠ اگر تنها و اگر است تنگ پیوسته ی g-قاب یک

داریم h ∈ H هر برای اثبات.

∫
Ω

∥(ΛωL١ + ΘωL٢)h∥٢dµ(ω) = ∥T ∗ΛL١h + T ∗ΘL٢h∥٢

= ∥T ∗ΛL١h∥٢ + ∥T ∗ΘL٢h∥٢

= ∥L١h∥٢ + ∥L٢h∥٢

=
⟨
(L∗١L١ + L∗٢L٢)h, h

⟩
= A∥h∥٢.

بگیریم. نظر در L٢ = βI و L١ = αI کافیست خاص حالت برای

،Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .٢ . ٨ نتیجه
اگر تنها و اگر L∗١L١+L∗٢L٢ = I .L١, L٢ ∈ B(H) و باشند قوی مجزای پارسوال پیوسته ی g-قاب های

پارسوال پیوسته ی g-قاب یک ΛL١+ΘL٢ = {ΛωL١+ΘωL٢ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} خانواده ی

αΛ+βΘ = {αΛω+βΘω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} خانواده ی α, β ∈ C برای خاص حالت در باشد.

.|α|٢ + |β|٢ = ١ اگر تنها و اگر است پارسوال پیوسته ی g-قاب یک

از نتایجی قوی مجزای پیوسته g-قاب های از دوگان پیوسته g-قاب های آوردن بدست برای حال

می دهیم. تعمیم را [٩ ،١]

Ψ = {Ψω ∈ B(K ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .٢ . ٩ گزاره
و Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} پیوسته g-قاب های دوگان های ترتیب به

خانواده  های آن گاه باشند، قوی مجزای Ψ ،Θ و Φ ،Λ اگر باشند. Φ = {Φω ∈ B(K ,Kω) : ω ∈ Ω}
هستند، دوگان ∆ = {∆ω ∈ B(H ⊕K ,Kω) : ω ∈ Ω} و Γ = {Γω ∈ B(H ⊕K ,Kω) : ω ∈ Ω}

،ω ∈ Ω و h ∈ H , k ∈ K هر برای که

Γω(h ⊕ k) = Λωh + Ψωk, ∆ω(h ⊕ k) = Θωh + Φωk.



٩ - ١١٠١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

h١, h٢ ∈ H هر برای H⊕Kهستند. برای پیوسته g-بسل خانواده های ∆ و Γ که است واضح اثبات.

داریم k١, k٢ ∈ K و

∫
Ω

⟨
Γω(h١ ⊕ k١),∆ω(h٢ ⊕ k٢)

⟩
dµ(ω)

=

∫
Ω

⟨Λωh١,Θωh٢⟩dµ(ω) +
∫
Ω

⟨Λωh١,Φωk٢⟩dµ(ω)

+

∫
Ω

⟨Ψωk١,Θωh٢⟩dµ(ω) +
∫
Ω

⟨Ψωk١,Φωk٢⟩dµ(ω)

= ⟨h١, h٢⟩ + ⟨k١, k٢⟩

= ⟨h١ ⊕ k١, h٢ ⊕ k٢⟩.

H⊕Kهستند. برای دوگان پیوسته ی g-قاب های ،∆ و Γ ،[٢] مقاله ی ٢.٣ گزاره ی به بنا بنابراین

خانواده های باشند. پیوسته قاب های G : Ω→ K و F : Ω→ H کنیم فرض .٢ . ١٠ مثال
که می گیریم نظر در را Θ = {Θω ∈ B(H ,C٢) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,C٢) : ω ∈ Ω}

،ω ∈ Ω و f ∈ H هر برای

Λω f =
(⟨ f , F(ω)⟩H , ٠

)
,Θω f =

(⟨S −١
F f , F(ω)⟩H , ٠

)
.

داریم f , g ∈ H هر برای همچنین هستند. پیوسته g-قاب دو هر Θ و Λ که است واضح

∫
Ω

⟨Θω f ,Λωg⟩dµ(ω) =
∫
Ω

⟨
f , S −١

F F(ω)
⟩⟨F(ω), g⟩dµ(ω) = ⟨ f , g⟩.

و Φ = {Φω ∈ B(K ,C٢) : ω ∈ Ω} خانواده های مشابه طور به هستند. دوگان Θ و Λ بنابراین

،ω ∈ Ω و g ∈ K هر برای که Ψ = {Ψω ∈ B(K ,C٢) : ω ∈ Ω}

Φωg =
(
٠, ⟨S −١

G g,G(ω)⟩K
)
, Ψωg =

(
٠, ⟨g,G(ω)⟩K

)
,



٩ - ١١١١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

داریم g ∈ K و f ∈ H هر برای دیگر طرف از هستند. دوگان

⟨T ∗Λ f ,T ∗Φg⟩ =
∫
Ω

⟨Λω f ,Φωg⟩dµ(ω) = ٠.

هر برای هستند. قوی مجزای Ψ و Θ مشابه طور به همچنین هستند. قوی مجزای Φ و Λ بنابراین

می گیریم نظر در را زیر عملگرهای ω ∈ Ω و g ∈ K ، f ∈ H

Γω : H ⊕K → C٢, Γω( f ⊕ g) =
(⟨ f , F(ω)⟩H , ⟨g,G(ω)⟩K

)
,

و

∆ω : H ⊕K → C٢, ∆ω( f ⊕ g) =
(⟨S −١

F f , F(ω)⟩H , ⟨S −١
G g,G(ω)⟩K

)
.

∫آن گاه
Ω

⟨
Γω(h١ ⊕ k١),∆ω(h٢ ⊕ k٢)

⟩
dµ(ω) =

∫
Ω

⟨h١, F(ω)⟩H⟨S −١
F F(ω), h٢⟩Hdµ(ω)

+

∫
Ω

⟨k١,G(ω)⟩K⟨S −١
G G(ω), k٢⟩Kdµ(ω)

= ⟨h١, h٢⟩ + ⟨k١, k٢⟩

= ⟨h١ ⊕ k١, h٢ ⊕ k٢⟩.

می باشد. نتیجه این کننده تایید ٢ . ٩ گزاره ی که

Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} Λو = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .٢ . ١١ گزاره
خانواده ی آن گاه باشد، پوشا L١ اگر .L١, L٢ ∈ B(H) و باشند قوی مجزای پیوسته ی g-قاب دو هر

خانواده های دوگان Λ̃L†١ = {ΛωS −١
Λ

L†١ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}
و ΛL∗١ = {ΛωL∗١ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}

می باشد. ΛL∗١ + ΘL∗٢ = {ΛωL∗١ + ΘωL∗٢ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}



٩ - ١١٢١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

چون هستند. پیوسته g-بسل سه هر ΛL∗١ + ΘL∗٢ و ΛL∗١ ،Λ̃L†١ خانواده های که است واضح اثبات.

(۶ . ١) و (۴ . ١) به بنا .L١L†١ = I که طوری به دارد وجود L†١ ∈ B(H) ،٢ . ٣ لم به بنا لذا پوشاست، L١

داریم h, k ∈ H هر برای

∫
Ω

⟨
(ΛωL∗١ + ΘωL∗٢)h,ΛωS −١

Λ
L†١k
⟩
dµ(ω)

=

∫
Ω

⟨ΛωL∗١h,ΛωS −١
Λ

L†١k⟩dµ(ω) +
∫
Ω

⟨ΘωL∗٢h,ΛωS −١
Λ

L†١k⟩dµ(ω)

= ⟨T ∗ΛL∗١h,T ∗ΛS −١
Λ

L†١k⟩ + ⟨T ∗ΘL∗٢h,T ∗ΛS −١
Λ

L†١k⟩

= ⟨L∗١h,TΛT ∗ΛS −١
Λ

L†١k⟩ + ٠

= ⟨L∗١h, SΛS −١
Λ

L†١k⟩ = ⟨L∗١h, L†١k⟩ = ⟨h, L١L†١k⟩ = ⟨h, k⟩.

داریم مشابه طور به همچنین

∫
Ω

⟨ΛωL∗١ f ,ΛωS −١
Λ

L†١g⟩dµ(ω) = ⟨L∗١ f , L†١g⟩ = ⟨ f , L١L†١g⟩ = ⟨ f , g⟩.

است. کامل برهان بنابراین

Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .٢ . ١٢ نتیجه
خانواده ی صورت این در باشند. قوی مجزای پیوسته ی g-قاب های ،Ω}

و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} خانواده های دوگان Λ̃ = {ΛωS −١
Λ
∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}

می باشد. Λ + Θ = {Λω + Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω}

است. کامل برهان ،٢ . ١١ گزاره ی در L١ = L٢ = I گرفتن نظر در با اثبات.

ریس-گونه پیوسته ی g-قاب های برای نتایجی . ٣

ریس-گونه پیوسته ی g-قاب های برای معادل شرایط ، [١٢] مقاله از نتایجی تعمیم با بخش این در

می آوریم. بدست



٩ - ١١٣١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

صورت این در باشد. پیوسته g-قاب یک Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .٣ . ١ قضیه
هستند. معادل زیر شرایط

است. ریس-گونه پیوسته ی g-قاب یک Λ (١)

که طوری به دارند وجود A, B > ٠ ثابت های (٢)

A∥ϕ∥٢ ≤ ∥TΛϕ∥٢ ≤ B∥ϕ∥٢, ϕ ∈ K̂ . (٣ . ١)

باشد، برقرار زیر رابطه ی f ∈ H هر و ϕ ∈ K̂ برای اگر (٣)∫
Ω

⟨Λ∗ωϕ(ω), f ⟩dµ(ω) = ٠,

.ϕ = ٠ آن گاه

بنا کنیم. ثابت را (٣ . ١) نامساوی چپ سمت طرف است کافی ،۶ . ١ گزاره ی به بنا (١)⇒ (٢) اثبات.

به توجه با دیگر طرف از .T ∗
Λ

f = ϕ که طوری به دارد وجود f ∈ H ،ϕ ∈ K̂ هر برای ،١ . ٩ قضیه ی به

داریم: (١ . ٢) چپ سمت نامساوی بکارگیری با و بوده مثبت SΛ عملگر ۵ . ١ گزاره ی از اینکه

∥ϕ∥۴ = (∥T ∗Λ f ∥٢(٢ = (⟨T ∗Λ f ,T ∗Λ f ⟩)٢ = (⟨TΛT ∗Λ f , f ⟩)٢
=
(⟨SΛ f , f ⟩)٢
= |⟨SΛ f , f ⟩|٢

≤ ∥SΛ f ∥٢∥ f ∥٢

≤ ١
AΛ
∥SΛ f ∥٢

∫
Ω

∥Λω f ∥٢dµ(ω).

بنابراین

AΛ∥ϕ∥٢ ≤ ∥SΛ f ∥٢ = ∥TΛT ∗Λ f ∥٢ = ∥TΛϕ∥٢.



١١۴٩ - ١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

باشیم داشته f ∈ H هر و ϕ ∈ K̂ برای کنیم فرض (٢)⇒ (٣)

⟨TΛϕ, f ⟩ =
∫
ω

⟨Λ∗ωϕ(ω), f ⟩dµ(ω) = ٠.

.ϕ = ٠ داریم ،(٣ . ١) نامساوی به بنا و TΛϕ = ٠ صورت این در

،(٣) قسمت به بنا همچنین و پوشاست TΛ عملگر پس است، پیوسته g-قاب یک Λ چون (٣)⇒ (١)

است. معکوس پذیر T ∗
Λ

لذا و است معکوس پذیر TΛ عملگر بنابراین می باشد. هم یک به یک TΛ عملگر

است. کامل برهان ،١ . ٩ قضیه ی به بنا نتیجه در

Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض

که SΛΘ : H → H کراندار خطی تعریف خوش عملگر باشند. پیوسته g-بسل خانواده های

⟨SΛΘ f , g⟩ =
∫
Ω

⟨Θω f ,Λωg⟩dµ(ω), f , g ∈ H , (٣ . ٢)

داریم Λ = Θ برای همچنین .S ∗
ΛΘ
= SΘΛ بنابراین و SΘΛ = TΘT ∗

Λ
داریم می گیریم. نظر در را

.SΛΛ = SΛ

پیوسته، g-بسل خانواده دو جمع از حاصل خانواده ی اینکه برای کافی و لازم شرایط زیر قضیه در

می کنیم. مطرح را باشد ریس-گونه پیوسته g-قاب یک

Θ = {Θω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} و Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .٣ . ٢ قضیه
کراندار خطی عملگرهای .SΛΘ = IH که طوری به باشند پیوسته g-بسل خانواده های

هستند: معادل زیر شرایط آن  گاه .L∗١L٢ = I که طوری به می گیریم نظر در را L١, L٢ : H → H
می باشد. ریس-گونه پیوسته ی g-قاب یک Γ = {ΛωL١ + ΘωL٢ ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} (١)

پوشاست. T ∗
Λ

L١ + T ∗
Θ

L٢ عملگر (٢)

که طوری به دارد وجود M > ٠ ثابت (٣)

M∥ϕ∥٢ ≤ ∥(L∗١TΛ + L∗٢TΘ)ϕ∥٢, ϕ ∈ K̂ .



١١۵٩ - ١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

داریم f ∈ H هر برای (١)⇔ (٢) اثبات.

∫
Ω

∥(ΛωL١ + ΘωL٢) f ∥٢dµ(ω)

=

∫
Ω

∥ΛωL١ f ∥٢dµ(ω) +
∫ ⟨
ΛωL١ f ,ΘωL٢ f

⟩
dµ(ω)

+

∫ ⟨
ΘωL٢ f ,ΛωL١ f

⟩
dµ(ω) +

∫
Ω

∥ΘωL٢ f ∥٢dµ(ω)

=

∫
Ω

∥ΛωL١ f ∥٢dµ(ω) + ٢∥ f ∥٢ +
∫
Ω

∥ΘωL٢ f ∥٢dµ(ω).

بنابراین

٢∥ f ∥٢ ≤
∫
Ω

∥(ΛωL١ + ΘωL٢) f ∥٢dµ(ω) ≤ (BΛ∥L٢∥١ + ٢ + BΘ∥L٢∥٢
)∥ f ∥٢.

دیگر طرف از می باشد. پیوسته g-قاب یک Γ لذا

T ∗Γ = T ∗ΛL١ + T ∗ΘL٢.

هستند. معادل (٢) و (١) ،١ . ٩ قضیه ی به بنا نتیجه در

است. کامل برهان ،٣ . ١ قضیه ی به بنا لذا ،TΓ = L∗١TΛ + L∗٢TΘ چون (١)⇔ (٣)

Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} و باشد σ-متناهی اندازه ی فضای (Ω, µ) کنیم فرض .٣ . ٣ گزاره
عملگر اگر باشد. پیوسته g-بسل خانواده ی Θ = {Θω ∈ B(K ,Kω) : ω ∈ Ω} و پیوسته g-قاب یک

یک Λ و پیوسته g-قاب یک Θ اگر همچنین می باشد. پیوسته g-قاب یک Θ آن گاه باشد، پوشا SΘΛ

پوشاست. SΘΛ آن گاه باشد، ریس-گونه پیوسته ی g-قاب

به بنا طرفی از پوشاست. TΘ عملگر SΘΛ = TΘT ∗
Λ

رابطه ی به بنا پوشاست، SΘΛ چون اثبات.

اگر است. پیوسته g-قاب یک Θ ،١ . ٧ قضیه ی به بنا نتیجه در است. کراندار TΘ عملگر ،۶ . ١ گزاره ی

قضیه های به بنا صورت این در باشد، پیوسته g-قاب یک Θ و ریس-گونه پیوسته ی g-قاب یک Λ

پوشاست. SΘΛ عملگر بنابراین و هستند پوشا TΘ و T ∗
Λ

عملگر های ،١ . ٧ و ١ . ٩



١١۶٩ - ١١٧۵ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها عبداله پور/ خدمتی،

و پیوسته g-قاب یک Λ = {Λω ∈ B(H ,Kω) : ω ∈ Ω} کنیم فرض .۴ . ٣ قضیه
،٠ < λ < AΛ که λ ثابت و باشد پیوسته بسل -g خانواده ی  Θ = {Θω ∈ B(K ,Kω) : ω ∈ Ω}

که طوری به باشد داشته وجود

∥SΘΛ f − SΛ f ∥ ≤ λ∥ f ∥, f ∈ H .

باشد. ریس-گونه پیوسته ی g-قاب یک Θ اگر تنها و اگر است ریس-گونه پیوسته ی g-قاب یک Λ

داریم f ∈ H هر برای اثبات.

∥SΘΛ f ∥ = ∥SΘΛ f − SΛ f + SΛ f ∥ ≥ ∥SΛ f ∥ − ∥SΘΛ f − SΛ f ∥

≥ (AΛ − λ)∥ f ∥.

دیگر طرف از است. بسته برد با یک به یک عملگر SΘΛ لذا

∥SΛΘ f − SΛ f ∥ ≤ ∥(SΘΛ − SΛ)∗∥∥ f ∥ ≤ λ∥ f ∥.

بنابراین می باشد. بسته برد با یک به یک عملگر هم SΛΘ بنابراین

ran SΘΛ = (ker SΛΘ)⊥ = H ,

و SΘΛ = TΘT ∗
Λ

رابطه ی به بنا لذا و هستند معکوس پذیر SΛΘ و SΘΛ پس . ran SΛΘ = H و

به بنا درنتیجه باشد. معکوس پذیر T ∗
Θ

اگر تنها و اگر است معکوس پذیر T ∗
Λ

عملگر ،SΘΛ = TΘT ∗
Λ

است. کامل برهان ،١ . ٩ قضیه ی
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