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چکیده
هولدر-مک کارتی برداری حالت نامساوی بررسی به مقاله این در

برخی می کنیم نامساوی، سعی این بهبود از استفاده با و می پردازیم

به ویژه، بخشیم. بهبود را برداری حالت شده ی شناخته نامساوی های

برای بردارها روی p-نرم ها برای مثلث نامساوی از دقیقی تخمین

صورت به را (u, v ∈ Rn)

( ∥u + v∥p
∥u∥p + ∥v∥p

)p


≤ ١ − α(p) ∥w∥pp p ≥ ٢;

≥ ١ − α(p) ∥w∥pp ١ ≤ p ≤ ٢;

= ١ − α(٢) ∥w∥٢٢ p = ٢,

است. بردار دو حسب بر ضریبی α(p) آن در که می کنیم بیان
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مقدمه . ١

و تحقیقاتی زمینه های از بسیاری در آنها نقش ریاضی آنالیز بر علاوه که محدب، توابع مطالعه

این مشهورترین شاید است. خورده گره نامساوی ها با محسوسی شیوه به است،  برجسته بسیار کاربردی

پژوهشگران از بسیاری توجه مرکز در همچنان آن معرفی از دراز سالیان گذشت از پس که هم، نامساوی ها

مدل سازی شاخه های برخی در ماتریسی فضاهای کاربرد دیگر، سوی از می باشد. ینسن١ نامساوی است،

باعث مساله این و کرده جلب خود به را پژوهشگران از بسیاری توجه کوانتومی مکانیک همانند سیستم ها

گیرند. قرار بررسی مورد فضاها این در کلاسیک آنالیز شده شناخته حقایق شده

v ∈ Cn مانند بردار هر باشد. مختلط درایه های با n × n ماتریس های همه جبر Mn کنیم فرض

A∗ آن در که A = A∗ هرگاه نامیم هرمیتی٢ را A ماتریس می گیریم. نظر در ستونی ماتریس یک را

دست به حاصل ماتریس درایه های همه کردن مزدوج و A ماتریس کردن ترانهاده از که است ماتریسی

باشند. مثبت حقیقی اعداد A ویژه  مقادیر همه هرگاه نامیم معین مثبت را A هرمیتی ماتریس می آید.

مقاله، ادامه در می نامیم. نیمه معین مثبت را A ماتریس باشند، نامنفی حقیقی اعداد A ویژه مقادیر اگر

است. نیمه معین مثبت ماتریس همان مثبت، ماتریس از منظور

یک U آن در که است A = U∗DU صورت به طیفی نمایش دارای A مانند هرمیتی ماتریس هر

ماتریس ویژه مقادیر همان آن اصلی قطر روی درایه های که است قطری ماتریس یک D و یکانی ماتریس

روی پیوسته و حقیقی تابعی f اگر هستند. تعریف قابل ماتریسی توابع نمایش این کمک با هستند. A

نیز f (A) باشند، واقع J بازه در ویژه اش مقادیر که A مانند هرمیتی ماتریس هر برای آنگاه باشد،  J بازه

کیان). (محسن kian@ub.ac.ir ایمیلها: آدرس
http://doi.org/10.22072/wala.2022.558037.1393 © (١۴٠١) جبرخطی و موجک ها
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صورت به که است هرمیتی ماتریس یک

A = U∗



µ١ ٠ · · · ٠

٠ µ٢ · · · ٠
...

. . .

٠ ٠ · · · µn


U =⇒ f (A) = U∗



f (µ١) ٠ · · · ٠

٠ f (µ٢) · · · ٠
...

. . .

٠ ٠ · · · f (µn)


U

کند. مراجعه [٣] کتاب به می تواند خواننده بیشتر جزئیات یافتن برای می شود. تعریف

Mn در هرمیتی ماتریس های همه σ(J) از منظور است، حقیقی اعداد از بازه یک J وقتی ادامه، در

دارند. قرار J بازه در آنها ویژه مقادیر که است

تابع هر برای f (v∗Av) ≤ v∗ f (A)v برداری٣ حالت فرم به را ینسن نامساوی [٩] نویسندگان

عددی فرم داده اند. ارائه v ∈ Cn یکه بردار هر و A ∈ σ(J) هرمیتی ماتریس هر و J روی f حقیقی

شده شناخته نامساوی که کنیم اشاره است لازم می شود. نتیجه نامساوی این از راحتی به ینسن نامساوی

صورت به هولدر-مک کارتی۴

(v∗Av)p ≤ v∗Apv (p ≥ ١ یا p ≤ ٠)

(v∗Av)p ≥ v∗Apv (١ ≤ p ≤ ٢)

خود هولدر-مک کارتی نامساوی هستند. f (t) = tp توانی توابع مورد در ینسن نامساوی نشان دهنده

کاملا مینکوسکی۵ و هولدر نامساوی های کلاسیک، آنالیز در است. نتایج از بسیاری برقراری ضامن

ضرب عمل جابجایی عدم ویژگی دلیل به ماتریسی آنالیز در دارند. فراوانی کاربرد و هستند شده شناخته

نامساوی هایی که می کنیم نشان خاطر البته است. شده روبرو چالش هایی با آنها بررسی ماتریسی،  فضای در

ماتریسی نمونه های به نسبت کمتری چالش آنها بررسی و هستند برداری حالت هولدر-مک کارتی، مانند

دارند.

3vector state
4Hölder-McCarthy
5Minkowski
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بخشید بهبود می توان را هولدر-مک کارتی نامساوی  ،p ≥ ٢ که هنگامی داده ایم نشان [۵] در

(v∗Av)p ≤ v∗Apv − v∗|A − v∗Av|pv. (١ . ١)

به بیشتر مطالعه برای می دهد. دست به نامعادلات از رشته ای بهبود برای ابزاری (١ . ١) نامساوی

برخی برداری حالت می کنیم سعی (١ . ١) کارگرفتن به با مقاله این در کنید. مراجعه [١٠ ،۴ ،٢]

مینکوسکی و هولدر برداری حالت نامساوی های ویژه، به نمائیم. بیان را شده اشاره ازنامساوی های

اشاره آنها از برخی عددی فرم های به نتایج، واضح تر ترسیم برای و می بخشیم بهبود را [٩] در شده اثبات

می کنیم.
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اصلی نتایج . ٢

می پردازیم. حقیقی توابع از رده ای معرفی به ابتدا

مانند ثابت عددی ،x ≥ ٠ هر برای هرگاه گویند دوم درجه فوق را f : [٠,∞)→ R تابع .٢ . ١ تعریف
نامساوی y ≥ ٠ هر برای که طوری به باشد داشته وجود Cx ∈ R

f (y) ≥ f (x) +Cx(y − x) + f (|y − x|)

بعلاوه، است. محدب تابع یک مثبت، دوم درجه فوق تابع هر که شود می دیده راحتی به باشد. برقرار

رابطه که شود می نتیجه ٢ . ١ تعریف از

f (tx + (١ − t)y) ≤ t f (x) + (١ − t) f (y) − t f ((١ − t)|x − y|) − (١ − t) f (t|x − y|) (٢ . ١)

توابع شده، شناخته دوم درجه فوق توابع از دسته ای است. برقرار t ∈ [٠, ١] هر و x, y ≥ ٠ هر برای

هستند. دوم درجه فوق ،q ∈ [١, ٢] هر و p ≥ ٢ هر برای t 7→ −tq و t 7→ tp توابع هستند. توانی

کنید. مراجعه [٧ ،١] به دوم درجه فوق توابع از بیشتر ویژگی های یافتن برای

عنوان به دارد. کاربرد فضاها برخی هندسه مطالعه در مینکوسکی نامساوی می دانیم، که همان طور

می گیرند. بهره نامساوی این معادل های از نرم دار فضاهای از برخی نرم ویژگی های دادن نشان برای مثال،

صورت به که هستند Rn فضای در شده شناخته نرم های از دسته ای p-نرم ها،

∥u∥p =
 n∑

i=١
|ui|p

١/p

, (u ∈ Rn, p ≥ ١),

این مورد در مثلثی نامساوی برای دقیقی تخمین مقاله، این نتیجه اولین عنوان به می شوند. تعریف

می کنیم. بیان نرم



١٧٧ - ١٨٢١٩٢ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها کیان/

آنگاه ،p ≥ ٢ اگر .٢ . ٢ قضیه

∥u + v∥p ≤
(
١ − α(p)∥w∥pp

)١/p (
∥u∥p + ∥v∥p

)
(٢ . ٢)

و است |ui|
∥u∥p −

|vi|
∥v∥p درایه های با برداری w آن در که است برقرار u, v ∈ Rn بردار دو هر برای

α(p) =
∥v∥pp∥u∥p + ∥u∥pp∥v∥p

(∥u∥p + ∥v∥p)p+١ .

تساوی ،∥ · ∥٢ اقلیدسی نرم برای به ویژه، است. برقرار (٢ . ٢) نامساوی عکس آنگاه  ،١ ≤ p ≤ ٢ اگر

∥u + v∥٢ =
√

١ − α(٢)∥w∥٢٢ (∥u∥٢ + ∥v∥٢) (٢ . ٣)

است. برقرار

تحدب از استفاده با آنگاه ،p ≥ ٢ اگر .λ ∈ [٠, ١] و باشند Rn در بردار دو u, v کنیم فرض اثبات.

بنویسیم می توانیم t 7→ tp تابع بودن صعودی و t 7→ |t| تابع

∥(١ − λ)u + λv∥pp =
n∑

i=١
|(١ − λ)ui + λvi|p ≤

n∑
i=١

((١ − λ)|ui| + λ|vi|)p . (۴ . ٢)

داریم i = ١, . . . , n هر برای (٢ . ١) از استفاده با و است دوم درجه فوق t 7→ tp تابع که کنید توجه

((١ − λ)|ui| + λ|vi|)p ≤ (١ − λ)|ui|p + λ|vi|p −
(
λ(١ − λ)p + (١ − λ)λp) | |ui| − |vi| |p .

(۵ . ٢)

می گیریم نتیجه (۵ . ٢) و (۴ . ٢) از

∥(١ − λ)u + λv∥pp ≤ (١ − λ)∥u∥pp + λ∥v∥pp −
(
λ(١ − λ)p + (١ − λ)λp) ∥∥∥wu,v

∥∥∥p
p (۶ . ٢)
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به توجه با می باشد. wu,v = (|u١| − |v١|, . . . , |un| − |vn|) صورت به Rn در برداری wu,v آن در که

v و u می کنیم فرض است، برقرار تساوی (٢ . ٢) در آنگاه باشد، صفر v یا u بردارهای از یکی اگر اینکه

که است واضح باشند. Rn در ناصفر بردار دو

( ∥u + v∥p
∥u∥p + ∥v∥p

)p

=

∥∥∥∥∥∥ ∥u∥p
∥u∥p + ∥v∥p

× u
∥u∥p

+
∥v∥p

∥u∥p + ∥v∥p
× v
∥v∥p

∥∥∥∥∥∥p

p
.

دست به (۶ . ٢) در v و u به جای ترتیب به v
∥v∥p و u

∥u∥p جانشانی با و λ = ∥u∥p
∥u∥p+∥v∥p دادن قرار با

می آوریم

( ∥u + v∥p
∥u∥p + ∥v∥p

)p

≤ ١ − α(p) ∥w∥pp (٢ . ٧)

دیگر سوی از است. قضیه صورت در شده اشاره عدد همان α(p) عدد و است مطلوب نامساوی که

به توجه با رو ، این از است. دوم درجه  فوق تابع یک ١ ≤ q ≤ ٢ هر برای f (t) = −tq تابع می دانیم

نامساوی که در می یابیم برهان، نخست قسمت

(
١ − α(q)∥w∥qq

)١/q (
∥u∥q + ∥v∥q

)
≤ ∥u + v∥q (١ ≤ q ≤ ٢) (٢ . ٨)

ما (٢ . ٨) و (٢ . ٢) آنگاه  ،p = q = ٢ دهیم قرار اگر اکنون است. برقرار u, v ∈ Rn بردار دو هر برای

است. برقرار (٢ . ٣) تساوی که می رساند نتیجه این به را

به تبدیل مثلث نامساوی که می دانیم کنیم. بیان نکته چند است لازم شد، بیان که قضیه ای مورد در

توجه حقیقت، این گرفتن نظر در با باشد. دیگری از ثابتی ضریب بردارها از یکی هرگاه می شود تساوی

باشد موجود c مانند عددی اگر می دهد. دست به نامساوی این برای دقیق تخمینی ٢ . ٢ قضیه که کنید

حاصل p هر ازای به مطلوب تساوی نتیجه در و است صفر بردار ،(٢ . ٢) در w بردار آنگاه ،u = cv که

می شود.
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داریم: شد بیان آنچه از استفاده با  ،u, v ∈ Rn بردار دو هر برای اینکه بعد نکته

( ∥u + v∥p
∥u∥p + ∥v∥p

)p


≤ ١ − α(p) ∥w∥pp p ≥ ٢;

≥ ١ − α(p) ∥w∥pp ١ ≤ p ≤ ٢;

= ١ − α(٢) ∥w∥٢٢ p = ٢.

(٢ . ٩)

کند. مراجعه [٨] مرجع به مثلثی نامساوی خصوص در نتایجی یافتن برای می تواند علاقمند خواننده ی

داریم. نیاز زیر لم دو مقاله، به این نتایج ادامه بیان برای

نامعادله آنگاه باشد، دوم درجه فوق تابع یک f : [٠,∞)→ R اگر [ ٢ . ١ قضیه ،۵] .٢ . ٣ لم

f (v∗Av) ≤ v∗ f (A)v − v∗ f (|A − v∗Av|)v (٢ . ١٠)

است. برقرار Cn در v یکه بردار هر و A مثبت ماتریس هر برای

f : [٠,∞)→ R اگر باشند. پیوسته توابعی g, ω : [a, b]→ R+ کنیم فرض [ ٣ . ٢ قضیه ،۶] .۴ . ٢ لم
نامعادله آنگاه باشد، دوم درجه فوق تابع یک

f
(
v∗g(A)ω(A)v

v∗ω(A)v

)
≤ ١

v∗ω(A)v
v∗( f og)(A)ω(A)v (٢ . ١١)

− ١
v∗ω(A)v

v∗ f
(∣∣∣∣∣g(A) − v∗g(A)ω(A)v

v∗ω(A)v

∣∣∣∣∣) v

است. برقرار Cn در v بردار هر و A ∈ σ([a, b]) ماتریس هر برای

را قضیه این از حاصل نتایج مقاله این ادامه در کنیم. بیان را اصلی نتیجه دومین می توانیم اکنون

ماتریس و [٠,∞) بازه روی f پیوسته تابع برای می باشند. هولدر نامساوی از بهبودی شامل که می آوریم
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می کنیم: تعریف زیر صورت به را ∆ کمیت ،x,m مثبت و حقیقی عدد دو و ،A مثبت

∆ f (m, x, v, A) = f
(
∥v∥٢

m − ∥v∥٢
∣∣∣∣∣x − v∗Av

v∗v

∣∣∣∣∣) + v∗( f
(∣∣∣A − v∗Av

v∗v

∣∣∣) + f
(∣∣∣x − v∗Av

v∗v

∣∣∣))v
m − ∥v∥٢ .

اگر باشد. مثبت ماتریس یک A و باشند پیوسته توابعی g, ω : R+ → R+ کنیم فرض .۵ . ٢ قضیه
نامساوی آنگاه باشد،  دوم درجه فوق تابع یک f : [٠,∞)→ R

f
(
mx − v∗g(A)ω(A)v

m − v∗ω(A)v

)
≥ m f (x) − v∗ f (g(A))ω(A)v

m − v∗ω(A)v
+ ∆ f (m, x, ω(A)١/٢v, g(A)),

(٢ . ١٢)

است. برقرار x مثبت عدد هر و ∥v∥٢ ≤ m شرط با v ∈ Cn بردار هر برای

و q < ٠ به طوری که باشند حقیقی اعدادی p, q و باشند مثبت حقیقی اعداد a, b کنیم فرض اثبات.
نوشت می توان (٢ . ١) از استفاده با و است یک و صفر بین عددی p+q

p صورت این در .p + q > ٠

f
(

p + q
p

a − q
p

b
)
≤ p + q

p

[
f (a) − f

(
−q

p
|a − b|

)]
− q

p

[
f (b) − f

(
p + q

p
|a − b|

)]
.

داریم a و b جای به ترتیب به px+qy
p+q و y دادن قرار با

f
(

px + qy
p + q

)
− f

(
−q

p + q
|x − y|

)
≥ p f (x) + q f (y)

p + q
− q

p + q
f (|x − y|) (٢ . ١٣)

توابعی g, ω : R+ → R+ کنیم فرض ،v ∈ Cn بردار و A مثبت ماتریس داشتن اختیار در با اکنون

دادن قرار با .v∗ω(A)v ≤ m باشیم داشته m مانند ثابتی مثبت عدد برای که طوری به باشند پیوسته

p := m, q := −v∗ω(A)v, y :=
v∗g(A)ω(A)v

v∗ω(A)v



١٨۶١٧٧ - ١٩٢ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها کیان/

می آوریم دست به (٢ . ١٣) رابطه در

f
(
mx − v∗g(A)ω(A)v

m − v∗ω(A)v

)
− f

(
v∗ω(A)v

m − v∗ω(A)v

∣∣∣∣∣x − v∗g(A)ω(A)v
v∗ω(A)v

∣∣∣∣∣)

≥
m f (x) − v∗ω(A)v f

(v∗g(A)ω(A)v
v∗ω(A)v

)
m − v∗ω(A)v

+
v∗ω(A)v

m − v∗ω(A)v
f
(∣∣∣∣∣x − v∗g(A)ω(A)v

v∗ω(A)v

∣∣∣∣∣) . (١۴ . ٢)

بنویسیم می توانیم ۴ . ٢ لم از ه استفاد با دیگر طرف از

m f (x) − v∗ω(A)v f
(
v∗g(A)ω(A)v

v∗ω(A)v

)
≥ m f (x) − v∗ f (g(A))ω(A)v + v∗ f

(∣∣∣∣∣g(A) − v∗g(A)ω(A)v
v∗ω(A)v

∣∣∣∣∣) v. (١۵ . ٢)

می گیریم نتیجه (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) ترکیب از

f
(
mx − v∗g(A)ω(A)v

m − v∗ω(A)v

)
≥ m f (x) − v∗ f (g(A))ω(A)v

m − v∗ω(A)v
+ ∆ f (m, x, ω(A)١/٢v, g(A)),

است. نظر مورد نتیجه همان که

که هنگامی کنید دقت ابتدا مینکوسکی، و هولدر نامساوی در ۵ . ٢ قضیه کاربرد به پرداختن از قبل

صورت به ۵ . ٢ قضیه حکم باشند، ω(t) = ١ ثابت تابع و g(t) = t همانی تابع ترتیب به ω و g توابع

در می آید: زیر

f
(
mx − v∗Av
m − ∥v∥٢

)
≥ m f (x) − v∗ f (A)v

m − ∥v∥٢ + ∆ f (m, x, v, A). (١۶ . ٢)

و باشند پیوسته توابعی g, h : R+ → R+ کنیم فرض می کنیم. بررسی را ۵ . ٢ قضیه نتایج ادامه در

p اگر .v∗h(A)qv ≤ m١ که باشد مثبت عددی m١ و q ≤ ٢ کنیم فرض باشد. مثبت ماتریس یک A

عدد m٢ کنیم فرض است. دوم درجه فوق t 7→ tp تابع نتیجه در و p ≥ ٢ آنگاه باشد، q مزدوج نمایه

.v∗g(A)pv ≤ m٢ که طوری به باشد مثبتی



١٧٧ - ١٨٧١٩٢ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها کیان/

به g(t)h(t)−q/p تابع جایگزینی و ω(t) = h(t)q ، f (t) = tp دادن قرار و ۵ . ٢ قضیه از استفاده با

داشت خواهیم g تابع جای

(
m١x − v∗g(A)h(A)v

)
≥ (

m١ − v∗h(A)qv
)١/q

×
[(

m١xp − v∗g(A)pv
)
+

(
m١ − v∗h(A)qv

)
∆ f (m١, x, h(A)q/٢v, g(A)h(A)−q/p)

]١/p
.

کران یک  ،m٢ و m١ جای به ترتیب به mp
٢ و mq

١ جایگزینی و x := (m٢/m١)١/p دادن قرار با پایان در

می آید: دست به زیر فرم به هولدر نامساوی برای پایین

(
m١m٢ − v∗g(A)h(A)v

)
≥

(
mq

١ − v∗h(A)qv
)١/q

×
[(

mp
٢ − v∗g(A)pv

)
+

(
mq

١ − v∗h(A)qv
)
∆ f (m

q
١, x, h(A)q/٢v, g(A)h(A)−q/p)

]١/p
.

عبارت از فوق نامساوی راست طرف که کنید توجه

(
mq

١ − v∗h(A)qv
)١/q (

mp
٢ − v∗g(A)pv

)١/p

است. [٩] در آن مشابه از بهتر اخیر نامساوی ،q ≥ ٢ برای نتیجه در و است بزرگتر

بهبود را مینکوسکی و هولدر نامساوی های می توان ۴ . ٢ لم از مستقیم استفاده با که است حالی در این

q کنیم فرض است. دوم درجه فوق f (t) = tp تابع صورت آن در که باشد p ≥ ٢ کنیم فرض بخشید.

در g تابع جای به g(t) = g(t)h(t)−q/p جایگذاری و ω(t) = h(t)q دادن قرار با باشد. p مزدوج نمایه

می شود: حاصل هولدر برداری حالت یافته بهبود نامساوی  ،۴ . ٢ لم

باشد، آنگاه مثبت ماتریس یک A ∈ Mn و باشند پیوسته توابعی g, h : R+ → R+ اگر .۶ . ٢ نتیجه



١٧٧ - ١٨٨١٩٢ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها کیان/

برداری حالت نامساوی

v∗g(A)h(A)v ≤ [
v∗h(A)qv

]١
q

[
v∗g(A)pv − v∗

∣∣∣∣∣g(A)h(A)١−q − v∗g(A)h(A)v
v∗h(A)qv

∣∣∣∣∣p v
] ١

p

≤ [
v∗h(A)qv

]١
q
[
v∗g(A)pv

] ١
p (٢ . ١٧)

است. برقرار v ∈ Cn بردار هر و p ≥ ٢ هر برای

روندی با است، دوم درجه فوق تابع یک p ∈ [١, ٢] هر برار f (t) = −tp تابع چون دیگر طرف از

نامساوی حالت، این در که می کنیم دقت می باشد. برقرار زیر صورت به هولدر عکس نامساوی بالا، مشابه

است. برقرار همچنان هولدر

باشد، آنگاه مثبت ماتریس یک A ∈ Mn و باشند پیوسته توابعی g, h : R+ → R+ اگر .٢ . ٧ نتیجه
برداری حالت نامساوی

[
v∗h(A)qv

]١
q

[
v∗g(A)pv − v∗

∣∣∣∣∣g(A)h(A)١−q − v∗g(A)h(A)v
v∗h(A)qv

∣∣∣∣∣p v
] ١

p

≤ v∗g(A)h(A)v

≤ [
v∗h(A)qv

]١
q
[
v∗g(A)pv

] ١
p

است. برقرار v ∈ Cn بردار هر و p ∈ [١, ٢] هر برای

باشد a١, . . . , an مثبت درایه های با قطری ماتریسی A می کنیم فرض روشن تر، تصویری یافتن برای

همه که باشد برداری v ∈ Cn اگر .h(ai) = xi و g(ai) = yi می دهیم قرار i = ١, . . . , n هر برای و



١٧٧ - ١٨٩١٩٢ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها کیان/

می شود: تبدیل زیر نامساوی به (٢ . ١٧) آنگاه است،  یک عدد آن درایه های

n∑
i=١

xiyi ≤
 n∑

i=١
xq

i


١
q
 n∑

i=١
yp

i −
n∑

i=١

∣∣∣∣∣∣∣yix
١−q
i −

∑n
j=١ x jy j∑n

j=١ xq
j

∣∣∣∣∣∣∣
p

١
p

(٢ . ١٨)

≤
 n∑

i=١
xq

i


١
q
 n∑

i=١
yp

i


١
p

.

کاربرد است، هولدر نامساوی نتایج از یکی که مینکوسکی شده شناخته نامساوی کلاسیک،  آنالیز در

داده اند ارائه آن برای را برداری حالت نسخه ی [٩] در نویسندگان دارد. زیادی

(
v∗ (g(A) + h(A))p v

) ١
p ≤ (

v∗g(A)pv
) ١

p +
(
v∗h(A)pv

) ١
p (p > ١). (٢ . ١٩)

دهیم. بهبود نیز را مینکوسکی برداری حالت نامساوی می توانیم ۶ . ٢ نتیجه از استفاده با

باشد، آنگاه مثبت ماتریس یک A ∈ Mn و باشند پیوسته توابعی g, h : R+ → R+ اگر .٢ . ٨ نتیجه
برداری حالت نامساوی

(
v∗ (g(A) + h(A))p v

) ١
p

≤
(
v∗g(A)pv − v∗

∣∣∣∣∣∣(I + g(A)−١h(A))−١ − v∗g(A)(g(A) + h(A))p−١v
v∗ (g(A) + h(A))p v

∣∣∣∣∣∣p v
) ١

p

+

(
v∗h(A)pv − v∗

∣∣∣∣∣∣(I + g(A)h(A)−١−(١ − v∗h(A)(g(A) + h(A))p−١v
v∗ (g(A) + h(A))p v

∣∣∣∣∣∣p v
) ١

p

است. برقرار v ∈ Cn بردار هر و p ≥ ٢ هر برای

تابع جایگذاری و ۶ . ٢ نتیجه گیری بکار با باشد. p مزدوج نمایه q و p ≥ ٢ کنیم فرض اثبات.



١٧٧ - ١٩٠١٩٢ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها کیان/

می آوریم به دست h تابع جای به (g + h)p−١

(
v∗ (g(A) + h(A))p−١ g(A)v

)
≤ (

v∗ (g(A) + h(A))p v
)١

q (٢ . ٢٠)

×
(
v∗g(A)pv − v∗

∣∣∣∣∣∣(I + g(A)−١h(A))−١ − v∗g(A)(g(A) + h(A))p−١v
v∗ (g(A) + h(A))p v

∣∣∣∣∣∣p v
) ١

p

.

و (p − ١)q = p که کنید توجه بالا نامساوی مورد در

g(A) (g(A) + h(A))(p−١)(١−q) = (I + g(A)−١h(A))−١.

زیر رابطه به را ما g تابع جای به (g + h)p−١ تابع جایگذاری و ۶ . ٢ نتیجه بکارگیری مشابه، طور به

می رساند

(
v∗ (g(A) + h(A))p−١ h(A)v

)
≤ (

v∗ (g(A) + h(A))p v
)١

q (٢ . ٢١)

×
(
v∗h(A)pv − v∗

∣∣∣∣∣∣(I + g(A)h(A)−١−(١ − v∗h(A)(g(A) + h(A))p−١v
v∗ (g(A) + h(A))p v

∣∣∣∣∣∣p v
) ١

p

.

در حاصل رابطه طرفین کردن ضرب و (٢ . ٢١) و (٢ . ٢٠) طرفین کردن جمع با

(
v∗ (g(A) + h(A))p v

)−١
q

که کرد دقت باید می رسیم. نظر مورد نتیجه به

(
v∗ (g(A) + h(A))p v

)
=

(
v∗ (g(A) + h(A))p−١ g(A)v

)
+

(
v∗ (g(A) + h(A))p−١ h(A)v

)
.



١٧٧ - ١٩١١٩٢ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها کیان/

عبارت از ٢ . ٨ نتیجه در شده داده نامساوی راست طرف است، پیدا که همان طور کنیم اشاره باید

(
v∗g(A)pv

) ١
p +

(
v∗h(A)pv

) ١
p

است. کوچکتر

دریافت می توان است،  دوم درجه فوق f (t) = −tp تابع آنجائیکه از  ،١ ≤ p ≤ ٢ که زمانی

(
v∗g(A)pv

) ١
p +

(
v∗h(A)pv

) ١
p

≥ (
v∗ (g(A) + h(A))p v

) ١
p

≥
(
v∗g(A)pv − v∗

∣∣∣∣∣∣(I + g(A)−١h(A))−١ − v∗g(A)(g(A) + h(A))p−١v
v∗ (g(A) + h(A))p v

∣∣∣∣∣∣p v
) ١

p

+

(
v∗h(A)pv − v∗

∣∣∣∣∣∣(I + g(A)h(A)−١−(١ − v∗h(A)(g(A) + h(A))p−١v
v∗ (g(A) + h(A))p v

∣∣∣∣∣∣p v
) ١

p

.

با می شود سبب h و g دلخواه توابع بکارگیری شده، بیان نامساوی های در که کنیم اشاره است لازم

g(t) = t دهید قرار مثال، عنوان به آورد. دست به فراوانی نتایج بتوان توابع این جای به مناسب انتخاب

فرم به ۶ . ٢ نتیجه صورت دراین .h(t) = t−١ و

(
v∗A−qv

)−١
q ≤

(
v∗g(A)pv − v∗

∣∣∣∣∣Aq − ١
v∗A−qv

∣∣∣∣∣p v
) ١

p

اخیر نامساوی  ،١ ≤ p ≤ ٢ که حالتی در است. برقرار p ≥ ٢ عدد هر و v ∈ Cn یکه بردار هر برای

شد. خواهد برعکس

g(t) = t توابع با ٢ . ٨ نتیجه بکارگیری .p ≥ ٢ و  باشد مثبت حقیقی عدد یک α کنیم فرض به علاوه،

نامساوی به منجر h(t) = α − t و

α ≤
[
v∗Apv − v∗

∣∣∣A − v∗Av
∣∣∣p v

] ١
p
+

[
v∗(α − A)pv − v∗

∣∣∣A − v∗Av
∣∣∣p v

] ١
p (٢ . ٢٢)



١٧٧ - ١٩٢١٩٢ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها کیان/

می شود. ∥A∥ ≤ α شرط با A مثبت ماتریس هر و v ∈ Cn یکه بردار هر برای
کرد. بررسی را نامساوی ها این عددی حالت می دهد، رخ آنچه بهتر درک برای می توان قبل مانند
A = می دهیم قرار شده اند. مرتب نزولی ترتیب به که باشند مثبتی اعداد x١, . . . , xn کنیم فرض

نامساوی صورت این در .diag(x١, . . . , xn)

x١ −

 n∑
i=١
λix

p
i −

n∑
i=١
λi

∣∣∣∣∣∣∣∣xi −
n∑

j=١
λ jx j

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

١
p

≤

 n∑
i=١
λi(x١ − xi)p −

n∑
i=١
λi

∣∣∣∣∣∣∣∣xi −
n∑

j=١
λ jx j

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

١
p

است. برقرار p ≥ ٢ عدد هر برای
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