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مقدمه . ١

هندسی شهود کمتر، و ٣ بعد در که است استوار زاویه و طول مفهوم دو بر اقلیدسی فضاهای هندسۀ

عبارت بردار دو داخلی ضرب هندسی تعریف اقلیدسی، فضاهای در داریم. دست در دو این از مناسبی

وابسته بردار دو بین زاویۀ به تعریف این البته که دیگری روی بر بردار دو از یکی تصویر اندازۀ از است

به کار فضا هندسی ویژگی های مشخصه سازی برای را جبری ابزارهای بالاتر بعد با فضاهای در است.

در آن ها هندسۀ شناخت برای مناسبی ابزار فضاها این در داخلی ضرب جبریِ تعریف واقع، در می  گیریم.

فوریه، آنالیز تقریب، نظریۀ تابعی، آنالیز در قدرتمندی ابزار تعامد مفهوم به ویژه، می دهد. قرار ما اختیار

نقشی مفهوم، این همچنین است. آن ها به وابسته علوم سایر و تصویر پردازش نظریۀ موجک ها، نظریۀ

.[١٨ ،١١] می کند ایفا نرمدار فضاهای هندسی ویژگی های شناخت در کلیدی

ضرب از که دارد وجود تعامد رابطۀ یک تنها (X, ⟨·, ·⟩) داخلی ضرب فضای در می دانیم که همانطور

⟨x, y⟩ = ٠ اگر است متعامد y ∈ X بردار بر x ∈ X بردار دقیق تر، عبارت به می شود. حاصل داخلی

از عبارتند داخلی ضرب فضاهای در تعامد اساسی ویژگی های برخی .(x ⊥ y می نویسیم این صورت (در

x؛ = ٠ اگر تنها و اگر x ⊥ x : ناتباهیدگی الف)

αx؛ ⊥ βy ،α, β ∈ R هر برای آن گاه ،x ⊥ y اگر بودن): (همگن همگنی ب)

y؛ ⊥ x آن گاه ،x ⊥ y اگر بودن): (متقارن تقارن پ)

در .yn → y و xn → x که باشند چنان X در {yn} و {xn} دنباله های کنیم فرض پیوستگی: ت)

x؛ ⊥ y آن گاه ،xn ⊥ yn ،n ∈ N هر برای اگر این صورت

x؛ ⊥ (y + z) آن گاه ،x ⊥ z و x ⊥ y اگر بودن: جمعی ث)

وجود α ∈ R عدد ،x, y ∈ X خطی مستقل بردار دو هر برای بودن): (وجودی وجودی ویژگی ج)

دوبعدی زیرفضای هر در برهم عمود ناصفر بردار دو وجود ویژگی، این .x ⊥ (αx + y) که به طوری دارد

می کند. تضمین را X از

حقیقی) نرمدار (فضای (R) حقیقی اعداد میدان روی نرمدار فضای یک (X, ∥ · ∥) کنیم فرض

طول در نیست. یکتا X روی تعامد مفهوم نمی شود، القا داخلی ضرب یک از X نرم زمانی که باشد.

قرار مطالعه مورد و معرفی ریاضی دانان به وسیلۀ نرمدار فضاهای در تعامد از گوناگونی مفاهیم بیستم قرن

دهقانی). (مهدی m.dehghani@kashanu.ac.ir ایمیلها: آدرس
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به اشاره ای [٩] بِرکوف٢ ١٩٣۵ سال در است. ١ بِرکوف-جیمز تعامد آن ها مشهورترین است. گرفته

مفهوم این برکوف، ایده های از الهام با [٢٠] ٣ جیمز آن از پس داشت. نرمدار فضاهای در تعامد این

او کرد. ارائه آن از دقیق تری و بیشتر ویژگی های و داد گسترش را نرمدار فضاهای در تعامد از جدید

هموار و بودن محدب اکیداً ویژه، به نرمدار، فضاهای هندسی ویژگی های از فراوانی مشخصه سازی های

برکوف افتخار به تعامد این می شود). پیشنهاد [١] (مطالعۀ آورد به دست تعامد این به وسیلۀ را آن ها بودن

است. شده نامیده برکوف-جیمز تعامد جیمز و

اگر است، برکوف-جیمز متعامدِ y ∈ X بردار بر x ∈ X بردار •

∥x + λy∥ ≥ ∥x∥ (∀λ ∈ R).

.x ⊥B y می نویسیم این صورت در

بردارهای طول آن گاه ،(x ⊥ y (یعنی باشند عمود هم بر R٢ اقلیدسی فضای در y و x بردار دو اگر

x بردارهای که هستند مستطیلی قطرهای x + y و x − y بردارهای واقع، در برابرند. x + y و x − y

فضاهای در تعامد هندسی ویژگی  این از الهام با [٢١] جیمز می دهند. تشکیل آن را عرض و طول y و

کرد. معرفی را نرمدار فضاهای در ۴ متساوی الساقین تعامد  اقلیدسی،

در .∥x − y∥ = ∥x + y∥ اگر است، متساوی الساقین متعامد y ∈ X بردار بر x ∈ X بردار •
.x ⊥I y می نویسیم این صورت

فضاهای در تعامد مفاهیم دیگر با آشنایی و شده ذکر تعامدهای از بیشتر اطلاعات آوردن به دست برای

می شود. پیشنهاد خواننده به [٢٧ ،٢۵ ،٢١ ،٢٠ ،١٩ ،١۵ ،١۴ ،٨ ،٧ ،۵ ،۴ ،٢] مراجع مطالعۀ نرمدار،

است عبارت f (x) = ∥x∥٢ ضابطۀ با f : X → R محدّب تابع برای هرمیت-هادامارد۵ نامساوی

1Birkhoff-James
2Birkhoff
3James
4isosceles
5Hermite-Hadamard
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از

∥ x + y
٢
∥٢ ≤
∫ ١

٠
∥(١ − t)x + ty∥٢dt ≤ ∥x∥

٢ + ∥y∥٢
٢

.

نرم یک ∥(x, y)∥٢ := (
∫ ١

٠ ∥(١ − t)x + ty∥٢dt)
١
٢ که است شده ثابت [٢٣] در نامساوی این کمک به

در بیشتر اطلاعات مشاهدۀ برای است. شده نامیده  ٢ -HH-نرم نرم این می کند. تعریف X × X روی

می شود. پیشنهاد [٢٣] مطالعۀ (١ ≤ p < ∞) HH-نرم ها − p مورد

همه جا تقریباً (١ − t)x ⊥I ty که باشند چنان x, y ∈ X اگر ،(X, ∥ · ∥) حقیقی نرمدار فضای در

نتیجه این که [٠, ١] روی همه جا تقریباً ∥(١ − t)x − ty∥ = ∥(١ − t)x + ty∥ آن گاه ،[٠, ١] بازۀ روی

می دهد

∫ ١

٠
∥(١ − t)x − ty∥٢dt =

∫ ١

٠
∥(١ − t)x + ty∥٢dt.

که می شود دیده آسانی به ،(X, ⟨·, ·⟩) داخلی ضرب فضای در همچنین

x ⊥ y⇔
∫ ١

٠
∥(١ − t)x − ty∥٢dt =

∫ ١

٠
∥(١ − t)x + ty∥٢dt (∀x, y ∈ X).

فضاهای در جدیدی تعامد ٢ -HH-نرم ها، اساس بر [١٧] در نویسندگان واقعیت ها، این از الهام با

شده معروف (HH-I (تعامد هرمت-هادامارد نوع از متساوی الساقین تعامد  به که کرده اند تعریف نرمدار

است.

نوع از متساوی الساقین متعامد y ∈ X بردار بر x ∈ X بردار (X, ∥ · ∥) حقیقی نرمدار فضای در •
اگر است، هرمت-هادامارد

∫ ١

٠
∥(١ − t)x − ty∥٢dt =

∫ ١

٠
∥(١ − t)x + ty∥٢dt.

هرمیت-هادامارد نوع از تعامدهای با بیشتر آشنایی برای .x ⊥HH−I y می نویسیم این صورت در
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ببینید. را [٢۴ ،١٧ ،١۶]

نرمداری فضاهای در که دارند خاصی هندسی ویژگی های داخلی ضرب فضاهای می دانیم که همانطور

مشخصه سازی های بیستم قرن در این رو، از نیستند. برقرار نمی شود، القا داخلی ضرب از آن ها نرم که

مشهورترین و اولین است. آمده به دست می شود، القا داخلی ضرب از آن ها نرم که فضاهایی از بسیاری

کافی و لازم شرط که کردند ثابت آن ها آمد. به دست ٧ نیومن فون و ۶ جردن توسط ١٩٣۵ سال در آن ها

متوازی الاضلاع تساوی برقراری شود، القا داخلی ضرب یک توسط نرمدار فضای یک نرم این که برای

اگر است داخلی ضرب فضای نرمدار، فضای یک است که این حقیقت، این مستقیم نتیجۀ .[٢٢] است

مشخصه سازی برای بسیاری روش های باشد. داخلی ضرب فضای آن ٢ -بعدی زیرفضای هر اگر تنها و

واضح است. تعامد مفهوم از استفاده روش ها این مشهورترین از یکی دارد. وجود داخلی ضرب فضاهای

تعامد با HH-I و متساوی الساقین برکوف-جیمز، تعامدهای (X, ⟨·, ·⟩) داخلی ضرب فضای در است که

برکوف- تعامدهای است که ضروری نکته این به توجه همچنین هستند. معادل داخلی ضرب از حاصل

برخی است ممکن اما دارند را بودن وجودی و پیوستگی ناتباهیدگی، ویژگی های متساوی الساقین و جیمز

متقارن متساوی الساقین تعامد واقع، در باشند. نداشته را داخلی ضرب یک از حاصل تعامد ویژگی های از

است همگن برکوف-جیمز تعامد حالی که در نیست. متقارن کلی حالت در برکوف-جیمز، تعامد اما است

جیمز و [١۵] ٨ دی واقعیت ها، این اساس بر نیست. همگن کلی حالت در متساوی الساقین، تعامد و

کردند ثابت آن ها ویژه، به آورده اند. به دست داخلی ضرب فضاهای از مشخصه سازی هایی [٢١ ،٢٠ ،١٩]

باشد. همگن X در متساوی الساقین تعامد اگر فقط و اگر است داخلی ضرب فضای ،X نرمدار فضای که

است. اهمیت حائز [٢١] از زیر نتیجۀ به علاوه،

فضای X این صورت در باشد. ٣ حداقل بعد با نرمدار فضای X کنیم فرض [١ قضیۀ ،٢١] .١ . ١ قضیه
باشد. متقارن X در برکوف-جیمز تعامد اگر تنها و اگر است داخلی ضرب

از بسیاری کتاب این در ٩ امیر می شود. پیشنهاد [٨] مطالعۀ زمینه این در بیشتر نتایج مشاهدۀ برای

کرده گردآوری را آمده به دست متفاوت تعامدهای اساس بر که داخلی ضرب فضاهای مشخصه سازی های

6Jordan
7von Neumann
8Day
9Amir
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کرد. معرفی را سینگر) (تعامد یکانی متساوی الساقین تعامد [٢۶] در ١٠ سینگر است.

یا ∥x∥ ∥y∥ = ٠ اگر هستند، یکانی متساوی الساقین متعامد X نرمدار فضای در y و x بردارهای •
.x ⊥UI y می نویسیم این صورت در . x

∥x∥ ⊥I
y
∥y∥

ویژگی های [٢٨ ،۶] در می شود. پیشنهاد [۵ ،۴] مطالعۀ تعامد این به مربوط نتایج مشاهدۀ برای

آمده به دست آن اساس بر داخلی ضرب فضاهای برای جدید مشخصه سازی  چند و تعامد این از بیشتری

آن اساس بر و کرده اند معرفی را تعامد این از کلی تری شکل [٢۵ ،١۴] در نویسندگان به علاوه، است.

تعامد سینگر، تعریف از الهام با کرده اند. ارائه داخلی ضرب فضاهای برای جدیدی مشخصه سازی های

می کنیم: تعرف زیر صورت به را (UHH-I (تعامد هرمیت-هادامارد نوع از ١١ یکانی متساوی الساقین

بردار بر x ∈ X بردار گوییم این صورت در باشد. حقیقی نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض .١ . ٢ تعریف
یا ∥x∥ ∥y∥ = ٠ اگر است، هرمیت-هادامارد نوع از یکانی متساوی الساقین متعامد y ∈ X

∫ ١

٠

∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ − t

y
∥y∥
∥∥∥٢dt =

∫ ١

٠

∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ + t

y
∥y∥
∥∥∥٢dt.

دیگر عبارت به

x ⊥UHH−I y⇔ ∥x∥ ∥y∥ = ٠ ∨ x
∥x∥ ⊥HH−I

y
∥y∥ .

که است شده ثابت مقاله این در به ویژه، است. آمده به دست [١٧] در HH-I تعامد اساسی ویژگی های

علاوه بر باشد. داخلی ضرب فضای X اگر تنها و اگر است همگن X حقیقی نرمدار فضای در HH-I تعامد

برکوف- تعامد و HH-I تعامد رابطۀ براساس داخلی ضرب فضاهای از بیشتری مشخصه سازی های این،

تعامد و HH-I تعامد مفاهیم از استفاده با داریم قصد مقاله این در است. آمده به دست [١۶] در جیمز

ابتدا منظور، این برای آوریم. به دست داخلی ضرب فضاهای برای جدیدی مشخصه سازی های  ، UHH-I

UHH-I تعامد می دهیم نشان ویژه، به می دهیم. قرار بررسی مورد را UHH-I تعامد اساسی ویژگی های

و یکانی متساوی الساقین برکوف-جیمز، تعامدهای با تعامد این رابطۀ همچنین دارد. وجودی ویژگی

10Singer
11Unitary isosceles orthogonality
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باشد، ٣ حداقل X حقیقی نرمدار فضای بعد این که فرض با سپس، می دهیم. قرار بررسی مورد را HH-I

یک از X نرم این که برای است، ضعیف تر HH-I تعامد بودنِ همگن از که جدید کافی و لازم شرط یک

می آوریم. به دست شود، القا داخلی ضرب

داخلی ضرب فضاهای مشخصه سازی و UHH-I تعامد . ٢

UHH- تعامد ویژگی های ابتدا هستند. حقیقی نرمدار فضاهای که می کنیم فرض بخش این سراسر در

اگر زیرا است. ناتباهیده تعامد این که می کنیم توجه کرد. خواهیم بررسی را (X, ∥ · ∥) نرمدار فضای در I

آن گاه ،x , ٠ و x ⊥UHH−I x که باشد چنان x ∈ X

٠ =
∫ ١

٠

[∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ + t

x
∥x∥
∥∥∥٢ − ∥∥∥(١ − t)

x
∥x∥ − t

x
∥x∥
∥∥∥٢] dt

=

∫ ١

٠
[((١ − t) + t)٢ − ((١ − t) − t)٢]dt

=

∫ ١

٠
۴t(١ − t)dt =

٢
٣

تعامد که می گیریم نتیجه دارد، پیوستگی ویژگی HH-I تعامد این که به باتوجه همچنین ندارد. امکان که

ضرب فضاهای در تنها HH-I تعامد که است شده ثابت [١٧] در دارد. پیوستگی ویژگی نیز UHH-I

می کنیم. بیان بعد قضیۀ در را واقعیت این است. همگن داخلی

فضای X اگر تنها و اگر است همگن X نرمدار فضای در HH-I تعامد [۶.٣ قضیۀ ،١٧] .٢ . ١ قضیه
باشد. داخلی ضرب

حقیقت، در است. همگن (X, ∥ · ∥) نرمدار فضای در UHH-I تعامد که می شود دیده سادگی به اما

یعنی این . x
∥x∥ ⊥HH−I

y
∥y∥ =

λy
∥λy∥ آن گاه ،λ > ٠ و x ⊥UHH−I y که باشند بردارهایی x, y ∈ X اگر

برای بنابراین .x ⊥UHH−I −y آن گاه ،x ⊥UHH−I y اگر که است واضح طرفی از .x ⊥UHH−I λy

.x ⊥UHH−I λy داشت خواهیم λ ∈ R هر

معادل داخلی ضرب فضاهای در تنها UHH-I تعامد و HH-I تعامد که است ضروری نکته این ذکر

X اگر تنها و اگر هستند معادل X نرمدار فضای در UHH-I و HH-I تعامدهای دیگر، بیان به هستند.



٢۴٣۶ - ١٧ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها دهقانی/

ضرب فضای (X, ⟨·, ·⟩) می کنیم فرض ابتدا واقعیت، این شدن روشن برای باشد. داخلی ضرب فضای

این صورت در .x, y ∈ X و باشد داخلی

∫ ١

٠
∥(١ − t)x ± ty∥٢dt =

١
٣

(∥x∥٢ + ∥y∥٢ ± ⟨x, y⟩) (٢ . ١)

و

∫ ١

٠

∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ ± t

y
∥y∥
∥∥∥٢dt =

١
٣

(٢ ± ⟨x, y⟩∥x∥ ∥y∥) (٢ . ٢)

که می شود نتیجه (٢ . ٢) و (٢ . ١) از سادگی به لذا و

x ⊥HH−I y⇔ ⟨x, y⟩ = ٠⇔ x ⊥UHH−I y.

آنجایی از باشند. معادل (X, ∥ · ∥) نرمدار فضای در UHH-I و HH-I تعامدهای کنیم فرض اکنون

بنابراین است. همگن X در نیز HH-I تعامد که می گیریم نتیجه است، همگن X در UHH-I تعامد که

این که می کند تضمین حقیقت، این است. داخلی ضرب فضای یک X که می شود نتیجه ،٢ . ١ قضیۀ از

نیستند. معادل نمی شود، القا داخلی ضرب از آن ها نرم که نرمداری فضاهای در تعامدها

٧.۴ (قضیۀ است همگن داخلی ضرب فضاهای در تنها نیز متساوی الساقین تعامد این که به توجه با

فضای در متساوی الساقین تعامد و UHH-I تعامد که می شود ثابت مشابه روشی به ببینید)، را [١٩] از

باشد. داخلی ضرب فضای X اگر تنها اگر هستند معادل X نرمدار

ایدۀ از بهره گیری با دارد. وجودی ویژگی HH-I تعامد که است شده ثابت [١٧] از ٣.٣ قضیۀ در

دارد. وجودی ویژگی نیز UHH-I تعامد که می کنیم ثابت بعد لم در مطلب، این اثبات

در باشند. خطی مستقل بردارهایی x, y ∈ Xو باشد نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض .٢ . ٢ لم
.x ⊥UHH−I (αx + y) به طوری که دارد وجود α ∈ R عدد این صورت
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صورت به را Φ : R→ R پیوستۀ نگاشت باشند. خطی مستقل x, y ∈ X کنیم فرض اثبات.

Φ(λ) =
∫ ١

٠
φ(λ, t)dt

آن در که می کنیم تعریف

φ(λ, t) =
∥∥∥(١ − t)

x
∥x∥ + t

λx + y
∥λx + y∥

∥∥∥٢ − ∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ − t

λx + y
∥λx + y∥

∥∥∥٢.
داریم t ∈ (٠, ١) هر و λ ∈ R هر برای این صورت در

φ(λ, t) =
∥∥∥(١ − t)

x
∥x∥ + t

λx + y
∥λx + y∥

∥∥∥٢ − ∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ − t

λx + y
∥λx + y∥

∥∥∥٢
= (١ − t)٢

[∥∥∥ x
∥x∥ +

t
١ − t

λx + y
∥λx + y∥

∥∥∥٢ − ∥∥∥ x
∥x∥ −

t
١ − t

λx + y
∥λx + y∥

∥∥∥٢]
= (١ − t)٢

[∥∥∥( ١
∥x∥ +

t
١ − t

λ

∥λx + y∥)x +
t

١ − t
y

∥λx + y∥
∥∥∥٢

−
∥∥∥( ١
∥x∥ −

t
١ − t

λ

λx + y
)x − t

١ − t
y

∥λx + y∥
∥∥∥٢].

که می گیریم نتیجه این رو، از

φ(λ, t) −→ (١ − t)١)]٢ +
t

١ − t
)٢ − (١ − t

١ − t
)٢] = ۴t(١ − t) (λ→ +∞)

و

φ(λ, t) −→ (١ − t)١)]٢ − ١
١ − t

)٢ − (١ +
١

١ − t
)٢] = −۴t(١ − t) (λ→ −∞).

در .|φ(λ, t)| ≤ ۴t داریم t ∈ (٠, ١) هر و λ ∈ R هر به ازای که می شود دیده سادگی به دیگر، سوی از
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نتیجه

lim
λ→+∞

Φ(λ) =
∫ ١

٠
lim
λ→+∞

φ(λ, t)dt = ۴
∫ ١

٠
t(١ − t)dt =

٢
٣
> ٠

و

lim
λ→−∞

Φ(λ) =
∫ ١

٠
lim
λ→−∞

φ(λ, t)dt = −۴
∫ ١

٠
t(١ − t)dt = −٢

٣
< ٠.

که به طوری دارد وجود α ∈ R که می گیریم نتیجه پیوسته، توابع برای میانی مقدار قضیۀ بنابه بنابراین،

.x ⊥UHH−I (αx + y) که به طوری دارد وجود α ∈ R یعنی این .Φ(α) = ٠

و x, y ∈ X باشد، نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض .٢ . ٣ نکته

♢٢♢,١ ∈ {B, I,UI,HH − I,UHH − I}.

گوییم همچنین .x ⊥♢٢ y آن گاه ،x ⊥♢١ y اگر است که این ،⊥♢٢♢⊥⊇١ نماد از منظور این صورت، در

.⊥♢١♢⊥⊇٢ یا ⊥♢٢♢⊥⊇١ اگر هستند، مقایسه پذیر X در ⊥♢٢ و ⊥♢١ تعامد روابط

نظر در را ∥(x١, x٢, x٣)∥ = max{|x١|, |x٢|, |x٣|} نرم همراه به X = R٣ نرمدار فضای .۴ . ٢ نکته

که می شود دیده آسانی به این صورت در .y = (−١
۴ , ٠,

١
٢) و x = (١, ٠, ١

٢) می کنیم فرض و می گیریم

∥∥∥ x
∥x∥ −

y
∥y∥
∥∥∥ = ∥∥∥ x

∥x∥ +
y
∥y∥
∥∥∥ = ٣

٢

داریم می شود، واگذار خواننده عهدۀ به که ساده ای محاسبات انجام با دیگر، سوی از .x ⊥UI y این رو از

∫ ١

٠

∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ − t

y
∥y∥
∥∥∥٢dt =

∫ ٣
۴

٠
(١ − t

٢
)٢dt +

١
۴

∫ ١

٣
۴

(٣t − ٢(١dt =
۴٣
۶۴
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و

∫ ١

٠

∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ + t

y
∥y∥
∥∥∥٢dt =

∫ ١
۴

٠
(١ − ٣t

٢
)٢dt +

١
۴

∫ ٣
٢

١
۴

(١ + t)٢dt +
∫ ١

٣
٢

(
٣t
٢
− ٢(١dt

=
١٧٣
١٩٢
.

.⊥UI⊈⊥UHH−I ،X نرمدار فضای در می دهد نتیجه که x ̸⊥UHH−I y یعنی این

فرض خلف، برهان به منظور این برای .⊥UHH−I⊈⊥UI ،X نرمدار فضای در کنیم می ثابت اکنون

بنابه .x ̸⊥UHH−I y و x ⊥UI y که باشند چنان x, y ∈ X و ⊥UHH−I⊆⊥UI باشیم داشته X در کنیم

متساوی الساقین تعامد چون دیگر، سوی از .x ⊥UHH−I (αx + y) که دارد وجود α ∈ R عدد ٢ . ٢ لم

در نیز UHH-I تعامد پس ،⊥UHH−I⊆⊥UI و ببینید) را [٢٨] از ٢ قضیۀ ) دارد یکتایی ویژگی یکانی

x ⊥UHH−I y نتیجه در و α = ٠ بنابراین .x ⊥UI (αx+ y) و یکتاست α لذا و دارد یکتایی ویژگی X

معتبر نرمدار فضای این در نیز این که ⊥UI⊆⊥UHH−I می گیریم نتیجه این ترتیب به نیست. امکان پذیر که

نیست.

تابعک های .y ∈ X و ٠ , x ∈ X باشد، نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض

τ−(x, y) = lim
t→٠−
∥x + ty∥ − ∥x∥

t
, τ+(x, y) = lim

t→٠+
∥x + ty∥ − ∥x∥

t

نقطۀ در نرم تابع می شوند. نامیده y جهت در و x نقطۀ در نرم تابع راست و چپ گاتوی مشتق به ترتیب،

نشان τ(x, y) با را مشترک مقدار این که τ−(x, y) = τ+(x, y) اگر است گاتو-مشتق  پذیر y جهت در ،x

هر جهت در x نقطۀ در نرم تابع اگر می نامیم. y جهت در ،x نقطۀ در نرم تابع گاتوی مشتق و می دهیم

مهم ویژگی های جمله از است. گاتو-مشتق  پذیر x نقطۀ در نرم تابع آن گاه باشد، گاتو-مشتق پذیر y ∈ X

کنیم: اشاره زیر موارد به می توانیم τ± تابعک های

,τ±(x|؛ y)| ≤ ∥y∥ و τ−(x, y) ≤ τ+(x, y) الف)

,τ±(x؛ αy) =

 ατ±(x, y) α > ٠

ατ∓(x, y) α ≤ ٠
ب)

.τ±(x, αx + y) = α∥x∥ + τ±(x, y) پ)
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داشته وجود µ و λ حقیقی اعداد اگر باشد. نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض [٧.٢ لم ،١٠] .۵ . ٢ لم
روی نرم تابع آن گاه باشد، x, y ∈ X از پیوسته تابعی λτ−(x, y) + µτ+(x, y) و λ + µ , ٠ که باشند

است. گاتو-مشتق پذیر X

نرم این که به شرط این صورت، در . x, y ∈ X و باشد نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض [٢٠] .۶ . ٢ لم
.τ(x, y) = ٠ اگر تنها و اگر x ⊥B y داریم باشد، پذیر گاتو-مشتق X

نرم که نرمداری فضاهای در برکوف-جیمز تعامد و HH-I تعامد که کنیم تاکید باید نیز نکته این بر

ضرب فضاهای در که می شود دیده آسانی به واقع، در نیستند. معادل شود، نمی القا داخلی ضرب از آن ها

حداقل بعد با نرمدار فضای یک X اگر اما هستند. معادل برکوف-جیمز تعامد و UHH-I تعامد داخلی

X در برکوف-جمیز تعامد آن گاه باشند، معادل X در جیمز برکوف تعامد و UHH-I تعامد و باشد ٣

مثال به علاوه، است. داخلی ضرب فضای یک X که می دهد نتیجه ١ . ١ قضیۀ لذا و بود خواهد متقارن

نمی شود، القا داخلی ضرب از آن ها نرم که ٢ -بعدی نرمدار فضاهای در تعامدها این که می دهد نشان زیر

نیستند. معادل

فرض و می گیریم نظر در را ∥(x١, x٢)∥ = |x١| + |x٢| نرم همراه به X = R٢ نرمدار فضای .٢ . ٧ مثال
زیرا .x ⊥B y این صورت در . y = (١, و(١ x = (١, ٠) می کنیم

∥x + λy∥ = |١ + λ| + |λ| ≥ ∥x∥ = ١ (∀λ ∈ R).

حالی که در

∫ ١

٠

∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ − t

y
∥y∥
∥∥∥٢dt =

∫ ٢
٣

٠
(١ − t)٢dt +

∫ ١

٢
٣

(٢t − ٢(١dt =
١٣
٢٧

و

∫ ١

٠

∥∥∥(١ − t)
x
∥x∥ + t

y
∥y∥
∥∥∥٢dt = ١.
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داریم w = (٢−,١) و z = (٢, ١) به ازای همچنین .x ̸⊥UHH−I y بنابراین

∫ ١

٠

∥∥∥(١ − t)
z
∥z∥ − t

w
∥w∥
∥∥∥٢dt =

∫ ٢
٣

٠
(١ − ٢t

٣
)٢dt +

١
٩

∫ ١

٢
٣

(۴t − ٢(١dt =
١۵١
٣۵

و

∫ ١

٠

∥∥∥(١ − t)
z
∥z∥ + t

w
∥w∥
∥∥∥٢dt =

∫ ١
٣

٠
(١ − ۴t

٣
)٢dt +

١
٩

∫ ١

١
٣

(١ + ٢t)٢dt =
١۵١
٣۵ .

داریم λ = ١
٢ به ازای زیرا .z ̸⊥B w اما z ⊥UHH−I w بنابراین

∥z + λw∥ = |٢ + λ| + |١ − ٢λ| = ۵
٢
< ∥z∥ = ٣.

است. همگن داخلی ضرب فضاهای در تنها متساوی الساقین تعامد شد، اشاره قبلا که همانطور

ضرب فضاهای مشخصه سازی برای نیز متساوی الساقین تعامد همگنی به نسبت ضعیف تری شرایط

تنها و اگر است داخلی ضرب فضای یک X نرمدار فضای کرد ثابت [٨] امیر است. آمده به دست داخلی

به طوری که باشد داشته وجود α ∈ (٠, ١) اگر

x ⊥I y⇒ x ⊥I αy (∀x, y ∈ X). (٢ . ٣)

همچنین است. یافته بهبود نویسندگان توسط [١٢] در داخلی ضرب فضاهای از مشخصه سازی این

مشخصه سازی از نسخه ای [١۶] در است. همگن داخلی ضرب فضاهای در تنها HH-I تعامد می دانیم
١٢ آلونسو ببینید). را [١۶] از ١۵.٢ (قضیۀ است آمده به دست HH-I تعامد برای امیر توسط شده ارائه

را [٣] از ٢٧.٢ (گزارۀ بخشید بهبود را امیر توسط شده ارائه مشخصه سازی خودش دکتری رسالۀ در [٣]

δ > ٠ اگر تنها و اگر است داخلی ضرب فضای یک X نرمدار فضای که کرد ثابت او واقع، در ببینید).

12Alonso
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به طوری که باشد داشته وجود

x ⊥I y, |λ| < δ⇒ x ⊥I λy (∀x, y ∈ SX)

است. X واحد کرۀ SX := {x ∈ X : ∥x∥ = ١} آن در که

تعامد برای را آلونسو توسط شده ارائه مشخصه سازی از نسخه ای داریم قصد بخش این پایان در

این اصلی نتیجۀ عنوان به دقیق تر، بیان به آوریم. به دست ٣ -بعدی حداقل نرمدار فضاهای در HH-I

نرمدار فضای یک نرم این که برای دیگر کافی و لازم شرط یک HH-I تعامد اساس بر بعد قضیۀ در بخش

در که کافی و لازم شرط که کنید توجه می آوریم. به دست شود، القا داخلی ضرب یک از ٣ حداقل بعد با

است. ضعیف تر HH-I تعامد همگنی از می آید به دست بعد قضیۀ

زیر گزاره های این صورت در باشد. ٣ حداقل بعد با نرمدار فضای (X, ∥ · ∥) کنیم فرض .٢ . ٨ قضیه
هستند: معادل

که به طوری دارد وجود δ = δ(x, y) > ٠ عدد ،x, y ∈ SX هر برای (١)

x ⊥HH−I y⇒ x ⊥HH−I λy (∀λ ∈ (٠, δ)).

است. داخلی ضرب فضای X (٢)

ضرب از حاصل تعامد با HH-I تعامد آن گاه باشد، داخلی ضرب فضای X اگر که است واضح اثبات.

است. برقرار (١) بنابراین و است معادل داخلی

وجود δ = δ(x, y) > ٠ پس .x ⊥HH−I y و x, y ∈ SX کنیم فرض ،(٢)⇐(١) اثبات برای

تعریف زیر صورت به را F : R → R نگاشت .x ⊥HH−I λy ،λ ∈ (٠, δ) هر برای که به طوری دارد

می کنیم:

F(λ) =
∫ ١

٠

(
∥(١ − t)x + tλy∥٢ − ∥(١ − t)x − tλy∥٢

)
dt (λ ∈ (٠, δ)).
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لذا .F(λ) = ٠ ،λ ∈ (٠, δ) هر برای و F(٠) = ٠ این صورت در

F′+(٠) = lim
λ→٠+

F(λ)
λ
= ٠.

که می کنیم توجه

F(λ)
λ
=

∫ ١

٠
(F+(λ, t) − F−(λ, t))dt

آن در که

F+(λ, t) =
∥(١ − t)x + tλy∥٢ − ∥(١ − t)x∥٢

λ

و

F−(λ, t) =
∥(١ − t)x − tλy∥٢ − ∥(١ − t)x∥٢

λ
.

دیگر سوی از

F+(λ, t) =
∥(١ − t)x + λty∥٢ − ∥(١ − t)x∥٢

λ

= (
∥(١ − t)x + λty∥ − ∥(١ − t)x∥

λ
)(∥(١ − t)x + λty∥ + ∥(١ − t)x∥).

پس

lim
λ→٠+

F+(λ, t) = ٢t(١ − t)٢∥x∥τ+(x, y) = ٢t(١ − t)٢τ+(x, y).
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داریم همچنین

F−(λ, t) =
∥(١ − t)x − λty∥٢ − ∥(١ − t)x∥٢

λ

= (
∥(١ − t)x − λty∥ − ∥(١ − t)x∥

λ
)(∥(١ − t)x − λty∥ + ∥(١ − t)x∥).

پس

lim
λ→٠+

F−(λ, t) = ٢t(١ − t)٢∥x∥τ+(x,−y) = −٢t(١ − t)٢τ−(x, y).

که می گیریم نتیجه لبگ مغلوب همگرایی قضیۀ از لذا

٠ = F′+(٠) = lim
λ→٠+

F(λ)
λ
= lim
λ→٠+

∫ ١

٠
(F+(λ, t) − F−(λ, t))dt

=

∫ ١

٠
lim
λ→٠+

(F+(λ, t) − F−(λ, t))dt

= (τ−(x, y) + τ+(x, y))
∫ ١

٠
٢t(١ − t)٢dt

=
١
۶

(τ−(x, y) + τ+(x, y)).

.τ−(x, y) + τ+(x, y) = ٠ بنابراین

که باشد چنان α = α(x, y) ∈ R اگر باشند. خطی مستقل و دلخواه بردار دو x, y ∈ X کنیم فرض

بنابه پس . x
∥x∥ ⊥HH−I

αx+y
∥αx+y∥ آن گاه است)، شده تضمین ٢ . ٢ لم در α (وجود x ⊥UHH−I (αx + y)
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داریم τ± تابعک های ویژگی های از استفاده با و کردیم ثابت آن چه

٠ = τ+(
x
∥x∥ ,

αx + y
∥αx + y∥) + τ−(

x
∥x∥ ,

αx + y
∥αx + y∥)

=
١

∥x∥ ∥αx + y∥
(
(α∥x∥ + τ+(x, y)) + (α∥x∥ + τ−(x, y))

)
=

١
∥x∥ ∥αx + y∥(٢α∥x∥ + τ+(x, y) + τ−(x, y)).

این رو از

α = α(x, y) = −τ−(x, y) + τ+(x, y)
٢∥x∥ .

به طوری دارد وجود α = α(x, y) یکتای حقیقی عدد ،x, y ∈ X خطی مستقل بردار دو هر برای بنابراین

که

x ⊥UHH−I (αx + y)⇔ α = α(x, y) = −τ−(x, y) + τ+(x, y)
٢∥x∥ .

باشند چنان x, y ∈ X بردارهای و باشند X در خطی مستقل دنباله هایی {yn} و {xn} کنیم فرض اکنون

که دارد وجود αn := α(xn, yn) عدد ،n ∈ N هر برای این صورت در . yn → y و xn → x که

داریم n ∈ N هر برای (؟؟) بنابه نتیجه در و xn ⊥UHH−I (αnxn + yn)

αn = α(xn, yn) = −τ−(xn, yn) + τ+(xn, yn)
٢∥xn∥

.

زیردنباله ای درنتیجه و است کراندار لذا و کُشی {αn} دنبالۀ پس ،|τ±(xn, yn)| ≤ ∥yn∥ آنجایی که از

دارد، β به همگرا زیردنباله ای و است کشی {αn} چون .α′n → β می کنیم فرض دارد. {α′n} مانند همگرا

بنابه ،αn → β و yn → y ،xn → x و xn ⊥UHH−I (αnxn + yn) چون طرفی، از .αn → β پس

می شود نتیجه (؟؟) از لذا و x ⊥UHH−I (βx + y) که می گیریم نتیجه UHH-I تعامد پیوستگی ویژگی
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بنابراین .β = α(x, y) که

lim
n→∞
α(xn, yn) = lim

n→∞
αn = β = α(x, y).

بنابراین است. پیوسته y و x مولفۀ دو هر به نسبت τ+(x, y) + τ−(x, y) نتیجه در و α(x, y) یعنی این

τ(x, y) := ،x, y ∈ X هر برای لذا و است گاتو-مشتق پذیر X روی نرم تابع که می شود نتیجه ۵ . ٢ لم از

،x, y ∈ X هر برای که می گیریم نتیجه ۶ . ٢ لم از استفاده با ترتیب بدین .τ−(x, y) = τ+(x, y)

x ⊥UHH−I y⇔ τ(x, y) = ٠⇔ x ⊥B y.

نیز برکوف-جیمز تعامد بنابراین است. متقارن UHH-I تعامد نتیجه در و HH-I تعامد می دانیم اما

است. داخلی ضرب فضای X که می دهد نتیجه ١ . ١ قضیۀ و است متقارن
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