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مقدمه . ١

یک { fk}∞k=١ دنباله ی باشد. ⟨., .⟩ داخلی ضرب با جدایی پذیر هیلبرت فضای یک H کنید فرض

f ∈ H هر برای طوری که به باشند داشته وجود ،B < ∞ ،A > ٠ های ثابت اگر است H برای قاب

A∥ f ∥٢ ≤
∞∑

k=١
| ⟨ f , fk⟩ |٢ ≤ B∥ f ∥٢, (١ . ١)

قاب شرط در دومی نامساوی می شوند. نامیده قاب بالای و پایین کران های ترتیب به ،B, A آن در که

کیپ قاب یک را { fk}∞k=١ قاب آنگاه ،A = B اگر است. { fk}∞k=١ دنباله ی برای ١ بسل شرط ،(١ . ١)

گویند. پارسوال قاب یا شده نرمال کیپ قاب یک را { fk}∞k=١ آنگاه ،A = B = ١ اگر و

یک { fk}∞k=١ اگر ویژه به نامند، هم نرم قاب را قاب باشند، یکسان نرم دارای قاب اعضای همه ی اگر

{ fk}∞k=١ آنگاه ،∥ fk∥ = C باشیم داشته ،k ∈ N هر برای که به طوری باشد، A قاب کران با کیپ قاب

قاب یک اگر می شود، نامیده قاب دنباله ی یک { fk}∞k=١ دنباله ی گویند. C-هم نرم A-کیپ قاب یک را

باشد. span{ fk}∞k=١ برای

کراندار خطی عملگر

T : ℓ٢(N)→ H , T {ck}∞k=١ =

∞∑
k=١

ck fk

کراندار خطی عملگر و اولیه قاب عملگر را

S : H → H , S f =
∞∑

k=١
⟨ f , fk⟩ fk

گویند. { fk}∞k=١ قاب برای قاب، عملگر را

متعامد پایه ی یک {ek}∞k=١ آن در که است {Uek}∞k=١ صورت به دنباله Hیک برای ریس پایه ی یک

است. H برای قاب یک ریس پایه ی هر است. پذیر معکوس عملگر یک U ∈ B(H) و H برای یکه

1Bessel
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،٠ < A ≤ B < ∞ های ثابت و باشد کامل اگر تنها و اگر است ریس پایه ی یک { fk}∞k=١ دنباله ی

باشیم داشته مختلط اعداد از {ck}k∈I متناهی دنباله ی هر برای که به طوری باشند داشته وجود

A
∑
k∈I
|ck|٢ ≤ ∥

∑
k∈I

ck fk∥٢ ≤ B
∑
k∈I
|ck|٢,

می شوند. نامیده { fk}∞k=١ بالای ریس پایه ی کران و پایین ریس پایه ی کران ترتیب به ،B, A آن در که

باشد. span{ fk}∞k=١ برای ریس پایه ی یک اگر می شود، نامیده ریس پایه ی دنباله ی یک { fk}∞k=١ دنباله ی

،
∑

k∈I ck fk = ٠ از ،ℓ٢(N) در {ck}k∈I دنباله ی هر برای اگر گویند، مستقل امگا را { fk}k∈I دنباله ی

مراجعه [١۵ ،١٣ ،٩ ،٧ ،۵] به قاب ها درباره بیشتر اطلاعات برای .k ∈ I هر برای ،ck = ٠ شود نتیجه

فرمایید.

فضای و B(H) با را H متناهی البعد مختلط هیلبرت فضای روی خطی عملگرهای همه ی فضای

،T ∈ B(H) هر برای می دهند. نمایش Sym(H) با را H روی خودالحاق خطی عملگرهای همه ی

و rank(T ) با را است T برد فضای بعد که ،T رتبه ی ،σ(T ) با را T ویژه ی مقادیر همه ی مجموعه ی

می  دهند. نمایش trace(T ) با را ،T اصلی قطر روی های درایه مجموع

مهندسی و فیزیک در جالب و مهم مساله ی یک قاب ها از استفاده با سیگنال ها بازسازی مساله ی

قدرمطلق از استفاده با را سیگنال بازسازی که است شده ساخته کیپی قاب های [٢] مرجع در است.

است. شده انجام سیگنال فاز از استفاده بدون سیگنال بازسازی لذا و است کرده پذیر امکان قاب ضرایب

گویند. فاز بازیابی را سیگنال، آن فاز از استفاده بدون سیگنال یک بازسازی فرآیند

های میکروسکوپ کریستالوگرافی، ،X اشعه از استفاده در مهمی کاربردهای فاز بازیاب قاب های

.[١۴ ،١٠ ،۴ دارند[٣، غیره و گفتار تشخیص فرآیند الکترونیکی،

با نرم بازیاب قاب های رابطه ی درباره مقاله آن در شده اند. معرفی [١] مرجع در نرم بازیاب قاب های

فضای در نرم بازیاب قاب های [١٢] و [١١] مراجع در همچنین است. شده بحث فاز بازیاب قاب های

اند. شده سازی مشخص کاملا متناهی البعد هیلبرت

مورد H نامتناهی البعد فضای در نرم بازیاب ریس پایه های و نرم بازیاب قاب های مقاله این در

است. شده کار آشفتگی، تحت قاب ها از نوع این پایایی مساله روی و گرفته اند قرار بررسی
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اصلی نتایج . ٢

بازیاب قاب های درباره ی ریاضی مطالعات دارند. کاربرد فیزیک و مهندسی در فاز بازیاب قاب های

درباره ی مهمی نتایج [٨] مقاله ی در همچنین شد. شروع [٢] مقاله ی در ٢٠٠۶ سال در بار اولین فاز

است. آمده بدست قاب ها از نوع این

دو هر برای اگر گویند فاز بازیاب قاب یک را H هیلبرت فضای در F = { fk}k∈I قاب .٢ . ١ تعریف
داشته می کنند، صدق ،k ∈ I هر برای ،| ⟨ f , fk⟩ | = | ⟨g, fk⟩ | شرط در که f , g ∈ H دلخواه بردار

.|c| = ١ شرط با c یک ازای به ، f = cg باشیم

فضای در را فاز بازیاب قاب های قاب، عناصر ٢ غلاف از استفاده با ،[٢] مرجع از زیر قضیه ی

است. کرده مشخص H هیلبرت

و اگر است فاز بازیاب H متناهی البعد حقیقی هیلبرت فضای در F = { fk}k∈I قاب [٢] .٢ . ٢ قضیه
.span{ fk}k∈I٢ = H یا span{ fk}k∈I١ = H باشیم داشته ،I از {I j}٢j=١ افراز هر برای اگر تنها

سازی مشخص نامتناهی البعد هیلبرت فضاهای در را فاز بازیاب قاب های زیر، قضیه ی همچنین،

می کند.

اگر است فاز بازیاب H نامتناهی البعد حقیقی هیلبرت فضای در F = { fk}k∈I قاب [۶] .٢ . ٣ قضیه
.span{ fk}k∈I٢ = H یا span{ fk}k∈I١ = H باشیم داشته ،I از {I j}٢j=١ افراز هر برای اگر تنها و

با A : H̃ −→ ℓ٢ (I) خطی غیر نگاشت آنگاه باشد، فاز بازیاب قاب یک F = { fk}k∈I اگر

وابسته قسمتی خارج فضای H̃ فوق نگاشت در است. یک به یک ،A(x̃) :=
[
| ⟨x, fk⟩ |

]
k∈I

ضابطه ی

با شده تعریف H روی & هم ارزی رابطه به

x&y⇔ y = cx, for some scalar c with |c| = ١.

است.

2Span
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حقیقی هیلبرت فضاهای در ،x̃ = {x,−x} با برابر متناظر، هم ارزی کلاس ،x ∈ H هر برای بنابراین

قاب یک { fk}k∈I اگر است. مختلط هیلبرت فضاهای در ،x̃ = {eiϕx : ٠ ≤ ϕ ≤ ٢π} با برابر و

هر که می شود نتیجه فوق نگاشت بودن یک به یک از آنگاه باشد، H هیلبرت فضای برای فاز بازیاب

بازسازی قاب ضرایب قدرمطلق از یک، قدرمطلق با ضریب یک از تقریبی با می توان را H در بردار

شده اند. تعریف زیر صورت به [١] مرجع در نرم بازیاب قاب های کرد.

دو هر برای اگر گویند نرم بازیاب قاب یک را H هیلبرت فضای در F = { fk}k∈I قاب .۴ . ٢ تعریف
داشته می کنند، صدق ،k ∈ I هر برای ،| ⟨ f , fk⟩ | = | ⟨g, fk⟩ | شرط در که f , g ∈ H دلخواه بردار

.∥ f ∥ = ∥g∥ باشیم

همچنین، است. نیز نرم بازیاب قاب یک فاز بازیاب قاب هر که داد نشان می توان راحتی به .۵ . ٢ مثال
فاز بازیاب لزوما درحالی که است، نرم بازیاب قاب یک کیپ قاب هر که داد نشان می توان راحتی به

کنید فرض اگر نیست، فاز بازیاب که است نرم بازیاب قاب یک یکه، متعامد پایه ی هر ویژه به نیست.

داریم ،k ∈ N هر برای آنگاه باشد، H هیلبرت فضای برای یکه متعامد پایه ی یک {e١, e٢, e٣, e۴, ...}
.α اسکالر هر برای ،e١ + e٢ , α(e١ − e٢) که درحالی  ،| ⟨e١ + e٢, ek⟩ | = | ⟨e١ − e٢, ek⟩ |

برای یکه متعامد پایه ی یک {e١, e٢, e٣, e۴, ...} آن در که ،F = {e١, e١, e٢, e٣, e۴, ...} همچنین،

که است واضح هم کلی حالت در نیست. کیپ که است نرم بازیاب قاب یک است، H هیلبرت فضای

است. نرم بازیاب نرم، بازیاب قاب یک شامل قاب هر

هیلبرت فضای در را نرم بازیاب قاب های قاب، عناصر غلاف از استفاده با [١١] مرجع از زیر قضیه ی

است. کرده مشخص H

است نرم بازیاب H متناهی البعد حقیقی هیلبرت فضای در F = { fk}k∈I قاب یک [١١] .۶ . ٢ قضیه
.span{ fk}⊥k∈I١ ⊥ span{ fk}⊥k∈I٢ باشیم داشته ،I از {I j}٢j=١ افراز هر برای اگر تنها و اگر

گرفتند. قرار بحث مورد متناهی البعد مختلط هیلبرت فضاهای در نرم بازیاب قاب های [١٢] مرجع در

مختلط هیلبرت فضای برای نرم بازیاب قاب یک F = { fk}k∈I دادند نشان مقاله آن نویسندگان واقع در

اگر تنها و اگر است H متناهی البعد

Ker(A) ∩ S١,١ ⊆ T ,
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آن در که

A : B(H)→ Cm, A(T ) = [⟨T fk, fk⟩]١≤k≤m,

S١,١ = {T ∈ Sym(H) : rank(T ) ≤ ٢, σ(T ) = {λmax, ٠, λmin}, λmax ≥ ٠ ≥ λmin},

T = {T ∈ B(H) : trace(T ) = ٠}

است. T ویژه ی مقدار کوچکترین λmin و T ویژه ی مقدار بزرگترین λmax و

است. برقرار زیر صورت به نامتناهی البعد حقیقی هیلبرت فضاهای برای ۶ . ٢ قضیه ی مشابه

اگر است نرم بازیاب H نامتناهی البعد حقیقی هیلبرت فضای در F = { fk}k∈I قاب یک .٢ . ٧ قضیه
.span{ fk}⊥k∈I١ ⊥ span{ fk}⊥k∈I٢ باشیم داشته ،I از {I j}٢j=١ افراز هر برای اگر تنها و

| ⟨ f , fk⟩ | = و span{ fk}⊥k∈I١ ⊥ span{ fk}⊥k∈I٢ داریم ،I از {I j}٢j=١ افراز هر برای کنید فرض ابتدا اثبات.

بنابراین .I٢ := I \ I١ و I١ := {k ∈ I : ⟨ f , fk⟩ = − ⟨g, fk⟩} کنید فرض .k ∈ I هر برای ،| ⟨g, fk⟩ |
داریم فرض طبق نتیجه در . f − g ∈ span{ fk}⊥k∈I٢ و f + g ∈ span{ fk}⊥k∈I١

٠ = ⟨ f + g, f − g⟩

= ∥ f ∥٢ − ∥g∥٢ − ⟨ f , g⟩ + ⟨g, f ⟩

= ∥ f ∥٢ − ∥g∥٢

.∥ f ∥ = ∥g∥ داریم هم باز لذا و f = ∓g داریم I٢ = ∅ یا I١ = ∅ که حالتی در .∥ f ∥ = ∥g∥ بنابراین و

نامتناهی البعد حقیقی هیلبرت فضای برای نرم بازیاب قاب Fیک = { fk}k∈I کنید فرض برعکس حال

داریم g ∈ span{ fk}⊥k∈I٢ و f ∈ span{ fk}⊥k∈I١ هر برای باشند. I از دلخواهی افراز {I j}٢j=١ و H
⟨ f + g, fk⟩ = بنابراین .k ∈ I٢ هر برای ،⟨g, fk⟩ = ٠ و k ∈ I١ هر برای ،⟨ f , fk⟩ = ٠
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| ⟨ f + g, fk⟩ | = لذا .k ∈ I٢ هر برای ،⟨ f + g, fk⟩ = ⟨ f − g, fk⟩ و k ∈ I١ هر برای ،− ⟨ f − g, fk⟩
∥ f + g∥ = می شود نتیجه F = { fk}k∈I بودن نرم بازیاب از بنابراین .k ∈ I هر برای ،| ⟨ f − g, fk⟩ |

داریم صورت این در .∥ f − g∥

∥ f ∥٢ + ∥g∥٢ + ٢ ⟨ f , g⟩ = ∥ f + g∥٢

= ∥ f − g∥٢

= ∥ f ∥٢ + ∥g∥٢ − ٢ ⟨ f , g⟩ .

لذا و ⟨ f , g⟩ = ٠ داریم صورت این در

span{ fk}⊥k∈I١ ⊥ span{ fk}⊥k∈I٢.

هم مختلط هیلبرت فضاهای برای فوق قضیه ی آیا که است این می شود مطرح اینجا در که سوالی

است؟ درست

برای ولی می شود ثابت زیر قضیه ی در مختلط هیلبرت فضاهای برای فوق قضیه ی طرف یک حداقل

است. نیامده بدست چیزی قضیه دیگر طرف رد یا اثبات

H نامتناهی البعد مختلط هیلبرت فضای برای نرم بازیاب قاب یک F = { fk}k∈I اگر .٢ . ٨ قضیه
.span{ fk}⊥k∈I١ ⊥ span{ fk}⊥k∈I٢ داریم ،I از {I j}٢j=١ افراز هر برای آنگاه باشد،

Hو نامتناهی البعد مختلط هیلبرت فضای برای نرم بازیاب قاب یک F = { fk}k∈I کنید فرض اثبات.

⟨ f , fk⟩ = داریم g ∈ span{ fk}⊥k∈I٢ و f ∈ span{ fk}⊥k∈I١ هر برای باشند. I از دلخواهی افراز {I j}٢j=١

برای ،⟨ f + g, fk⟩ = − ⟨ f − g, fk⟩ بنابراین .k ∈ I٢ هر برای ،⟨g, fk⟩ = ٠ و k ∈ I١ هر برای ،٠

،| ⟨ f + g, fk⟩ | = | ⟨ f − g, fk⟩ | لذا .k ∈ I٢ هر برای ،⟨ f + g, fk⟩ = ⟨ f − g, fk⟩ و k ∈ I١ هر

این در .∥ f + g∥ = ∥ f − g∥ می شود نتیجه F = { fk}k∈I بودن نرم بازیاب از بنابراین .k ∈ I هر برای
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داریم صورت

∥ f ∥٢ + ∥g∥٢ + ٢Re ⟨ f , g⟩ = ∥ f + g∥٢

= ∥ f − g∥٢

= ∥ f ∥٢ + ∥g∥٢ − ٢Re ⟨ f , g⟩ .

⟨ f + ig, fk⟩ = و k ∈ I١ هر برای ،⟨ f + ig, fk⟩ = − ⟨ f − ig, fk⟩ طرفی از .Re ⟨ f , g⟩ = ٠ لذا و

از بنابراین .k ∈ I هر برای ،| ⟨ f + ig, fk⟩ | = | ⟨ f − ig, fk⟩ | لذا .k ∈ I٢ هر برای ،⟨ f − ig, fk⟩
داریم صورت این در .∥ f + ig∥ = ∥ f − ig∥ می شود نتیجه F = { fk}k∈I بودن نرم بازیاب

∥ f ∥٢ + ∥g∥٢ − ٢Re i ⟨ f , g⟩ = ∥ f + g∥٢

= ∥ f − g∥٢

= ∥ f ∥٢ + ∥g∥٢ + ٢Rei ⟨ f , g⟩ .

لذا و ⟨ f , g⟩ = ٠ داریم صورت این در .Im ⟨ f , g⟩ = −Re i ⟨ f , g⟩ = ٠ می دهد نتیجه این

span{ fk}⊥k∈I١ ⊥ span{ fk}⊥k∈I٢.

H نامتناهی البعد مختلط هیلبرت فضای برای نرم بازیاب قاب یک F = { fk}k∈I اگر .٢ . ٩ نتیجه
span{ fk}⊥k∈I٢ ⊆ و span{ fk}⊥k∈I١ ⊆ span{ fk}k∈I٢ داریم ،I از {I j}٢j=١ افراز هر برای آنگاه باشد،

.span{ fk}k∈I١

هستند. متعامد ریس پایه های دقیقا نرم بازیاب ریس پایه های واقع در که می دهد نشان زیر قضیه ی

صورت این در باشد. H هیلبرت فضای برای ریس پایه ی یک F = { fk}k∈I کنید فرض .٢ . ١٠ قضیه
باشد. متعامد F اگر تنها و اگر است نرم بازیاب F
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F = { fk}k∈I که آنجایی از .J := I \ {i} دهید قرار .i , j ∈ I و نرم بازیاب F کنید فرض اثبات.

، f = λ fi داریم ٢ . ٩ نتیجه ی از استفاده با دارد. وجود ٠ , f ∈ span{ fk}⊥k∈J یک لذا است ریس پایه ی

متعامد F لذا . j ∈ I چون ،
⟨

fi, f j

⟩
= ١
λ

⟨
f , f j

⟩
= ٠ داریم صورت این در .λ , ٠ یک ازای به

است.

در است. H برای یکه متعامد پایه ی یک { fk
∥ fk∥}k∈I بنابراین باشد. متعامد F کنید فرض برعکس

است. نرم بازیاب F نتیجه در و نرم بازیاب { fk
∥ fk∥}k∈I صورت این

{ fk}k∈I صورت این در Hباشد. هیلبرت فضای برای ریس پایه ی }یک fk}k∈I کنید فرض .٢ . ١١ نتیجه
باشد. یکه متعامد پایه ی { fk

∥ fk∥}k∈I اگر تنها و اگر است نرم بازیاب

{ fk}k∈I اگر تنها و اگر است نرم Hبازیاب هیلبرت فضای برای { fk}k∈I یکه  ریس پایه ی .٢ . ١٢ نتیجه
باشد. یکه متعامد پایه ی

است. شده معرفی نرم بازیاب ریس پایه های از دسته یک زیر مثال در

عدد دو α١, α٢ و H هیلبرت فضای برای یکه متعامد پایه ی یک {ek}∞k=١ کنید فرض .٢ . ١٣ مثال
دنباله ی باشند. ناصفر مختلط

F = {α١e١ + α٢e٢, α١e١ − α٢e٢, e٣, e۴, e۵, ...}

است، H هیلبرت فضای برای ریس پایه ی یک الف)

.|α١| = |α٢| اگر تنها و اگر است H هیلبرت فضای برای نرم بازیاب ریس پایه ی یک ب)

هر برای مختلط، اعداد برای اضلاع متوازی قانون از استفاده با زیرا است، H برای قاب یک F اولا

داریم f ∈ H

∞∑
k=

| ⟨ f , fk⟩ |٢ = | ⟨ f , α١e١ + α٢e٢⟩ |٢ + | ⟨ f , α١e١ − α٢e٢⟩ |٢ + | ⟨ f , e٣⟩ |٢ + | ⟨ f , e۴⟩ |٢ + · · ·

=٢|α٢|١| ⟨ f , e١⟩ |٢ + ٢|α٢|٢| ⟨ f , e٢⟩ |٢ + | ⟨ f , e٣⟩ |٢ + | ⟨ f , e۴⟩ |٢ + · · ·

ترتیب به بالای و پایین های کران با H برای قاب یک F لذا و



٢۴١ - ٢٧۵ (١۴٠١) (٢)٩ جبرخطی و موجک ها فرد/ حسنخانی

min {٢|α٢|١, ٢|α٢|٢, ١}

و

max{٢|α٢|١, ٢|α٢|٢, ١}

است.

H برای ریس پایه ی یک F لذا و هست نیز مستقل امگا F که داد نشان می توان این بر علاوه

بنابراین باشد. متعامد اگر تنها و اگر است نرم بازیاب F ،٢ . ١٠ قضیه ی از استفاده با طرفی از است.

اگر تنها و اگر است نرم بازیاب F دنباله ی F ساختار به توجه با

٠ = ⟨ f١, f٢⟩

= ⟨α١e١ + α٢e٢, α١e١ − α٢e٢⟩

= |α٢|١ − |α٢|٢.

.|α١| = |α٢| اگر تنها و اگر است نرم بازیاب F که می دهد نتیجه این

زیر قضیه ی نیستند[۶]. پایا آشفتگی تحت فاز، بازیاب قاب های نامتناهی البعد هیلبرت فضاهای در

نیست. پایا آشفتگی تحت هم نرمی بازیاب خاصیت که می دهد نشان

H نامتناهی البعد هیلبرت فضای برای نرم بازیاب قاب یک F = { fk}k∈I کنید فرض .١۴ . ٢ قضیه
،supk∈I ∥ fk − f ′k∥ < λ نامساوی در }صادق f ′k }k∈I ⊂ H دنباله ی یک و λ > ٠ یک آنگاه باشد.

نیست. نرم بازیاب قاب یک { f ′k }k∈I که به طوری دارد وجود

F = { fk}k∈I می کنیم فرض ابتدا Hباشد. برای نرم بازیاب قاب یک F = { fk}k∈I کنید فرض اثبات.

برای ،| ⟨ f , fk⟩ | = | ⟨g, fk⟩ | که به طوری دارند وجود f , g ∈ H بردارهای بنابراین نیست. فاز بازیاب

بازیاب خاصیت از استفاده با .|α| = ١ خاصیت با α ∈ C هر برای ، f , αg که درحالی k ∈ I هر

.α ∈ C هر برای ، f , αg لذا و ∥ f ∥ = ∥g∥ داریم ،{ fk}k∈I نرمی

،span{ f , g}⊥ = {٠} اگر چون ،⟨e, f ⟩ = ⟨e, g⟩ = ٠ که به طوری دارد وجود e ∈ H ناصفر بردار

شده Hتعریف در دنباله یک { f ′k }k∈I کنید فرض اکنون است. تناقض این که ،H = span{ f , g} آنگاه
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استفاده با است. { fk}k∈I قاب بالای کران B آن در که باشد k ∈ I هر برای ، f ′k := fk −
λ⟨ fk,e⟩g

٢
√

B∥e∥∥g∥ با

داریم k ∈ I هر برای همچنین .supk∈I ∥ fk − f ′k∥ < λ داریم وضوح به ، ٣ شوارتز نامساوی از

|
⟨

f +
λ ⟨ f , g⟩ e

٢
√

B∥e∥∥g∥
, f ′k

⟩
| = |
⟨

f +
λ ⟨ f , g⟩ e

٢
√

B∥e∥∥g∥
, fk −

λ ⟨ fk, e⟩ g
٢
√

B∥e∥∥g∥

⟩
|

= | ⟨ f , fk⟩ |

= | ⟨g, fk⟩ |

= |
⟨
g +

λ∥g∥e
٢
√

B∥e∥
, fk −

λ ⟨ fk, e⟩ g
٢
√

B∥e∥∥g∥

⟩
|

= |
⟨
g +

λ∥g∥e
٢
√

B∥e∥
, f ′k

⟩
|.

لذا .α ∈ C هر برای f , αg زیرا ،| ⟨ f , g⟩ | < ∥ f ∥∥g∥ داریم طرفی از

∥ f + λ ⟨ f , g⟩ e
٢
√

B∥e∥∥g∥
∥٢ = ∥ f ∥٢ + λ

٢| ⟨ f , g⟩ |٢
۴B∥g∥٢

< ∥ f ∥٢ + λ
٢∥ f ∥٢∥g∥٢
۴B∥g∥٢

= ∥g∥٢ + λ
٢∥g∥٢
۴B

= ∥g + λ∥g∥e
٢
√

B∥e∥
∥٢.

نیست. H برای نرم بازیاب قاب یک { f ′k }k∈I که می دهد نتیجه این

{ f ′k }k∈I دنباله ی [۶] مرجع از ٢ . ١ حکم طبق است. فاز بازیاب قاب F = { fk}k∈I کنید فرض اکنون

فاز بازیاب قاب یک { f ′k }k∈I که به طوری دارد وجود ،supk∈I ∥ fk − f ′k∥ <
λ
٢ نامساوی در Hصادق در

نرم بازیاب { f ′k }k∈I اگر ولی است. حل مساله که نباشد هم نرم بازیاب { f ′k }k∈I اگر نیست. H برای

،supk∈I ∥ f ′k − f ′′k ∥ <
λ
٢ نامساوی در صادق H در { f ′′k }k∈I دنباله ی اثبات اول قسمت طبق باشد،

3Schwarz
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یک اکنون ها، نرم برای مثلث نامساوی از استفاده با نیست. نرم بازیاب { f ′′k }k∈I که به طوری دارد وجود

بازیاب قاب { f ′′k }k∈I که به طوری داریم، supk∈I ∥ fk − f ′′k ∥ < λ خاصیت با H در { f ′′k }k∈I دنباله ی

نیست. H برای نرم
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