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مقدمه . ١

این کاربردهای از مهمی شواهد عملگرهاست. نظریه در مهم قضایای از یکی فوگلد-پاتنام قضیه

روی نرمال عملگرهای جابجاگرهای با رابطه در بار اولین قضیه این دارد. وجود کوانتوم فیزیک در قضیه

در میشود. جابجا خود الحاق با که است عملگری نرمال عملگر است. شده مطرح هیلبرت فضاهای

نرمال عملگر آن الحاق شود جابجا دلخواه عملگر یک با نرمال عملگر یک اگر که داد نشان فوگلد واقع

کرد. بیان زیر صورت به را قضیه این تعمیم پاتنام سپس میشود. جابجا دیگر عملگر آن با نیز

X و باشند H هیلبرت فضای روی نرمالی کراندار عملگرهای B و A کنید فرض [۴] .١ . ١ قضیه
.A∗X = XB∗ صورت این در کند. صدق AX = XB شرط در که باشد H روی دلخواهی عملگر

δA,B : B(H ) → و باشد H بر کراندار خطی عملگرهای همه جبر دهنده نشان B(H ) اگر

از شده تشکیل N (δA,B) یعنی تبدیل این هسته شود تعریف δA,BX = AX − XB صورت به B(H )

نیز صورت این به میتوان را فگلد-پاتنام قضیه بنابراین .AX = XB که X ∈ B(H ) عملگرهای همه

نوشت:

دیگر عبارت به .X ∈N (δA∗,B∗) آنگاه X ∈N (δA,B) و باشند نرمال عملگرهایی B و A اگر

N (δA,B) ⊂N (δA∗,B∗).

آمده دست به [١۴] در شولمن توسط ∆ برای مشابهی نتیجه شود تعریف ∆A,B(X) := AXB − X اگر

B؛ و A نرمال عملگرهای برای است داده نشان که است

N (∆A,B) ⊂N (∆A∗,B∗).

برای را بودن نرمال شرط که بودهاند جهت این در عموما که دارد وجود قضیه این از بسیاری تعمیمهای

مراجع از بعضی و [١۵ ،۶ ،١٣ ،١٠] مقالات به مثال عنوان به کنند. سبکتر قضیه این عملگرهای

است مفهوم این به (A, B) ∈ FP(d) نماد B و A عملگرهای برای واقع در میکنیم. اشاره آنها در موجود

که

N (dA,B) ⊂N (dA∗,B∗)
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فوگلد-پاتنام خاصیت در (A, B) دوتایی که میشود گفته حالت این در و است ∆ یا δ از یکی d آن در که

را میکنند عمل ∆ یا δ مانند B(H ) روی که را عملگرها نوع این میکند. صدق d نگاشت به نسبت

یک آلوثگ تبدیلات برای را فوگلد-پاتنام قضیه نوعی نویسندگان [١٠] در مینامیم. مقدماتی عملگرهای

است. گرفته قرار مطالعه مورد δ مقدماتی نگاشت فقط آنجا در البته گرفتهاند. نظر در عملگر

جزئی طولپای عملگر یک U آن در که گرفت نظر در را A = U |A| قطبی تجزیه میتوان A عملگر برای

صورت به A = U |A| قطبی تجزیهی با A عملگر یک برای آلوثگ تبدیل است. |A| = (A∗A)
١
٢ و است

عملگرهای رو مطالعه جریان در [١] آلوثگ توسط بار اولین تبدیل این میشود. تعریف Ã = |A|
١
٢ U |A|

١
٢

. [١۶ ،١٣ ،١١ ،٩ ،٨ ،٧ ،۵ ،٣ ،٢] گرفت قرار توجه مورد بسیار آن از پس و شد معرفی نرمال غیر

پیوسته تابع دو و A عملگر برای است. شده گرفته نظر در زیر صورت به تبدیل این از تعمیمی [١٢] در

f٢ و f١

Ã( f١, f٢) := f١(|A|)U f٢(|A|)

گرفته نظر در ریاضی متون در قبلا تعمیم این f٢(t) = ts و f١(t) = tr خاص حالت در میشود. تعریف

در میشود. داده نشان Ãr,s با و میشود گفته A عملگر آلوثگ -(r, s) تبدیل آن به که [۴] است شده

.(Ã, B̃) ∈ FP(δ) میدهد نتیجه (A, B) ∈ FP(δ) شرایطی چه تحت که کردهاند بررسی نویسندگان [٩]

همینطور و میدهد نتیجه را X ∈ N (δ(Ã,B̃)) رابطه X ∈ N (δ(A,B)) رابطه که شرایطی همچنین

قرار مطالعه مورد گستردهتری طور به مساله این اینجا در است. گرفته قرار مطالعه مورد گزاره این عکس

میشود. اثبات و بیان نیز ∆ مقدماتی نگاشت برای مشابه مسالهی و میگیرد

N (A) با آن هسته و R(A) با A برد A ∈ B(H ) عملگر برای که کنیم یادآوری که است لازم

و AM ⊂ M هرگاه مینامیم A عملگر کاهنده را H از M بسته فضای زیر میشود. داده نشان

گاه هر مینامیم همارز یکانی طور به را B و A عملگرهای باشند. برقرار هم با دو هر A∗M ⊂ M

به A عملگر ∗-آلوثگ تبدیل مقالات از بعضی در .UA = BU که باشد داشته وجود U یکانی عملگر

تعمیم f٢ و f١ پیوسته تابعهای برای ما اینجا در است. شده گرفته نظر در Ã(∗) = |A∗|
١
٢ U |A∗|

١
٢ صورت

از نتایجی نیز آن برای و Ã(∗)
( f١, f٢) = f١(|A∗|)U f٢(|A∗|) میکنیم؛ معرفی زیر صورت به را مفهوم این

میکنیم. بیان فوگلد-پاتنام قضیه با رابطه در قبل بند در شده گفته نوع
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نتایج . ٢

فوگلد- قضیه عکس نوعی به واقع در لم اولین اساسیاند. بسیار بخش این بحثهای در زیر لمهای

میباشد. ∆ و δ نگاشتهای برای پاتنام

در .X ∈ N (dA,B) کنید فرض و (A, B) ∈ FP(d) و A, B ∈ B(H ) کنید فرض [۶] .٢ . ١ لم
A|R(X) عملگرهای آنگاه d = δ اگر و B کاهندهی N (X)⊥ و است A کاهندهی R(X) صورت این

و A|R(X) عملگرهای آنگاه d = ∆ اگر هستند. ارز هم یکانی طور به نرمال عملگرهای B|N (X)⊥ و

هستند. همارز یکانی طور به و نرمال عملگرهایی
(
B|N (X)⊥

)−١

تابعی f و باشند B و A عملگرهای برای قطبی تجزیهی B = V |B| و A = U |A| کنید فرض .٢ . ٢ لم
X ∈ N

(
d(A,B)

)
و (A, B) ∈ FP(d) اگر صورت این در . باشد Σ = σ(|A|) ∪ σ(|B|) بر پیوسته

آنگاه

X ∈N
(
d(U f (|A|),V f (|B|))

)∩
N

(
d( f (|A|)U∗, f (|B|)V∗)

)
.

|A|٢X = میدهد نتیجه که A∗X = XB∗ بنابراین (A, B) ∈ FP(d) چون . d = δ کنید فرض اثبات.

با همراه که |A|X = X|B| داشت خواهیم تابعی حسابان در سرراستی استدلال بردن کار به با که X|B|٢

رابطی به را ما قضیه فرض

U |A|nX = XV |B|n. (٢ . ١)

طور به σ(|A|) ∪ σ(|B|) بر که باشد ها جملهای چند از دنبالهای Pk(t) که کنید فرض حال میرساند.

بنابراین . UPk(|A|)X = XVPk(|B|) داریم (٢ . ١) طبق نتیجه در میکند. میل f تابع به یکنواخت

تابعی حسابان قضیه طبق

U f (|A|)X = XV f (|B|).

چون که میکنیم توجه d = ∆ که حالتی در است. مشابه کاملا f (|A|)U∗X = X f (|B|)V∗ اثبات

کاهنده N (X)⊥ و است A کاهنده R(X) قبل لم طبق آنگاه X ∈ N
(
∆(A,B)

)
و (A, B) ∈ FP(d)

یعنی هستند. همارز یکانی طور به و نرمال عملگرهایی
(
B|N (X)⊥

)−١
و A|R(X) عملگرهای و B ی

V |B| = M ⊕ S و U |A| = N ⊕ T تجزیه میتوان
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و K =N (X)⊥ ⊕N (X) و H = R(X) ⊕R(X)⊥ روی ترتیب به را

X = X١ ⊕ ٠ : K (=N (X)⊥ ⊕N (X))→H (= R(X) ⊕R(X)⊥)

که |A|٢X|B∗|٢ = X که میشود دیده سادگی به هستند. نرمال عملگرهایی N و M که گرفت نظر در

M زیرا |B∗| = |M∗| ⊕ |S ∗| = |M| ⊕ |S ∗| و |A| = |N | ⊕ |T | اما .|A|X|B∗| = X میدهد نتیجه

بنابراین .|M| = |M∗| و است نرمال

|A|X|B| = (|N | ⊕ |T |)(X١ ⊕ ٠)(|M| ⊕ |S |) = |N |X١|M| ⊕ ٠

= |N |X١|M∗| ⊕ ٠ = (|N | ⊕ |T |)(X١ ⊕ ٠)(|M∗| ⊕ |S ∗|) = |A|X|B∗|

U = U١⊕U٢ تجزیه میتوان دیگر طرف از .|A|U |A|XV |B|٢ = X نتیجه در .|A|X|B| = X بنابراین

عملگر دو ازای به بنابراین .T = U٢|T | و N = U١|N | نوشت میتوان آن برای که گرفت نظر در را

داریم V٢ و V١ جزئی طولپای

U |A|٢XV |B|٢ = (U١|N |٢ ⊕ U٢|T |٢)(X١ ⊕ ٠)(V١|M|٢ ⊕ V٢|S |٢)

= (|N |U١|N | ⊕ U٢|T |٢)(X١ ⊕ ٠)(V١|M|٢ ⊕ V٢|S |٢)

= (|N |U١|N |X١V١|M|٢ ⊕ ٠)

= (|N |U١|N| ⊕ |T |U٢|T |)(X١ ⊕ ٠)(V١|M|٢ ⊕ V٢|S |٢)

= |A|U |A|XV |B|٢ = X

و U |A|nXV |B|n = X طبیعی n هر برای که داد نشان میتوان استقرائ به .U |A|٢XV |B|٢ = X یعنی

از استفاده با که UP(|A|)XVP(|B|) = X که آورد دست به میتوان P(t) ای جمله چند هر برای بنابراین

اثبات بقیه میشود. نتیجه نیز حالت این برای میخواهیم آنچه تابعی حسابان در راست سر استدلال یک

است. مشابه

اگر باشد. ∆ یا δ از یکی d که (A, B) ∈ FP(d) که طوری A, B ∈ B(H ) و کنید فرض .٢ . ٣ قضیه
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تابعهای g٢ و g١ و σ(|A|) روی پیوسته f٢ و f١ و باشد Σ = σ(|A|) ∪ σ(|B|) روی پیوسته تابعی h

برقرار زیر گزارههای آنگاه X ∈ N (dA,B) اگر و f١ f٢ = g١g٢ = h که باشند σ(|B|) روی پیوسته
است؛

. X ∈N

(
d(

Ã( f١, f٢),B̃(g١,g٢)

)) الف)

. X ∈N

d(
Ã(∗)

( f١, f٢),B̃
(∗)
(g١,g٢)

) ب)
. X ∈N

d(
Ã(∗)

( f١, f٢),B̃(g١,g٢)

) ج)
.X ∈N

d(
Ã( f١, f٢),B̃

(∗)
(g١,g٢)

) د)
.X ∈N

d(
Ã∗( f١, f٢),B̃

∗
(g١,g٢)

) ه)
X ∈N

(
d(Uh(|A|),XVh(|B|))

)
قبل لم طبق بنابراین X ∈N (d(A,B)) اگر که میکنیم توجه نکته این به ابتدا اثبات.

کاهش را A عملگر R(X) بنابراین . X ∈N (∆A,B) میکنیم فرض . X ∈N
(
d( f (|A|)U∗, f (|B|)V∗)

)
و

هستند. نرمال عملگرهایی V |B||N (X)⊥ و U |A||R(X) و میدهد کاهش را B عملگر N (X)⊥ و میدهد

H = R(X)⊕R(X)⊥ روی ترتیب به را V |B| = M⊕ S و U |A| = N ⊕T تجزیه میتوان بنابراین

و |A| = |N | ⊕ |T | که میشود دیده سادگی به حال گرفت. نظر در K =N (X)⊥ ⊕N (X) و

|B| = |M| ⊕ |S |

V = V١⊕V٢ و U = U١⊕U٢ که میدهد نتیجه قطبی تجزیه بودن فرد به منحصر به توجه با متعاقبا که

که است واضح همچنین . B = V١|M| ⊕ V٢|S | و A = U١|N | ⊕ U٢|T | بنابراین و

X : K =N (X)⊥ ⊕N (X)→H = R(X) ⊕R(X)⊥

که دارد X = X١ ⊕ ٠ صورت به تجزیهای

X١ : N (X)⊥ → R(X)
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Uh(|A|) = U١h(|N |)⊕ دیگر طرف از . X ∈N
(
∆(Uh(|A|,Vh(|B|))

)
قبل لم طبق اما میشود. تعریف

و U١h(|N |) عملگرهای اینکه به توجه با حال . Vh(|A|) = V١h(|M|) ⊕ V٢h(|S |) و U٢h(|T |)
Ã(∗)

f١, f٢
= مشابه شکل به طور همین (و Ã f١, f٢ = U١h(|N |) ⊕ T̃ f١, f٢ داریم هستند نرمال V١h(|M|)

( .B̃(∗)
g١,g٢ = V١h(|M|) ⊕ S̃ (∗)

g١,g٢ و B̃g١,g٢ = V١h(|M|) ⊕ S̃ g١,g٢ ، U١h(|N |) ⊕ T̃ (∗)
f١, f٢

این به نیز این و Uh(|A|)XVh(|B|) = X یعنی X ∈ N (∆(Uh(|A|),Vh(|B|))) چون دیگر طرف از

که است معنی

Uh(|A|)XVh(|B|) =

 U١h(|N|) ٠

٠ U٢h(|T |)


 X١ ٠

٠ ٠


 V١h(|M|) ٠

٠ V٢h(|S |)


=

 U١h(|N |)X١V١h(|M|) ٠

٠ ٠


= X =

 X١ ٠

٠ ٠

 .
اما

Ã f١, f٢XB̃g١,g٢ =

 U١h(|N |) ٠

٠ T̃ f١, f٢


 X١ ٠

٠ ٠


 V١h(|M|) ٠

٠ S̃ g١,g٢


=

 U١h(|N |)X١V١h(|M|) ٠

٠ ٠


=

 X١ ٠

٠ ٠

 = X

فرض اگر همچنین است. مشابه (ه) و (د) (ج)، (ب)، در اثبات .X ∈N

(
d(

Ã( f١, f٢),B̃(g١,g٢)

)) یعنی

گرفت. نتیجه را (الف)–(ه) میتوان بالا استدلال تکرار با d = δ کنیم
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روی پیوسته تابعی h اگر . (A, B) ∈ FP(∆) که طوری A, B ∈ B(H ) کنید فرض .۴ . ٢ نتیجه
σ(|B|) روی پیوسته تابعهای g٢ و g١ و σ(|A|) روی پیوسته f٢ و f١ و باشد Σ = σ(|A|) ∪ σ(|B|)

آنگاه X ∈ ker(∆A,B) اگر و f١ f٢ = g١g٢ = h که باشند

Ã( f١, f٢)XB̃(g١,g٢) = Ã(∗)
( f١, f٢)XB̃(∗)

(g١,g٢) = Ã(∗)
( f١, f٢)XB̃(g١,g٢)

= Ã( f١, f٢)XB̃(∗)
(g١,g٢) = Ã∗( f١, f٢)XB̃∗(g١,g٢).

کنیم بیان را فوق قضیه عکس خواهیم می حال

باشد. ∆ یا δ از یکی d که (A, B) ∈ FP(d) که طوری A, B ∈ B(H ) و کنید فرض .۵ . ٢ قضیه
و g١ و باشد پیوسته ضربی وارون دارای f١ و باشند σ(|A|) روی پیوسته f٢ و f١ کنید فرض همچنین

باشد برقرار زیر گزارهی و f١(t) f٢(t) = g١(t)g٢(t) = t که باشند σ(|B|) روی پیوسته تابعهای g٢

X ∈N

(
d(

Ã( f١, f٢),B̃(g١,g٢)

)) .
صورت این در

X ∈N
(
d(A,B)

)
.

در راست سمت از را رابطه این .Ã( f١, f٢)XB̃(g١,g٢) = X بنابراین . d = ∆ که میکنیم فرض اثبات.

داشت خواهیم و میکنیم ضرب f −١
١ (|A|) در چپ سمت از و g١(|B|)

f −١
١ (|A|)Ã( f١, f٢) f١(|A|) f −١

١ (|A|)XB̃(g١,g٢)g١(|B|) = f −١
١ (|A|)Xg١(|B|).

که میکنیم توجه حال

f −١
١ (|A|)Ã( f١, f٢) f١(|A|) = A

و

B̃(g١,g٢)g١(|B|) = g١(|B|)B
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و است A کاهنده R(W) بنابراین .W = f −١
١ (|A|)Xg١(|B|) که AWB = W میدهد نتیجه که

یکانی طور به و نرمال پذیر، وارون عملگرهایی
(
B|N (W)⊥

)−١
و A|R(W) و است B کاهنده N (W)⊥

دادن قرار با همچنین و A = N ⊕T داریم T = A|R(W)⊥ و N = A|R(W) دادن قرار با و هستند همارز

عملگر میتوان حال . B = M ⊕ S داشت خواهیم S = B|N (W) و M = B|N (W)⊥

W : N (W)⊥ ⊕N (W)→ R(W) ⊕R(W)⊥

عملگر همچنین میشود. تعریف W١ : N (W)⊥ → R(W) که نوشت W١ ⊕ ٠ صورت به را

X : N (W)⊥ ⊕N (W)→ R(W) ⊕R(W)⊥

صورت به

X =

 X١ X٢

X٣ X۴


میکنیم توجه منظور این برای .X۴ = ٠ و X٣ = ٠ ، X٢ = ٠ دهیم نشان میخواهیم میشود. نوشته

چون

W = f −١
١ (|A|)Xg١(|B|)

و

f −١
١ (|A|) =

 f −١
١ (|N|) ٠

٠ f −١
١ (|T |)


و

g١(|B|) =

 g١(|M|) ٠

٠ g١(|S |)
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بنابراین

f −١
١ (|A|)Xg١(|B|) =

 f −١
١ (|N |) ٠

٠ f −١
١ (|T |)


 X١ X٢

X٣ X۴


 g١(|M|) ٠

٠ g١(|S |)


=

 f −١
١ (|N|)X١g١(|M|) f −١

١ (|N |)X٢g١(|S |)
f −١
١ (|T |)X٣g١(|M|) f −١

١ (|T |)X۴g١(|S |)


=

 W١ ٠

٠ ٠


و X۴S̃ (g١,g٢) = ٠ بنابراین و X۴g١(|S |) = ٠ و X٣ = ٠ ،X٢g١(|S |) = ٠ میدهد نتیجه که

Ã( f١, f٢) = N ⊕ بنابراین هستند نرمال عملگرهایی N و M چون دیگر طرف از .X٢S̃ (g١,g٢) = ٠

داریم حال .B̃(g١,g٢) = M ⊕ S̃ (g١,g٢) و T̃( f١, f٢)

Ã( f١, f٢)XB̃(g١,g٢) =

 N ٠

٠ T̃( f١, f٢)


 X١ X٢

X٣ X۴


 M ٠

٠ S̃ (g١,g٢)


=

 NX١M NX٢S̃ (g١,g٢)

٠ T̃( f١, f٢)X۴S̃ (g١,g٢)


=

 NX١M ٠

٠ ٠

 =
 X١ X٢

٠ X۴


و X = X١ ⊕ ٠ یعنی .X۴ = ٠ و X٢ = ٠ ،NX١M = X١ میدهد نتیجه که

AXB = (N ⊕ T )(X١ ⊕ ٠)(M ⊕ S ) = NX١M ⊕ ٠ = X١ ⊕ ٠ = X

ارایه و است مشابه کاملا اثبات d = δ که حالتی در کنیم. اثبات میخواستیم ما که است چیزی همان که

است. زائد نظر به آن
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میشود نتیجه نیز زیر گزاره قبل قضیه شرایط تحت .۶ . ٢ نتیجه

X ∈N

d(
Ã∗( f١, f٢),B̃

∗
(g١,g٢)

) .
.
(
Ã( f١, f٢), B̃(g١,g٢)

)
∈ FP(d) آنگاه (A, B) ∈ FP(d) اگر خصوص به

کرد. اثبات را زیر قضیه میتوان ٢ . ٣ قضیه پرتو در و قبل قضیه مشابه روشی با

باشد. ∆ یا δ از یکی d که (A, B) ∈ FP(d) که طوری A, B ∈ B(H ) و کنید فرض .٢ . ٧ قضیه
تابعهای g٢ و g١ و σ(|A|) روی پیوسته ضربی وارون ودارای پیوسته f٢ و f١ کنید فرض همچنین

وحداقل f١(t) f٢(t) = g١(t)g٢(t) = t که باشند σ(|B|) روی پیوسته ضربی وارون دارای و پیوسته

باشد برقرار زیر گزارههای از یکی

. X ∈N

(
d(

Ã( f١, f٢),B̃(g١,g٢)

)) الف)

. X ∈N

d(
Ã(∗)

( f١, f٢),B̃
(∗)
(g١,g٢)

) ب)
. X ∈N

d(
Ã(∗)

( f١, f٢),B̃(g١,g٢)

) ج)
.X ∈N

d(
Ã( f١, f٢),B̃

(∗)
(g١,g٢)

) د)
همچنین و است قرار بر نیز گزارهها بقیه صورت این در

X ∈N
(
d(A,B)

)
.

باشد. ∆ یا δ از یکی d که (A, B) ∈ FP(d) که طوری A, B ∈ B(H ) کنید فرض .٢ . ٨ نتیجه
تابعهای g٢ و g١ و σ(|A|) روی پیوسته ضربی وارون دارای و پیوسته f٢ و f١ کنید فرض همچنین

این در . f١(t) f٢(t) = g١(t)g٢(t) = t که باشند σ(|B|) روی پیوسته ضربی وارون دارای و پیوسته

صورت

. (Ã( f١, f٢), B̃(g١,g٢)) ∈ FP(d) الف)

. (Ã(∗)
( f١, f٢), B̃

(∗)
(g١,g٢)) ∈ FP(d) ب)
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. (Ã(∗)
( f١, f٢), B̃(g١,g٢)) ∈ FP(d) ج)

.(Ã( f١, f٢), B̃
(∗)
(g١,g٢)) ∈ FP(d) د)

ماتریس برای [١٠] در حقیقت در نیست. قرار بر کلی حالت در اخیر نتیجه عکس .٢ . ٩ نکته

A =

 ٢ −٣

١ −٢


به که حالی در (Ã, Ã) ∈ FP(d) که است مفهوم این به که است خودالحاق Ã که است شده داده نشان

حالتی در وجود این با .X <N (d(A∗,A∗)) اما X ∈N (d(A,A)) که یافت را X ماتریس میتوان راحتی

مثال در که چرا کرد. ثابت مشابه قضیهای بتوان نمیرسد نظر به داریم کار سرو آلوثگ -تبدیل λ با که

مشابه مثالی اما نیست. نرمال حتی A که حالی در است خودالحاق Ã که میشود معلوم واقع در فوق

در که ایم داده نشان ما [١٢] در واقع در کرد. ارایه نمیتوان آلوثگ تبدیلات از نوع این برای اخیر مثال

A عملگر که شرط این با البته نمیدهد نتیجه را A بودن الحاق خود Ãλ بودن الحاق خود λ , ١
٢ حالت

نگارنده که دارد وجود تحقیق برای مسالههایی زمینه این در که میرسد نظر به بنابراین باشد. وارونپذیر

است. آنها روی بیشتر مطالعهی حال در مقاله این
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