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چکیده
معادله حل برای بلوکی یافته تعمیم مزدوج مانده روش مقاله این در

بیرونی تکرار دو شامل روش این می گیرد. قرار بررسی مورد سیلوستر

یافته تعمیم مینیمال مانده روش از درونی تکرار در است، درونی و

می شود. استفاده یافته تعمیم مزدوج مانده از بیرونی تکرار در و بلوکی

راست سمت با خطی معادلات دستگاه یک حل با درونی تکرار در

بیرونی تکرار از می آید، دست به جدید جستجوی بردار یک چندگانه

بردارهای از شده داده مجموعه یک روی بهینه تقریب محاسبه برای

مانده روش از درونی تکرار در اینجا در می شود. استفاده جستجو

خطی معادلات دستگاه حل برای شده سازی شرط پیش مینیمال

در می شود. همگرایی سرعت شدن سریعتر باعث که می شود استفاده

پیش ترکیب نوع و پیشنهادی الگوریتم کارایی عددی مثال های پایان

می دهند. نشان روش ها بعضی با مقایسه در آن با ساز شرط
© (١٣٩٨) جبرخطی و موجک ها

مقاله اطلاعات
مقاله: تاریخچه

١٣٩٨ مرداد ١ شده: دریافت
١٣٩٨ مهر ٢٨ شده: پذیرفته

١٣٩٨ آذر ١٠ آنلاین: دسترسی

پنجه علی بیک فاطمه رابط: ادیتور

کلیدی: کلمات

یافته تعمیم مینیمال مانده

مزدوج مانده بلوکی،

پیش بلوکی، یافته تعمیم

ساز. شرط



۵٢٧۴ - ۵١ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها جمشیدی/ زاده، عزیزی الدینی، تاج

مقدمه . ١

سیلوستر ماتریسی معادله حل به مقاله این در

AX + XB = C, (١ . ١)

شده گرفته نظر در p ≪ n با X ∈ Rn×p و C ∈ Rn×p ،B ∈ Rp×p ،A ∈ Rn×n که می شود پرداخته

پردازش ارتباطات، و کنترل نظریه مانند مسائل از خیلی در اساسی نقش ماتریسی معادله این است.

.[١۵ ،١٣ ،۶] دارد مدل کاهش مساله و فیلترینگ تصویر، پردازش و بازسازی سیگنال،

λi(A) + λ j(B) , ٠ که است این (١ . ١) معادلۀ برای یکتا جواب وجود برای کافی و لازم شرط

سراسر در است. E ویژه مقدار امین −k ،λk(E) که ، j = ١, ٢, . . . , p و i = ١, ٢, . . . , n تمام برای

است. برقرار شرط این که است این بر فرض مقاله این

(١ . ١) معادله برای زیادی حل روش های عملی، کاربردهای در معادله این نقش و اهمیت خاطر به

حل برای عددی روش مشهورترین باشند، کوچک B و A ضرایب های ماتریس اندازه اگر دارد. وجود

به A ماتریس روش این در .[١٠] است هسنبرگ-شور١ الگوریتم ،(١ . ١) سیلوستر ماتریسی معادله

اصلاح هسنبرگ-شور روش حقیقت، در شود. می تبدیل حقیقی شور شکل به B و هسنبرگی بالا شکل

باشند، بزرگ و تنک B و A های ماتریس که زمانی .[٣] است بارتلز-استوارت٢ روش از کارآمدی

روش چندین گذشته، های سال در می شود. استفاده معادلات نوع این حل برای تکراری های روش از

اصلی ایده .[٢٠ ،١۴ ،٩ ،۵ ،۴ ،٢ ،١] است شده پیشنهاد کریلف زیرفضای روش های پایه بر تصویری

روی بزرگتر مسئله سپس و می شود ساخته کریلف زیرفضای برای مناسبی پایه که است این ها روش این

استقبال مورد بلوکی کریلف زیرفضای روش های روش ها، این بین از می گردد. تصویر کوچکتر مسئله یک
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همه شامل که دارد بزرگتری جستجوی فضای بلوکی، کریلف زیرفضای اینکه دلیل به گرفته اند. قرار خوبی

.[١١] است می شود، ظاهر تکی صورت به که خطی دستگاه هر با شده تولید کریلف زیرفضای بردارهای

که کردند ارائه خطی معادلات دستگاه حل برای را GMRESR روش ،[٢١] وندرورست٣ و فُُاُک

خارجی و داخلی های تکرار شامل GMRESR روش است. تو در تو GMRES روش یک از نوعی

جستجو بردارهای مجموعه روی بهینه تقریب محاسبه برای که است GCR روش خارجی، تکرار است.

با را جدید جستجو بردار یک که است GMRES داخلی تکرار می رود. بکار می کند، مینیمم را مانده که

برای خارجی الگوریتم توسط جستجو بردار این می کند. محاسبه مانده، معادله کردن حل تقریبی طور به

GMRES روش در بردارها جستجو فضای روی تقریب بهینگی اگرچه می رود. بکار جدید تقریب محاسبه

ارائه بنابراین می گردد. خارجی الگوریتم در جواب بهینه اصلاح به منجر این می شود، گرفته نادیده داخلی

سال در است. ارزشمند و منطقی کند، حفظ داخلی GMRES و GCR در را تعامد رابطه های که روشی

برای (GCRO) ضمنی داخلی سازی متعامد با را یافته تعمیم مزدوج مانده روش [٧] اشتورلر۴ ،١٩٩۶

مانده روش پایه بر تو در تو کریلف روش یک GCRO کرد. پیشنهاد Ax = b خطی معادلات دستگاه حل

این در می شود. استفاده داخلی تکرار عنوان به GMRES روش از که است (GCR) یافته تعمیم مزدوج

و شود می زیاد بردار ماتریس- ضرب تعداد کند، می پیدا افزایش بیرونی تکرارهای تعداد هنگامیکه روش

تکرارهای حقیقت در که شد مطرح GCROT الگوریتم [٨] در رو، این از می شود، هزینه پر الگوریتم این

و BGCROT(m, k) های روش ترتیب به [١٧ ،١٨] در همچنین زند. می برش نوعی به را بیرونی

روش شد. پیشنهاد چندگانه راست سمت با خطی معادلات های دستگاه حل برای DBGCROT(m, k)

تقلیل روش DBGCOTR(m, k) روش در است. GCROT روش از تعمیمی BGCORT(m, k)

رود. بالا روش همگرایی سرعت شد باعث این کردند، ترکیب BGCOT(m, k) روش با را برداری

این می دهیم. تعمیم (١ . ١) سیلوستر ماتریسی معادله حل برای را بلوکی GCRO روش مقاله، این در

یک حل برای بلوکی GMRES روش از درونی تکرار در است. درونی و بیرونی تکرار دو شامل روش

شده سازی شرط پیش حالت توان می که ایم کرده استفاده چندگانه راست سمت با خطی معادلات دستگاه

ساز شرط پیش ترکیب و روش این است. GCRO روش پایه بر بیرونی تکرار و گرفت، نظر در نیز را آن

BGMRES های روش با را روش این رفتار نامیم. می FBGCR و BGCR روش را درونی تکرار با

3Vuik and Van der Vorst
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های m برای که ایم داده نشان واقع در ایم. کرده مقایسه [١۴] NSCG و ،[١٢] BlBicgstab ،[١١]

مانده نرم همچنین هستند. برخوردار خوبی کارایی از روش ها از بعضی با مقایسه در روش دو این کوچک

است. ناصعودی

صورت به Y و X ماتریس دو داخلی ضرب می  شود. استفاده زیر نمادگذاری های از مقاله این در

است Z مربعی ماتریس رد دهنده نشان trace(Z) آن در که می شود، تعریف ⟨X,Y⟩F = trace(XT Y)

این می باشد. ∥.∥F فروبنیوس نرم داخلی، ضرب این با متناظر نرم است. X ماتریس ترانهاده ،XT و

معادله حل برای را بلوکی GMRES روش ،٢ بخش در است. شده سازماندهی زیر صورت به مقاله

مانده روش پایه بر تو در تو کریلف روش یک ،٣ بخش در ایم. کرده مرور مختصر طور به (١ . ١) سیلوستر

BGCRO الگوریتم همچنین ایم. کرده معرفی سیلوستر معادله حل برای (BGCRO) یافته تعمیم مزدوج

اینکه برای ایم آورده را عددی مثال های ،۴ بخش در ایم. کرده بیان نیز پذیر انعطاف ساز شرط پیش با را

دهیم. نشان را پیشنهادی روش کارایی

بلوکی GMRES روش . ٢

بلوکی کریلف زیرفضای تعریف به ابتدا کنیم توصیف را بلوکی GMRES روش که این از قبل

می پردازیم:

Km(A,V) با بلوکی کریلف فضای زیر امین −m .V ∈ Rn×p و A ∈ Rn×n کنید فرض .٢ . ١ تعریف
می گردد: تعریف زیر صورت به و می شود داده نشان

Km(A,V) = range[V, AV, . . . , Am−١V]

= {
m∑

j=١
A j−١VΩ j|Ω j ∈ Rp×p, j = ١, ٢, . . . , p}.

خطی عملگر از استفاده با اکنون،

A : Rn×p → Rn×p

A(X) = AX + XB
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های بلوک توسط شده تولید Km(A,V) بلوکی کریلف فضای زیر است، شده معرفی [١١] در که

کنیم: می معرفی زیر صورت به را V,A(V), . . . ,Am−١(V)

Km(A,V) = range[V,A(V), . . . ,Am−١(V)],

.Ak(V) = A(Ak−١(V)) آن در که

یکسان A خطی عملگر و A ماتریس با شده ساخته بلوکی کریلف زیرفضای می دهد نشان زیر لم

هستند.

باشد. آن با متناظر مانده R٠ = C − A(X٠) و باشد اولیه حدس یک X٠ کنید فرض [١١] .٢ . ٢ لم
آنگاه باشد. کامل R٠رتبه کنید فرض همچنین

Km(A,R٠) = Km(A,R٠).

می دهیم. توضیح را (١ . ١) سیلوستر ماتریسی معادله حل برای بلوکی GMRES روش ادامه در

Km(A,R٠) بلوکی کریلف فضای زیر برای بلوکی آرنولدی فرایند از استفاده با متعامد یکا پایه یک ابتدا

است: شده داده زیر صورت به الگوریتم این می سازیم.
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بلوکی آرنولدی فرایند ١ الگوریتم

عدد و ،X٠ ∈ Rn×p اولیه حدس ،C ∈ Rn×p ،B ∈ Rp×p ،A ∈ Rn×n ماتریس های ورودی: :١
.m صحیح

.Xm تقریبی جواب خروجی: :٢
کن. محاسبه را R٠ = C −A(X٠) :٣

.[V١,Λ١] = qr(R٠) کن: محاسبه را R٠ یافته کاهش QR تجزیه :۴
بده: انجام را ١٢ تا ۶ های گام j = ١, ٢, . . . ,m برای :۵

.W := AV j :۶
بده: انجام را ١٠ تا ٨ های گام i = ١, ٢, . . . , j برای :٧

.Hi, j := VT
i W :٨

.W := W − ViHi, j :٩
i حلقه پایان :١٠

[V j+١,H j+١, j] = qr(W) بده: انجام را W یافته کاهش QR تجزیه :١١
j حلقه پایان :١٢

بلوکی آرنولدی فرایند گام m آنگاه نباشند، ناقص رتبه H j+١, j مثلثی بالا های ماتریس زیر کنید فرض

هستند: برقرار زیر بلوکی آرنولدی های رابطه حالت این در شود. اجرا می تواند

AVm = Vm+١H̄m, (٢ . ١)

= VmHm + Vm+١Hm+١,mE(m)
m

T
,

یک H̄m ∈ R(m+١)p×mp است، متعامد یکا ماتریسی Vm = [V١,V٢, . . . ,Vm] ∈ Rn×mp آن در که

.E(m)
m = [٠p, . . . , ٠p, Ip]T و است بلوکی بالایی هسنبرگ ماتریس

برای (BGMRES) مجدد شروع با بلوکی یافته تعمیم مینیمال مانده روش مختصر طور به ادامه در

می دهیم: توضیح را (١ . ١) سیلوستر ماتریسی معادله حل

های جواب باشد. آن نظیر مانده R٠ = C − A(X٠) و اولیه حدس یک X٠ ∈ Rn×p کنید فرض

زیر برای متعامد یکا پایه یک Vm آن در که می کنیم، جستجو را Xm = X٠ +VmYm شکل به تقریبی

تعامد شرط کردن تحمیل با Ym ∈ Rn×p ماتریس .Ym ∈ Rn×p و است Km(A,R٠) کریلف فضای
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یعنی Xm با متناظر مانده روی

Rm = C −A(Xm) ⊥ AKm(A,R٠),

می آید. دست به

بنابراین ، Km(A,R٠) = Km(A,R٠) ،٢ . ٢ لم طبق

Rm = C −A(Xm) ⊥ AKm(A,R٠), (٢ . ٢)

AKm(A,R٠) = AK(A,R٠) = range(AVm) و Xm = X٠+VmYm ،(٢ . ١) معادله گرفتن نظر در با

نوشت: زیر صورت به را (٢ . ٢) رابطه می توان

H̄T
mH̄mYm + H̄T

m

 Imp

◦p×mp

YmB = H̄T
m E(m+١)

١ Λ١, (٢ . ٣)

معادله در H̄m =

 Hm

Hm+١,mE(m)
m

T

 کردن جانشین با .E(m+١)
١ = [Ip, ٠p, . . . , ٠p]T آن در که

می شود: نتیجه زیر معادله ،(٢ . ٣)

(HT
mHm + Em

(m)Hm+١,m
T Hm+١,mE(m)

m
T

)Ym + Hm
T YmB = Hm

T E١
(m)Λ١. (۴ . ٢)

است. (۵ . ٢) معادله با ارز هم (۴ . ٢) معادله باشد، نامنفرد Hm ماتریس اگر

(Hm + Hm
−T Em

(m)Hm+١,m
T Hm+١,mE(m)

m
T

)Ym + YmB = E(m)
١ Λ١. (۵ . ٢)

ماتریس نهایت در و آورد دست به را Ym ماتریس توان می (۵ . ٢) یافته کاهش سیلوستر معادله حل با

است: شده داده زیر در روش این الگوریتم است. (١ . ١) سیلوستر معادله از جوابی که Xm
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ماتریسی معادله حل برای مجدد شروع با بلوکی GMRES روش [١١] ٢ الگوریتم
(BGMRES)سیلوستر

عدد و ،X٠ ∈ Rn×p اولیه حدس ،C ∈ Rn×p ،B ∈ Rp×p ،A ∈ Rn×n ماتریس های ورودی: :١
.m صحیح

.Xm تقریبی جواب خروجی: :٢
کن. محاسبه را R٠ = C −A(X٠) :٣

.[V١,Λ١] = qr(R٠) کن: محاسبه را R٠ یافته کاهش QR تجزیه :۴
کن. تولید را H̄m و Vm+١ های ماتریس ١ الگوریتم از استفاده با :۵

کن. حل را (۵ . ٢) یا (۴ . ٢) یافته کاهش سیلوستر معادله Ym آوردن دست به برای :۶
کن. حساب را Rm = C −A(Xm) آن با متناظر مانده و Xm = X٠ +VmYm تقریبی جواب :٧

. ۴ به برو R٠ = Rm و X٠ = Xm اینصورت غیر در شو متوقف ∥Rm∥F < tol اگر :٨

(BGCRO)یافته تعمیم مزدوج مانده روش پایه بر تودرتو بلوکی کریلف روش یک . ٣

روش این می کنیم. معرفی را (١ . ١) ماتریسی معادله حل برای بلوکی GCRO روش بخش این در

روش و بیرونی تکراری روش عنوان به بلوکی GCR روش از است. درونی و بیرونی تکرار دو شامل

به که GCR بلوکی نسخه ابتدا می شود. استفاده درونی تکراری روش عنوان به کامل بلوکی GMRES

ماتریس دو می دهیم. شرح را می شود، استفاده بیرونی تکراری روش عنوان

Uk = [U١ U٢ . . . Uk], Ck = [C١ C٢ . . . Ck],

، BGCRO روش در .CT
k Ck = Ikp و Ck = AUk ،i = ١, . . . , k ،Ui ∈ Rn×p که بگیرید، نظر در را

Xk ∈ range(Uk) تقریبی جواب بنابراین .X٠ = ◦n×p کنید فرض شود، کم مسئله کلیت از اینکه بدون

یعنی شود، مینیمم آن با متناظر مانده نرم که می کنیم پیدا طوری را

minX∈range(Uk)∥C −A(X)∥F .

ارز هم طور به یا

Rk = C −A(Xk) ⊥ Arange(Uk). (٣ . ١)
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زیرفضای با برابر range(Uk) که می شوند ساخته طوری Ck Ukو ماتریس های که دید می توان ادامه در

کریلف

Kk(A,R٠) = range[R٠,AR٠, . . . ,Ak−١R٠]

بنابراین .Arange(Uk) = range(Ck) و Arange(Uk) = Arange(Uk) ،٢ . ٢ لم طبق شود.

کرد: بازنویسی زیر صورت به می توان را (٣ . ١) رابطه

Rk = C −A(Xk) ⊥ range(Ck). (٣ . ٢)

مانده بنابراین، .Xk = UkYk طوری که به دارد وجود Yk ∈ Rkp×p آنگاه Xk ∈ range(Uk) چون

است: زیر صورت به آن با متناظر

Rk = C −A(Xk) = C − AUkYk −UkYkB = C − CkYk −UkYkB.

داریم: (٣ . ٢) تعامد رابطه طبق

٠ = CT
k Rk = CT

k C − CT
k CkYk − CT

kUkYkB.

می آید. بدست Yk + CT
kUkYkB = CT

k C ماتریسی معادله حل از Yk صورت این در

BGCRO روش تا کنیم انتخاب را Ck+١ و Uk+١ های ماتریس چگونه که است این اصلی سوال

اینجا، در باشد. داشته سریعتری همگرایی

Uk+١ = Ek + A−١EkB, (٣ . ٣)

چون است. (١ . ١) سیلوستر ماتریسی معادله واقعی جواب X∗ و Ek = X∗−Xk که ایم، گرفته نظر در را

تقریب آوردن دست به برای بیابیم. Uk+١ برای مناسب تقریب یک باید نیست دست در واقعی جواب

داریم: می نمائیم، ضرب A در چپ سمت از را (٣ . ٣) معادله ،Uk+١
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AUk+١ = AEk + EkB

= AX∗ + X∗B − AXk − XkB = Rk.

بنابراین

AUk+١ = Rk. (۴ . ٣)

با معادله این کنید فرض کرد. حل روشی هر با را (۴ . ٣) ماتریسی معادله می توان Uk+١ زدن تخمین برای

. . . ,R٢,R١ ،Xn و . . . , X٢, X١ های ماتریس کنید فرض شود. حل زیر صورت به BGMRES روش

باشند. شده ساخته بیرونی تکراری روش از استفاده با ،Cn و . . . ,C٢,C١ و Un و . . . ,U٢,U١ ،Rn و

ماتریس یک پس .Uk+١ ∈ Xk+Km(A,Rk) که می سازیم طوری را Uk+١ درونی تکراری روش در حال

که طوری به دارد، وجود Ŷm ∈ Rmp×p

Uk+١ = Xk +VmŶm.

کند: صدق زیر تعامد خاصیت در باید BGMRES روش طبق Uk+١ با متناظر مانده نتیجه در

Rk = AUk+١ = AXk + AVmŶm ⊥ AKm(A,Rk). (۵ . ٣)

است: زیر سازی مینیمم مسئله با معادل (۵ . ٣) تعامد شرط

min
U∈Xk+Km(A,R٠)

∥Rk − AU∥ = min
Ŷ∈Rmp×p

∥Rk − AXk − AVmŶ∥F . (۶ . ٣)

Uk+١ = Xk + می توانیم سپس می شود، محاسبه Ŷm ماتریس (۶ . ٣) سازی مینیمم مسئله حل از

تکرار به حال می دهیم. نمایش Ubgmres
k+١ با را آن که بزنیم تخمین بلوکی GMRES روش با را VmŶm

Ubgcr
k+١ با که Uk+١ ماتریس است BGCR تکراری روش همان که تکرار این در می گردیم. بر بیرونی
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می شود: ساخته زیر صورت به می شود، داده نمایش

Ubgcr
k+١ = Ubgmres

k+١ −
k∑

i=١
UiΩi = Ubgmres

k+١ −
k∑

i=١
Ui(CT

i Ck+١)

= Ubgmres
k+١ −UkCT

k Ck+١

= Xk +VmŶm −UkCT
k AXk −UkCT

k AVmŶm. (٣ . ٧)

داریم: بنابراین ،CT
k Ck = I و Xk = UkYk ،Xk ∈ range{Uk} چون

UkCT
k AXk = UkCT

k AUkYk

= UkCT
k CkYk = Xk. (٣ . ٨)

شود: بازنویسی زیر صورت به می تواند (٣ . ٧) رابطه ،(٣ . ٨) رابطه گرفتن نظر با

Ubgcr
k+١ = VmŶm −UkCT

k AVmŶm

= (I −UkCT
k A)VmŶm

= A−١(I − CkCT
k )AVmŶm. (٣ . ٩)

آورد: دست به زیر صورت به را Cbgcr
k+١ ماتریس توان می A در چپ سمت از (٣ . ٩) معادله کردن ضرب با

Cbgcr
k+١ = AUbgcr

k+١ = (I − CkCT
k )AVmŶm.

آن در که ،Q̂R̂ = Cbgcr
k+١ می آوریم: دست به را Cbgcr

k+١ ماتریس یافته کاهش QR تجزیه ابتدا

به را Cbgcr
k+١ و Ubgcr

k+١ ماتریس های سپس است. مثلثی بالا ماتریس یک R̂ ∈ Rp×p و Q̂T Q̂ = Ip

می کنیم: تعریف زیر صورت

R̂Ubgcr
k+١ = Ubgcr

k+١ , (٣ . ١٠)

Cbgcr
k+١ = Q̂, (٣ . ١١)



۶٢٧۴ - ۵١ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها جمشیدی/ زاده، عزیزی الدینی، تاج

است: زیر سازی مینیمم مسئله جواب Ŷm ،(٣ . ١١) و (٣ . ١٠) در که

min
Ŷ∈Rmp×p

∥Rk − AXk − AVmŶ∥F = min
U∈Xk+Km(A,Rk)

∥Rk − AU∥F

= min
Ŷ∈Rmp×p

∥Rk − (I − CkCT
k )AVmŶ∥F . (٣ . ١٢)

در می دهیم. قرار نظر مد را (١ . ١) سیلوستر ماتریسی معادله جواب شدن روز به مسئله دیگر سوی از

است: زیر صورت به سیلوستر ماتریسی معادله جواب بیرونی، تکرار

Xk+١ ∈ Xk + range{Uk+١},

که طوری به دارد وجود Z ∈ R(k+١)p×p یک نتیجه در

Xk+١ = Xk +Uk+١Z. (٣ . ١٣)

می کند: صدق زیر صورت به گالرکین شرط ١+Rkدر ،Xk+١ با متناظر مانده همچنین

Rk+١ = Rk − AUk+١Z −Uk+١ZB

= Rk − Ck+١Z −Uk+١ZB ⊥ range{Ck+١}.

داریم: تعامد شرط طبق

٠ = CT
k+١Rk − Z − CT

k+١Uk+١ZB,

یا

Z + CT
k+١Uk+١ZB = CT

k+١Rk. (١۴ . ٣)

رابطه در کردن جانشین با و می شود محاسبه Z ماتریس ،(١۴ . ٣) یافته کاهش ماتریسی معادله حل با
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k + ١ گام در سیلوستر ماتریسی معادله تقریبی جواب همان که می شود، روز به Xk+١ ماتریس (٣ . ١٣)

می باشد.

می نمائیم. بیان خلاصه صورت به زیر گزاره در را بالا مطالب

ACk = و باشد Ck روی متعامد گر تصویر یک PC = CkCT
k ،A ∈ Rn×n کنید فرض .٣ . ١ گزاره

Km(ACk ,Rk) کریلف زیرفضای برای متعامد یکا پایه یک Vm کنید فرض همچنین، .(I − PCk)A

ACkVm = Vm+١H̄m رابطه در پایه این است. شده ساخته بلوکی آرنولدی فرایند از استفاده با که است

است: زیر مربعات کمترین مسئله جواب Ŷm کنید فرض بعلاوه، می کند. صدق

Ŷm = arg min
Ȳ∈Rmp×p

∥Rk − (I − PCk)AVmŶ∥F

= arg min
Ȳ∈Rmp×p

∥Rk −Vm+١H̄mŶ∥F .

می شوند: ساخته زیر صورت به Ck+١ و Uk+١ بیرونی تکرار در آنگاه

Uk+١ = R̂A−١ACkVmŶm,

Ck+١ = Q̂,

آمده اند. دست به Ck+١ = ACkVmŶm ماتریس یافته کاهش QR تجزیه از R̂ و Q̂ ماتریس آن در که

می شود: روز به زیر صورت به بیرونی تکرار در Xk+١ ماتریس همچنین

Xk+١ = Xk + Uk+١Zk+١,

می آید: دست به زیر یافته کاهش ماتریسی معادله حل از Zk+١ ماتریس که

Z + CT
k+١Uk+١ZB = CT

k+١Rk.

نمائیم. می خلاصه ٣ الگوریتم در را بالا مطالب
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(BGCR) سیلوستر ماتریسی معادله برای بلوکی GCRO الگوریتم ٣ الگوریتم

عدد ،X٠ ∈ Rn×p اولیه حدس ،C ∈ Rn×p ،B ∈ Rp×p ،A ∈ Rn×n ماتریس های ورودی: :١
کن. وارد را tol > ٠ همگرایی آستانه و m مثبت صحیح

.Xm تقریبی جواب خروجی: :٢
کن. محاسبه را R٠ = C −A(X٠) :٣

بده: انجام را زیر گام های همگرایی به رسیدن تا k = ٠, ١, . . . برای :۴
.[V١,Λk] = qr(Rk) یعنی کن، محاسبه را Rk یافته کاهش QR تجزیه :۵

بده: انجام را ١۵ تا ٧ های گام j = ١, . . . ,m برای :۶
.W := AV j :٧

بده: انجام را ٩ گام i = ١, . . . , k برای :٨

.W := W −CiBi j Bi؛ j := CT
i W :٩

i حلقه پایان :١٠
بده: انجام i = ١, . . . , j برای :١١

.W := W − ViHi j Hi؛ j := VT
i W :١٢

i حلقه پایان :١٣
.W := V j+١H j+١, j کن: محاسبه را W ماتریس یافته کاهش QR تجزیه :١۴

j حلقه پایان :١۵

کن. حل را Ŷm = arg minY∈Rmp×p∥
(
Λk
◦mp×p

)
− ĤmŶ∥F مربعات کمترین مساله :١۶

.Uk+١ = A−١(I − CkCT
k )AVmŶm بده قرار :١٧

.Ck+١ = (I − CkCT
k )Vm+١H̄mŶm بده قرار :١٨

.Q̂R̂ = qr(Ck+١) کن: محاسبه را Ck+١ ماتریس یافته کاهش QR تجزیه :١٩
.Ck+١ = Q̂ بده: قرار :٢٠

کن. حل را R̂Uk+١ = Uk+١ ماتریسی معادله :٢١
کن: حل را زیر یافته کاهش سیلوستر ماتریسی معادله :٢٢

Z + CT
k+١Uk+١ZB = CT

k+١Rk
بیاور. دست به را است معادله این از جوابی که Zk+١ ماتریس و
.Rk+١ = C − AXk+١ − Xk+١B و Xk+١ = Xk + Uk+١Zk+١ :٢٣

. شو متوقف ∥Rk∥F < tol اگر :٢۴
k حلقه پایان :٢۵

الگوریتم این نمایید. ملاحظه زیر در را BGCR الگوریتم شده سازی شرط پیش نوع الگوریتم

شود. می نامیده FBGCR



۶۵٧۴ - ۵١ (١٣٩٨) (٢)۶ جبرخطی و موجک ها جمشیدی/ زاده، عزیزی الدینی، تاج

FBGCR الگوریتم ۴ الگوریتم

عدد ،X٠ ∈ Rn×p اولیه حدس ،C ∈ Rn×p ،B ∈ Rp×p ،A ∈ Rn×n ماتریس های ورودی: :١
کن. وارد را tol > ٠ همگرایی آستانه و m مثبت صحیح

.Xm تقریبی جواب خروجی: :٢
کن. محاسبه را R٠ = C −A(X٠) :٣

بده: انجام را زیر گام های همگرایی به رسیدن تا k = ٠, ١, . . . برای :۴
.[V١,Λk] = qr(Rk) یعنی کن، محاسبه را Rk یافته کاهش QR تجزیه :۵

بده: انجام را ١۶ تا ٧ های گام j = ١, . . . ,m برای :۶

.Ŵ j := M−١
j V j :٧

.W := AŴ j :٨
بده: انجام را ٩ گام i = ١, . . . , k برای :٩

.W := W −CiBi j Bi؛ j := CT
i W :١٠

i حلقه پایان :١١
بده: انجام i = ١, . . . , j برای :١٢

.W := W − ViHi j Hi؛ j := VT
i W :١٣

i حلقه پایان :١۴
.W := V j+١H j+١, j کن: محاسبه را W ماتریس یافته کاهش QR تجزیه :١۵

j حلقه پایان :١۶

کن. حل را Ŷm = arg minY∈Rmp×p∥
(
Λk
◦mp×p

)
− ĤmŶ∥F مربعات کمترین مساله :١٧

.Ŵm = [M−١
١ V١, . . . ,M−١

m Vm] آن در ١+Uk،که = A−١(I − CkCT
k )AŴmŶm بده قرار :١٨

.Ck+١ = (I − CkCT
k )Vm+١H̄mŶm بده قرار :١٩

.Q̂R̂ = qr(Ck+١) کن: محاسبه را Ck+١ ماتریس یافته کاهش QR تجزیه :٢٠
.Ck+١ = Q̂ بده: قرار :٢١

. کن حل را R̂Uk+١ = Uk+١ ماتریسی معادله :٢٢
ماتریس و Z +CT

k+١Uk+١ZB = CT
k+١Rk کن: حل را فوق یافته کاهش سیلوستر ماتریسی معادله :٢٣

بیاور. دست به را است معادله این از جوابی که Zk+١
.Rk+١ = C − AXk+١ − Xk+١B و Xk+١ = Xk + Uk+١Zk+١ :٢۴

شو. متوقف ∥Rk∥F < tol اگر :٢۵
k حلقه پایان :٢۶

عددی نتایج . ۴

دهیم. شرح را جدید روش کارایی اینکه برای آورده  ایم، عددی مثال چند بخش، این در
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(FBGCR) آن شده سازی شرط پیش نوع و (BGCR) جدید الگوریتم عددی رفتار زیر های مثال در

BlBicgstab الگوریتم مانند دیگر بلوکی تکراری های الگوریتم و [١١] BGMRES الگوریتم با مقایسه در را

الگوریتم در می دهیم. نشان (١ . ١) سیلوستر ماتریسی معادله حل برای [٢] HSS الگوریتم و [١٢]

الگوریتم از داخلی تکرار هر در حقیقت، در ایم. کرده استفاده ILU(٠) ساز شرط پیش از FBGCR

حل برای میکنیم. روز به AŴ j = V j ماتریسی معادله تقریبی جواب عنوان به را Ŵ j ماتریس ،۴

معادله سپس میآوریم، دست به را A ماتریس ناقص LU تجزیه متلب از استفاده با ابتدا دستگاه این

اولیه حدس مثال ها تمام برای ایم. کرده حل متلب با نیز را آنها که شود می تبدیل دستگاه دو به ماتریسی

X∗ = rand(n, p) که است شده گرفته نظر در گونهای به راست سمت ماتریس و X٠ = ٠n×p ماتریس

مثال ها تمام برای توقف معیار .tol = ٨−١٠ همچنین است. (١ . ١) سیلوستر معادله دقیق جواب

∥C − AXk − XkB∥F < tol∥C∥F ,

مقایسه هم با را عددی روش های دیدگاه ازچهار است. maxit = ٢٠٠٠ ها تکرار تعداد ماکزیمم یا

به آن (به ثانیه حسب بر اجرا زمان است.)، شده اشاره iter. صورت به آن (به تکرارها تعداد میکنیم:

∥Rk∥F = ∥C − AXk − XkB∥F صورت به واقعی مانده نرم −F است.)، شده اشاره CPU صورت

است: شده داده نشان زیر صورت به که نسبی خطای نرم و است

∥Xk − X∗∥F/∥X∗∥F

.

BlBicgstab, BGMRES , BFGCR,روش های عددی رفتار که است این مثال این از هدف .١ . ۴ مثال
زیر دیفرانسیلی عملگر دهیم. نشان (١ . ١) سیلوستر ماتریسی معادله حل برای را HS S و BGCR

بگیرید: نظر در را دیریکله مرزی شرایط با

L(u) = −∆u + ٢v
∂u
∂x
+ ٢v
∂u
∂y
,

های اندازه با Ω = [٠ ١] × [٠ ١] واحد مربع روی محدود تفاضلات روش از استفاده با عملگر این
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n = ٣٠٠٠
v m روش iter. CPU ∥Rk∥F ∥Xk − X∗∥F/∥X∗∥F

BGCR ٢٢ ١٩۴٫٩۶ ١٫۵٨٩٨e − ٠۶ ۴٫٠٨۶٨e − ٠٩
FBGCR ٢ ٠٫١۶٩٠ ١٫۴٠٠١e − ٠٩ ٨٫١٩٢٣e − ١٠

١٠ ٢ BGMRES ٢٠ ٢٫١٨۵١ ١٫٠٩٨٣e − ٠۶ ١٫٠٢٨۴e − ٠٨
BlBicgstab - - - -
HSS - - - -
BGCR ٣٩ ۵۶٢٫٨۶ ١٫۴٠٢۵e − ٠۶ ٣٫٧۴٢٠e − ٠٩
FBGCR ٢ ٠٫٢١٨٩ ٢٫٨١٧۵e − ٠٩ ٨٫٧۶٨١e − ١٠

١ ٣ BGMRES ۴۵ ۶٫۵۴۶٨ ٢٫٠٠۵۵e − ٠۶ ٢٫٢۵۴٣e − ٠٧
BlBicgstab - - - -
HSS - - - -

”-” علامت .tol = ٨−١٠ و v = ١, ١٠ ،m = ٢, ٣ ،p = ١٠ ،١ . ۴ مثال ماتریس های روی الگوریتم پنج عددی نتایج :١ جدول
نیست. همگرا تکرار ٢٠٠٠ تا الگوریتم می دهد نشان

این است. شده سازی گسسته ها y محور جهت در k = ١
p+١ و ها x محور جهت در h = ١

n+١ شبکه

می دهد: نتیجه زیر صورت به را B و A ماتریس دو عملگر

A = tridiag(−١ − vh, ١−,٢ + vh), B = tridiag(−١ − vk, ١−,٢ + vk).

و ١ جدولهای از که همانطور شدهاند. گزارش ٢ و ١ جدولهای در متفاوت n,m, v با عددی نتایج

بر نسبی خطای نرم و مانده نرم تکرارها، تعداد اجرا، زمان نظر از FBGCR روش می کنید مشاهده ٢

،m مقادیر بعضی برای BlBicgstab و HSS روش های دید توان می حتی دارد. برتری روش ها بقیه

FBGCR و BGCR روش دو در دید می توان ١ شکل در نشدهاند. همگرا تکرار ٢٠٠٠ از بعد n و v

برای بگیریم نتیجه می توانیم بنابراین می کند. پیدا کاهش چشمگیری طور به نسبی مانده فروبنیوس نرم

سیلوستر معادله حل برای خوبی گزینه های می توانند FBGCR و BGCR روش دو m کوچک مقادیر

و BGCR روش دو نسبی خطای نرم میکنید مشاهده ٢ شکل در که همانطور همچنین، باشند. (١ . ١)

است شده همگرا تکرار دو در FBGCR روش چون و دارند یکدیگر شبیه رفتاری تقریبأ BGMRES

و BGCR روش سه گفت میتوان بنابراین دارد. پوشانی هم دیگر های روش با آن نسبی خطای نرم

هستند. برخوردار خوبی دقت از BGMRES و FBGCR

صفر مخالف عناصر تعداد اندازه، ماتریس ها، نام آن در که ٣ جدول از A ماتریس مثال این در .٢ . ۴ مثال
از f dm−٢d−matrix دستور با B ماتریس و می  شود انتخاب [١۶] سایت وب از شده، ذکر آنها نوع و

می شود. گرفته نظر در B = f dm(
√

p, cosxy, ey٢x
, ١٠) صورت به [١٩] LYAPACK

۴ جدولهای در شده گزارش عددی نتایج است. شده گرفته نظر در m = ٢ و p = ٩, ١۶ اینجا، در
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n = ۴٠٠٠
v m روش iter. CPU ∥Rk∥F ∥Xk − X∗∥F/∥X∗∥F

BGCR ٢٣ ۴٩٣٫٠۵ ١٫٢۶١٣e − ٠۶ ٣٫٠٣۶١e − ٠٩
FBGCR ٢ ٠٫٣٠٢۶ ٢٫٨۶٩۵e − ٠٩ ٨٫١۶٩٢e − ١٠

١٠ ٢ BGMRES ٢٠ ٣٫٧١۶١ ١٫٣۶۵١e − ٠۶ ١٫١٠٣١e − ٠٨
BlBicgstab - - - -
HSS - - - -
BGCR ٣٩ ١٣٠٩٫١ ١٫٩۴٢١e − ٠۶ ۴٫٣٨٣۴e − ٠٩
FBGCR ٢ ٠٫٣٠١٩ ۶٫٠٧١٩e − ٠٩ ٨٫٧٨٧٠e − ١٠

١ ٣ BGMRES ۴۵ ٨٫١١٣۴ ٢٫٣١٢٨e − ٠۶ ٢٫٢۴٨٠e − ٠٧
BlBicgstab - - - -
HSS - - - -

”-” علامت .tol = ٨−١٠ و v = ١, ١٠ ،m = ٢, ٣ ،p = ١٠ ،١ . ۴ مثال ماتریس های روی الگوریتم پنج عددی نتایج :٢ جدول
نیست. همگرا تکرار ٢٠٠٠ تا الگوریتم می دهد نشان
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.١ . ۴ مثال ماتریس های روی متفاوت تکراری روش های نسبی مانده فروبنیوس نرم مقایسه :١ شکل
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.١ . ۴ مثال ماتریس های روی متفاوت تکراری روش های نسبی خطای نرم مقایسه :٢ شکل

را BGCR بر FBGCR روش برتری شده اند رسم ٣ و ٢ شکل  های در که همگرایی منحنی های و ۵ و

ارجحیت BGCR بر همگرایی سرعت و تکرارها تعدا اجرا، زمان نظر از BGCR روش می دهند. نشان

دارد.

گیری نتیجه . ۵

تکرار با پذیر انعطاف ساز شرط پیش ترکیب و بلوکی یافته تعمیم مزدوج مانده روش مقاله، این در

رتبه بلوکی مانده اگر که دید می توان همچنین ایم. داده شرح (١ . ١) سیلوستر معادله حل برای را درونی
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ID Matrix n nnz Type Application area
١ orsirr_1 ١٠٣٠ ۶٨۵٨ Real unsymmetric Computational Fluid Dynamics Problem
٢ orsreg_1 ٢٢٠۵ ١۴١٣٣ Real unsymmetric Computational Fluid Dynamics Problem
٣ nos5 ۴۶٨ ۵١٧٢ Real symmetric Structural Problem
۴ orsirr_2 ٨٨۶ ۵٩٧٠ Real unsymmetric Computational Fluid Dynamics Problem
۵ cage9 ٣۵٣۴ ۴١۵٩۴ Real unsymmetric Directed Weighted Graph
۶ cage10 ١١٣٩٧ ١۵٠۶۴۵ Real unsymmetric Directed Weighted Graph

.٢ . ۴ مثال در شده استفاده A ماتریس ویژگیهای :٣ جدول

m = ٢ p = ١۶
A Method iter. CPU ∥Rk∥F ∥Xk − X∗∥F/∥X∗∥F

BGCR ۶۴ ۵١٫٩٢۵ ٩٫۵٠٨۶e − ٠٩ ١٫٧٠٧۵e − ١٣
orsirr_١ FBGCR ٢۴ ۶٫٠٨٠٨ ۵٫۶۴٢٩e − ٠٩ ۴٫٩۶۵٠e − ١٠

BGCR ۶۶ ۴١ . ٣۴٧ ٨٫٣٧۴٢e − ٠٩ ۵٫٧٠۴٩e − ١٣
orsreg_١ FBGCR ٣۶ ۴٣٫٣٨۴ ۴٫٧٣٢۶e − ٠٩ ١٫۵۶۶٠e − ١۶

BGCR ٢٨ ٢٫٧٢٣٣ ٣٫١٧٩۵e − ٠٩ ٣٫٠٣٢٣e − ١٢
nos۵ FBGCR ١٩ ١٫٢٢١١ ۶٫١٧۶۵e − ٠٩ ٢٫۴٣٣۶e − ٠۶

BGCR ۵۶ ٣٠٫۵٠٣ ۵٫٣۴٩٢e − ٠٩ ۶٫۴٨۶١e − ١۴
orsirr_٢ FBGCR ٢۴ ۴٫۶٧٧٩ ٢٫٠١٢۵e − ٠٩ ۴٫۶۶۴٨e − ١٠

BGCR ٢۵ ۵٨٫٠٨٢ ٧٫١٢٨٨e − ٠٩ ٣٫۵٠٧٣e − ١٣
cage٩ FBGCR ٢٣ ۵١٫۴٢٨ ۴٫٩٧٢۴e − ٠٩ ١٫۴۴۶٩e − ١۴

BGCR ٢۶ ١۴٣١٫١ ۶٫٧٧٧۶e − ٠٩ ١٫۶٩۴١e − ١٣
cage١٠ FBGCR ٢۵ ١٣٠٢٫٩ ٣٫۴١٧۵e − ٠٩ ١٫٣١۶٨e − ١۵

.٢ . ۴ مثال برای نسبی خطای فروبنیوس نرم و مانده فروبنیوس نرم اجرا، زمان تکرارها، تعداد :۴ جدول

m = ٢ p = ٩
A Method iter. CPU ∥Rk∥F ∥Xk − X∗∥F/∥X∗∥F

BGCR ٩٩ ۶٢٫٩٧٩ ٧٫٣٩٧٨e − ٠٩ ٩٫۵١۵۵e − ١٣
orsirr_١ FBGCR ٣٠ ۵٫٧۴٢٠ ٢٫٧۶۵۴e − ٠٩ ۴٫٠٢٩٠e − ٠٨

BGCR ٧۵ ١٠٣٫٩٢ ۶٫٢٩٢٩e − ٠٩ ۵٫٣٧۵٨e − ١٣
orsreg_١ FBGCR ۴٠ ٣۴٫٧١٠ ٨٫٣٠٧٨e − ٠٩ ۵٫٨٠٩٧e − ١٢

BGCR ۴۴ ۴٫٧۴۶٠ ٧٫٨۶٨٠e − ٠٩ ٣٫٩۵٩٣e − ١٢
nos۵ FBGCR ٢۶ ١٫٣٨٨۵ ٣٫١٠۵٠e − ١٠ ٧٫٨۶١۵e − ١٠

BGCR ٨٩ ۴٠٫٢۶٢ ٩٫٠٣٩۶e − ٠٩ ١٫١۶۴۶e − ١٢
orsirr_٢ FBGCR ٢٨ ٣٫٨٨٢٣ ۴٫١٩۴٩e − ٠٩ ۵٫٣٢٨۵e − ١٢

BGCR ٢۶ ۵٢٫۶٧۶ ۵٫١١٩٧e − ٠٩ ٣٫٧٧۵٢e − ١٣
cage٩ FBGCR ٢۴ ۴٠٫٠۵٩ ٧٫٧۴٣٧e − ٠٩ ۵٫٠٠٩٨e − ١۵

BGCR ٢٧ ٩۶٣٫۴٣ ۴٫٣۴٢۶e − ٠٩ ١٫۵٠٧٨e − ١٣
cage١٠ FBGCR ٢۶ ٨۶١٫۶٠ ٣٫٧١٢۴e − ٠٩ ۴٫۶١٨٠e − ١۶

.٢ . ۴ مثال برای نسبی خطای فروبنیوس نرم و مانده فروبنیوس نرم اجرا، زمان تکرارها، تعداد :۵ جدول
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.m = ٢ و p = ٩ با ٢ . ۴ مثال برای نسبی مانده به مربوط همگرایی های منحنی :٣ شکل

بعلاوه دارد. ناصعودی رفتار BGCR روش توسط شده تولید بلوکی مانده فروبنیوس نرم باشد، کامل

بالا آن همگرایی سرعت می شود ترکیب ساز شرط پیش روش این با هنگامیکه نمود ملاحظه می توان

می دهند. نشان را الذکر فوق روش کارایی عددی مثال های پایان در می رود.
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.m = ٢ و p = ٩ با ٢ . ۴ مثال برای نسبی خطای به مربوط همگرایی های منحنی :۴ شکل

قدردانی و تشکر

تشکر کمال ارزشمندشان پیشنهادات برای بیک پنجعلی فاطمه دکتر خانم سرکار و محترم داوران از

داریم. را قدردانی و
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