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مقدمه . ١

یکسان دیگر شاخه های و موضوعات با تقریباً توسعه و تحقیقاتی مسیر ریاضیات، از شاخه هر در

در قاب ها است. داشته ریاضیات شاخه های دیگر با مشابه تاریخچه ای نیز قاب ها نظریه است. بوده

موجک  ها نظریه طرح از پس گرفتند. قرار توجه مورد کمتر موجک  ها نظریه شروع زمان تا ظهور ابتدای

بسیاری حل درک با اخیر سال  های در جایی که تا یافت. ادامه جدی صورت به قاب ها بر تحقیق و مطالعه

افزایش بسیار زمینه در این تحقیقات بررسی و توسعه سرعت مفهوم، از این استفاده با کاربردی مسائل از
شیفر٣ و دافین٢ وسیله به شده ارائه تعبیر ،[٨] همکارانش و دابشی١ ،١٩٨۵ سال در است. یافته

پایه های جایگزین می توان را قاب ها که کردند مشاهده و نموده معرفی امروزی قاب های شکل به را ،[٩]

جایگزینی نمود. این توابع فوریه این سری در حاصل تجزیه مشابه L٢(R) در توابع تجزیه برای یکه متعامد

مطالعه مورد مختلف ابعاد از قاب ها نظریه آن از پس شد. مطرح جد ی تر صورت به ،[١١] مقاله در

انتخاب آن از قاب اعضای که زمینه ای مختلف فضاهای بر تحقیقات از بخشی گرفت. قرار توسیع و

شدند بیان غیره و ۵ ∗C-مدولی هیلبرت ،۴ باناخ فضاهای برای قاب ها مفاهیم و گردید متمرکز می شدند

قاب برای کاندیدی دنباله اعضای نوع بر قاب، نظریه در مطالعات از شاخه ای همچنین .[١٠] و [۵]

[۶] شدند مطرح غیره و توسیع یافته قاب های و زیرفضایی قاب های مفاهیمی مانند و نمودند تمرکز شدن

از و بوده سیگنال  ها پردازش و تصویر پردازش موضوع در قاب  ها کاربردهای عظیمی از بخش و[١٩].

ارتباطات و پزشکی تصویربرداری مانند قسمت  هایی در سیگنال پردازش کاربرد اخیر، دهه  های در که آنجا

قرار توجه مورد بسل۶ دنباله دو یا دوقاب با متناظر ضربی ساز عملگر مطالعه یافته اند، افزایش بی سیم

معکوس پذیری خاصیت می شود مطرح ضربی ساز عملگر از استفاده به نیاز که کاربردی موارد در گرفت.

عملگرضربی ساز مفهوم [١۶] ،[٣] در نویسندگان می کند. پیدا اهمیت آن معکوس ضابطه و عملگر  این

بررسی را عملگر ویژگی های این مختلف مناظر از و نمودند معرفی را g-قاب دو و قاب دو با متناظر

علیجانی) (آزاده alijani@vru.ac.edu آدرس ایمیلها:
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تنها یا عضوی تک توسیع یافته قاب های عنوان تحت قاب ها از دیگری دسته معرفی به توجه با نموده اند.

آنها برهان های ارائه و کرد خواهند پیدا دیگری شکل g-قاب ها بر نتایج از برخی g-s-قاب ها٧، ،[١٧]

و شده ارائه g-s-قاب ها خواص از برخی ابتدا مطالعه در این می گردد. امکان پذیر سریع تری راه  های از

g-s-پایه و g-s-پایه ریس٨ (g-s-بسل، g-s-قاب  دو با متناظر ضربی ساز عملگر از خواصی سپس

عملگر ضابطه می شود سعی و شده بررسی معکوس پذیری و کران داری و خوش تعریفی قبیل از یکه) متعامد

شود. ارائه ضربی ساز عملگر از معکوس

مرور به بخش این ادامه در است. شده تدوین شد خواهد داده توضیح که به گونه ای حاضر مطالعه

دوم بخش می شود. پرداخته آینده بخش  های در نیاز مورد قاب، نظریه در مقدماتی مفاهیم بر کوتاهی

ضابطه و نموده معرفی را g-s-قاب دو با متناظر ضربی ساز عملگر معکوس پذیری برای کافی شرایط

g-s-پایه ریس دو متناظر ضربی ساز عملگر می نماید. ارائه ضربی ساز عملگر معکوس یک طرفه معکوس

معکوس پذیری برای شرایطی شامل بخش این همچنین  است. شده مطرح سوم بخش در آن خواص و

g-s-قاب ها بین شده مطرح روابط به توجه با می باشد. نیز یکه متعامد g-s-پایه  های عملگرضربی ساز

عملگر ضابطه و g-s-قاب ها عملگرضربی ساز معکوس پذیری خصوص در حاصل نتایج و g-قاب ها و

عملگرضربی ساز معکوس پذیری برای کافی شرایط ارائه به چهارم بخش قبل، بخش های در آن معکوس

می پردازد. آن معکوس ضابطه و g-قاب ها

طول در شده استفاده معکوس پذیر عملگرهای انواع نماد خصوص در اصلی، مباحث به ورود از پیش

معکوس پذیری برای لازم شرط حاضر، بحث در می گردد. ارایه توضیحاتی معکوس پذیری مفهوم و مطالعه

بر معکوس  عملگر یکی، به یک خاصیت وجود با و نشده گرفته نظر در عملگر آن پوشایی عملگر یک

ایجاد مطالعه این استدلالهای در خللی و می شود) نامیده معکوس شبه عملگر (که کرده پیدا وجود بردش

و چپ از معکوس پذیر عملگر راست، از معکوس پذیر (عملگر معکوس پذیر عملگرهای انواع از نمی نماید.

شدن راحت تر برای اما است. شده استفاده نیست.) نظر مورد پوشایی شرط لزوما که معکوس پذیر عملگر

معکوس شبه (نماد متعدد نمادهای از استفاده از مطالعه، مسیر در آنها از استفاده نوع به بنا و مباحث

معکوس پذیری یا معکوس پذیری نماد نماد، یک از معکوس پذیری نوع همه برای و گردیده پرهیز غیره) و

است. شده بسنده موجود ویژگی از استفاده در معکوس پذیری نوع قید به فقط و شده استفاده دوطرفه

7Singlton g-frame
8Riesz basis



٧۴٧١ - ٨٨ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها علیجانی/

،[۴] و [٧] مراجع دیدن به را خواننده قاب، نظریه بحث مقدمات خصوص در صحبت آغاز برای

مورد مطالعات به ورود آماده ،[١٧] g-s-قاب ها و [١٩] g-قاب ها بر کوتاهی مرور با و نموده دعوت

و خطی عملگرهای از {Λi}i∈N دنباله g-قاب، یافته، توسیع قاب یک می شویم. مقاله در این هدف

در ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت های برای که است Ki هیلبرت فضاهای به H ٩ هیلبرت فضای از کران دار

کند. صدق زیر نامساوی رابطه

A∥ f ∥٢ ≤
∑
i∈N
∥Λi f ∥٢ ≤ B∥ f ∥٢, ∀ f ∈ H,

عملگری SΛ( f ) =
∑

i∈NΛ
∗
iΛi f ضابطه با SΛ : H −→ H قاب عملگر ،{Λi}i∈N g-قاب برای

g-قاب نام با {ΛiS −١
Λ
}i∈N قاب و است معکوس پذیر و مثبت الحاق پذیر، کران دار، تعریف، خوش

به بازسازی فرمول شده اش القا کانونی دوگان g-قاب و g-قاب هر می نماید. القا را کانونی دوگان

شده انتخاب راحتی برای Λ̃i = ΛiS −١
Λ

آن در که می دهد، دست به را H بر f =
∑

i∈NΛ
∗
i Λ̃i f صورت

که طوری به باشند ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت های هرگاه نامند g-پایه ریس یک را {Λi}i∈N دنباله است.

باشد. برقرار {gi}i∈N هر برای زیر نامساوی

A
∑
i∈N
∥gi∥٢ ≤

∑
i∈N
∥Λ∗i gi∥٢ ≤ B

∑
i∈N
∥gi∥٢.

g-قاب یک ساختن قابلیت تنهایی به عملگرها از بعضی می کند بیان مرجع[٢]، در نویسنده که همانطور

عملگرها از دسته از این بردن نام برای و شده اند تعریف تنها g-قاب های مفهوم ،[١٧] مرجع در دارند. را

یک Λ : H −→ K کران دار و خطی عملگر می شود. استفاده g-s-قاب ها عنوان از حاضر مطالعه در

زیر رابطه ی f ∈ H هر برای که باشند داشته وجود ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت های اگر است g-s-قاب

باشد. برقرار

A∥ f ∥٢ ≤ ∥Λ f ∥٢ ≤ B∥ f ∥٢.

یک Λ g-s-قاب و باشد معکوس پذیر Λ عملگر اگر است g-s-پایه ریس یک Λ g-s-قاب یک

با Λ g-s-قاب یک با متناظر قاب عملگر باشد. یکانی عملگری Λ اگر است یکه متعامد g-s-پایه

9Hilbert space
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کران دار، خطی، عملگر یک SΛ می گردد. تعریف SΛ = Λ∗Λ ضابطه با و می شود داده نمایش SΛ

g-s-قاب هر برای نیز کانونی دوگان g-قاب ها، حالت مشابه است. معکوس پذیر و مثبت الحاق پذیر،

داده نمایش Λ̃ با و نامیده کانونی دوگان را ΛS −١
Λ

g-s-قاب و می شود القا آن قاب عملگر به وسیله

باشد. برقرار Γ∗Λ = IH رابطه هرگاه می نامند Λ دوگان را Γ g-s-قاب همچنین می شود.

به توجه با می آید. به دست Λ عملگر خواص خصوص در نتایجی سریعا Λ g-s-قاب تعریف از

است. Λ g-s-قاب کران  های همان با g-s-قاب یک نیز Λ∗ عملگر ،∥Λ∗∥ = ∥Λ∥
می نماید. مطرح را g-s-قاب و g-قاب مفهوم دو ارتباط g-s-قاب، مفهوم بیان از پس ،[١٧] مرجع

این است.  کران همان با g-s-قاب یک g-قاب هر که دید می توان g-قاب یک تجزیه عملگر وسیله به

خواص بررسی به ابتدا آتی بخش  های در می نماید. تر راحت را g-قاب  ها خصوص در بحث رابطه نوع

خصوص در مشابه نتایج شده مطرح رابطه از استفاده با سپس و پرداخته g-s-قاب ها عملگرضربی ساز

می آید. دست به g-قاب ها عملگر

آنها ضربی ساز عملگر معکوس پذیری شرایط و -قاب ها g-s . ٢

این اهمیت به توجه با و بوده بسیاری محققین توجه مورد مختلف مراجع در قابها ضربی ساز عملگر

مهم ترین از یکی می گیرد. قرار تحقیق مورد مختلف جنبه های از آن ویژگی های کاربردی، مسائل در عملگر

این در است. آن معکوس عملگر برای صریحی ضابطه یافتن و آن معکوس پذیری عملگر این ویژگی های

می باشد. هدف مورد g-s-قاب دو با متناظر ضربی ساز عملگر معکوس پذیری بخش،

عملگر باشد. ثابت عددی α و بوده K به نسبت H برای g-s-قاب دو Γ و Λ کنید فرض .٢ . ١ تعریف
داده نشان Mα,Λ,Γ نماد با و شده تعریف زیر ضابطه با α ثابت و Γ و Λ g-s-قاب های ضربی ساز

می شود.

Mα,Λ,Γ f = αΛ∗Γ f , ∀ f ∈ H.

است. کران دار و خوش تعریف عملگر که این است واضح g-s-قاب ها ضربی ساز عملگر تعریف از

بوده Γ و Λ بودن g-s-بسل عملگر، کران داری این و خوش تعریفی برای کافی شرط که شود توجه البته

می کنند. کفایت را ضربی ساز عملگر از اولیه خواص این و
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در و عملگر این معکوس پذیری  خاصیت وجود مهم بسیار نکته قاب ها ضربی ساز عملگر بحث در

بر تاکید مطالعه طول این در ازاین رو، است. معکوس  عملگر ضابطه یافتن ویژگی وجود این صورت

) می شود. صرفنظر کران داری مانند ضربی ساز عملگر دیگر خواص ذکر از و بوده معکوس پذیری خاصیت

g-s-بسل جفت یک برای حتی شد بیان قبل پاراگراف در که همان طور کران داری خاصیت که شود توجه

بررسی خاص حالت های در g-s-قاب ها با متناظر ضربی ساز عملگر معکوس پذیری ابتدا دارد.) وجود نیز

می شود.

هستند. برقرار زیر گزاره های آن گاه باشند. ثابت عددی α و g-s-قاب یک Λ کنید فرض .٢ . ٢ نکته

g-s-قاب قاب عملگر خواص به بنا و بوده SΛ عملگر از α مضرب ،Mα,Λ,Λ ضربی ساز عملگر الف.

می باشد. معکوس پذیر Λ

Mα,Λ̃,Λمعکوس پذیر Mα,Λ,Λ̃و ضربی ساز عملگرهای ،α ثابت و Λ̃ و Λ g-s-قاب های برای ب.

هستند. H بر همانی عملگر از α مضرب عملگرها زیرا این می باشند.

Mα,Λ,Λ̃ = αΛ
∗Λ̃ = αΛ∗ΛS −١

Λ
= αSΛS −١

Λ
= αIH.

دیگر، به عبارت است. برقرار نیز Λ دیگر تمامی دوگان های برای ب قسمت در شده مطرح نتیجه ج.

است، Λ از دلخواهی دوگان Γ آن در که ،α ثابت و Γ و Λ g-s-قاب های ضربی ساز عملگرهای

می باشد. معکوس پذیر و بوده همانی عملگر از α ثابت مضرب

Mα,Λ,Γ = αΛ∗Γ = αIH = αΓ
∗Λ =Mα,Γ,Λ.

صورت در یا و نیست معکوس پذیر لزوما g-s-قاب دو با متناظر ضربی ساز عملگر کلی، حالت در

قابل کاربردی مسایل در یا و نبوده محاسبه قابل به راحتی آن معکوس عملگر ضابطه معکوس پذیری،

عملگر شرایط آن تحت که شرایطی یافتن و مطالعه مطلب، به این توجه با نیست. استفاده و دسترس

تحقیق برای باشد اختیار در براحتی معکوس عملگر ضابطه آن از مهم تر و بوده معکوس پذیر ضربی ساز

عملگر یک معکوس عملگر یافتن و معکوس پذیری برای شرایط از برخی اکنون می کند. پیدا اهمیت

می شود. ارائه ضربی ساز
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ضربی ساز عملگر آن گاه ،R(Λ) ⊆ R(Γ) اگر ،α ثابت عدد و Γ و Λ g-s-قاب دو برای .٢ . ٣ قضیه
g-s-قاب و (Γ−١)∗ g-s-بسل با متناظر ضربی ساز عملگر صورت به راست معکوس Mα,Λ,Γدارای

Λ̃,∗(١−Γ),١−Mαمی باشد. یعنی ،α−١ ثابت عدد و Λ̃

داریم. f ∈ H هر برای ،BΓ و AΓ کران های با Γ g-s-قاب تعریف به توجه با اثبات.

AΓ|| f ||٢ ≤ ||Γ f ||٢ ≤ BΓ∥ f ||٢.

طرفین از همچنین است. یک به یک عملگر یک Γ می شود نتیجه فوق نامساوی چپ طرف از استفاده با

(Γ−١)∗ و Γ−١ عملگرهای پس بوده، کران دار Γ چون است. بسته R(Γ) می شود نتیجه نامساوی این

چون طرفی از می باشد. R(Γ) به نسبت H برای g-s-بسل یک (Γ−١)∗ نتیجه در و بوده کران دار نیز

می دهیم نشان اکنون می باشد. H بر کران دار و خوش تعریف Γ−١Λ̃ عملگر نتیجه در ،R(Λ) ⊆ R(Γ)

بود. خواهد H Mα,Λ,Γبر برای راست معکوس یک α−١Γ−١Λ̃

Mα,Λ,ΓMα−١,(Γ−١)∗,Λ̃ = (αΛ∗Γ)(α−١Γ−١Λ̃) = Λ∗ΓΓ−١ΛS −١
Λ
= IH.

می باشد. R(Γ) بر ΓΓ−١ = I که شود توجه

پوشایی عملگرهای Γ و Λ اگر باشند. ثابت عددی α و g-s-قاب دو Γ و Λ کنید فرض .۴ . ٢ گزاره
ضربی ساز عملگر صورت به آن معکوس و بوده معکوس پذیر Mα,Λ,Γ ضربی ساز عملگر آن گاه باشند،

دیگر، به عبارت می باشد؛ α−١ ثابت عدد و (Λ−١)∗ و (Γ−١)∗ g-s-قاب های با متناظر

M−١
α,Λ,Γ =Mα−١,(Γ−١)∗,(Λ−١)∗.

عملگر دو می شود این نتیجه تعریف) در نامساوی چپ (طرف Γ و Λ g-s-قاب های تعریف از اثبات.

بوده اند معکوس پذیر همگی Γ∗ و Λ∗ ،Γ ،Λ عملگرهای پس هستند. کران دار پایین از و یک به یک

Mα,Λ,Γنیز = αΛ∗Γ عملگر آن گاه داد. خواهند تشکیل g-s-قاب  یک Γ∗ و Λ∗ دو هر به علاوه، و

می باشد. آن معکوس Mα−١,(Γ∗)−١,(Λ∗)−١ ضربی ساز عملگر دید می توان به راحتی و بوده معکوس پذیر
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g-s-قاب یک انتقال و g-s-قاب یک از حاصل ضربی ساز عملگر مطالعه به آتی قضایای در

به نیز را فوق شده ارائه قضایای می توان می شود. پرداخته کران دار و معکوس پذیر عملگر یک به وسیله

گرفت. نظر در زیر قضیه های از خاصی حالت عنوان

معکوس پذیر عملگر یک Q اگر باشند. ثابت عددی α و g-s-قاب دو Γ و Λ کنید فرض .۵ . ٢ قضیه
g-s-قاب های با متناظر ضربی ساز عملگر آن گاه باشد، (Q∗)−١(R(Γ)) ⊆ R(Λ) شرط با کران دار و

ضربی ساز عملگر صورت به آن راست معکوس و بوده معکوس پذیر راست Mα,QΓ,Λاز یعنی Λ و QΓ

Mα−١,(Λ−١)∗,(Q−١)∗Γ̃ یعنی ، α−١ ثابت عدد و (Q−١)∗Γ̃ g-s-قاب و (Λ−١)∗ g-s-بسل با متناظر

معکوس عملگر با Mα,QΓ,Λمعکوس پذیر آن گاه باشد، پوشا عملگری Γ اگر به علاوه، می باشد.

Mα−١,(Λ−١)∗,(Q−١)∗Γ̃

می باشد.

-g-s تعریف به بنا همچنین می باشد. خوش تعریف Λ−١(Q−١)∗Γ عملگر فرض، به توجه با اثبات.

g-s-بسل یک تشکیل (Λ−١)∗ و بوده کران دار و خوش تعریف R(Λ) بر و موجود Λ−١ عملگر ،Λ قاب 

متناظر ضربی ساز عملگر برای راست معکوس Γ̃∗(١−Q),∗(١−Λ),١−Mαیک ضربی ساز عملگر حال می دهد.

زیرا است. Λ و QΓ با

Mα,QΓ,ΛMα−١,(Λ−١)∗,(Q−١)∗Γ̃ = (QΓ)∗ΛΛ−١(Q−١)∗Γ̃ = Γ∗Q∗(Q−١)∗ΓS −١
Γ
= IH.

نمود. استفاده Γ معکوس پذیری از است کافی پایانی، قسمت دیدن برای

Mα−١,(Λ−١)∗,(Q−١)∗Γ̃Mα,QΓ,Λ = Λ
−١(Q−١)∗Γ̃(QΓ)∗Λ

= Λ−١(Q−١)∗ΓS −١
Γ
Γ∗Q∗Λ

= Λ−١(Q−١)∗Γ(Γ∗Γ)−١Γ∗Q∗Λ

= Λ−١(Q−١)∗ΓΓ−١(Γ∗)−١Γ∗Q∗Λ = IH.
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Mα,QΓ,Λاست. عملگر برای چپی Γ̃∗(١−Q),∗(١−Λ),١−Mαمعکوس می دهند نشان فوق روابط

کران دار و معکوس پذیر عملگری Q اگر ،α ثابت عدد و Γ و Λ g-s-قاب دو برای .۶ . ٢ قضیه
Γ و QΛ g-s-قاب های با متناظر ضربی ساز عملگر آن گاه ،Q−١(R(Γ)) ⊆ R(Λ) به طوری که باشد

ضربی ساز عملگر صورت به آن راست معکوس و بوده معکوس پذیر راست Mα,Γ,QΛاز یعنی α ثابت و

∗(١−(QΛ)),١−Mαمی باشد. ,̃Γ

به صورت معکوس عملگر دارای و بوده Mα,Γ,QΛمعکوس پذیر عملگر ،Λ پوشایی صورت در به علاوه،

Γ̃,(١−(∗(QΛ)),١−Mαمی باشد. ضربی ساز عملگر

ریس g-s-پایه های ضربی ساز عملگر . ٣

g-پایه های با را آنها ارتباط و پرداخته ریس g-s-پایه های معرفی به ،[١٧] مرجع در نویسندگان

سپس و شده یادآوری مرجع این از  ریس g-s-پایه های تعریف وابتدا در اینجا می نمایند. مطالعه ریس

فضای به H هیلبرت فضای از عملگرهایی Γ و Λ بخش، این در می پردازیم. آنها ضربی ساز بررسی به

می باشند. K هیلبرت

به باتوجه باشد. معکوس پذیر عملگری Λ هرگاه می نامند g-s-پایه ریس یک را Λ g-s-قاب یک

g-s-قاب هر پس است. بسته برد دارای و بوده یک به یک عملگری لزوما که دیدیم g-s-قاب تعریف

g-s-قاب ها بین شده مطرح ارتباط به باتوجه می دهد. تشکیل g-s-پایه ریس یک پوشایی صورت در

شده مطرح پوشا g-s-قاب های برای که را قبل بخش در حاصل نتایج می توان ریس g-s-پایه های و

هستند. طرح قابل زیر شکل به نتایج تعبیر با این و نمود مطرح ریس g-s-پایه های برای بودند،

عملگر یک نیز آن معکوس و بوده معکوس پذیر همواره ریس g-s-پایه های ضربی ساز عملگر .٣ . ١ نتیجه
،α ثابت و Γ و Λ ریس g-s-پایه های برای دیگر عبارت به می باشد. ریس g-s-پایه های ضربی ساز

∗(١−Λ),∗(١−Γ),١−Mαاست. معکوس عملگر با Mα,Γ,Λمعکوس پذیر عملگر همواره

و کران دار و معکوس پذیر عملگر یک Q g-s-قاب، یک Λ g-s-پایه ریس، یک Γ اگر .٣ . ٢ نتیجه
هستند. برقرار زیر گزاره های آن گاه باشند، α ثابت عدد

Mα−١,(Λ−١)∗,((QΓ)−١)∗ معکوس عملگر دارای و بوده معکوس پذیر Mα,QΓ,Λ ضربی ساز عملگر الف.

می باشد.
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معکوسΛ̃,∗(١−(QΓ)),١−Mαمی باشد. عملگر دارای و بوده Mα,Λ,QΓمعکوس پذیر ضربی ساز عملگر ب.

Γ̃ کانونی دوگان است. شده استفاده g-s-پایه ریس یک کانونی دوگان خاص شکل از اخیر نتیجه در

زیرا می باشد. (Γ∗)−١ برابر Γپایه ریس-g-s یک از

Γ̃ = ΓS −١
Γ
= Γ(Γ∗Γ)−١ = ΓΓ−١(Γ∗)−١ = (Γ∗)−١.

g-s-پایه های مفهوم عنوان تحت عملگرها از دیگری دسته عملگر یک از خاص تری ویژگی های اما،

g-s-قاب یک شده اند. معرفی عملگرها از دسته [١٧]، این مرجع در می نماید. برجسته را یکه متعامد

،SΛ قاب عملگر دراین صورت باشد. یکانی عملگر یک Λ هرگاه گویند یکه متعامد g-s-پایه یک را Λ

زیرا است. Λ با برابر Λ̃ استاندارد دوگان و بوده همانی عملگر

SΛ = Λ∗Λ = IH , Λ̃ = ΛS −١
Λ
= Λ.

بسیار شکل به را g-s-قاب ها ضربی ساز عملگر معکوس پذیری برای آمده به دست شرایط فوق نتایج

پرداخته آنها مرور به زیر در می شود. موجب یکه متعامد g-s-پایه های ضربی ساز عملگر برای صریح تری

می آیند. به دست یکه متعامد g-s-پایه های برای شده بیان خواص از به راحتی که

گزاره های آن گاه باشند، α ثابت عدد و g-s-قاب یک Γ یکه، متعامد g-s-پایه یک Λ اگر .٣ . ٣ نتیجه
هستند. برقرار زیر

است. همانی عملگر از α Mα,Λ,Λمضرب ضربی ساز عملگر الف.

Mα−١,Λ,̃Γ به صورت معکوسی دارای و است معکوس پذیر همواره Mα,Γ,Λ ضربی ساز عملگر ب.

می باشد.

دارای و بوده معکوس پذیر همواره Γ و Λ یکه متعامد g-s-پایه دو با متناظر ضربی ساز عملگر ج.

است؛ Λ و Γ ضربی ساز عملگر به صورت معکوسی

M−١
α,Λ,Γ =Mα−١,Γ,Λ.
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آن گاه باشند. α ثابت عدد و g-s-قاب یک Γ و یکه متعامد g-s-پایه یک Λ کنید فرض .۴ . ٣ گزاره
باشد. g-s-پایه ریس یک Γ اگر فقط و اگر است Mα,Λ,Γمعکوس پذیر ضربی ساز عملگر

بوده Mα,Λ,Γمعکوس پذیر آن گاه باشد، g-s-پایه ریس یک Γ اگر ،٣ . ٣ نتیجه ب قسمت به بنا اثبات.

قضیه، برعکس طرف بررسی برای اما ١−Mαاست. ,̃Γ,Λ ضربی ساز عملگر به صورت معکوسی دارای و

آن گاه است. Ωمعکوس عملگر دارای و بوده Mα,Λ,Γمعکوس پذیر عملگر کنید فرض

Mα,Λ,ΓΩ = αΛ∗ΓΩ = IH,

می شود، نتیجه Λ بودن یکانی از

Γ = α−١ΛΩ−١,

است. g-s-پایه ریس یک Γ نتیجه در و بوده معکوس پذیر عملگری Γ می دهد نشان که

g-قاب ها ضربی ساز عملگر معکوس پذیری . ۴

٠ < خاصیت با m دنباله داریم. سروکار m = {mi}i∈N نیم نرمال دنباله یک با قسمت در این

یک Λ = {Λi}i∈N اگر حال می شود. نامیده نیم نرمال دنباله یک inf{|mi|}i∈N ≤ sup{|mi|}i∈N < ∞
یک نیز mΛ = {miΛi}i∈N آن گاه باشد، BΛ و AΛ کران های با {Ki}i∈N به نسبت H برای g-قاب

می باشد. sup{|mi|٢}i∈NBΛ و inf{|mi|٢}i∈NAΛ کران های با g-قاب

در را {Ki}i∈N به نسبت H برای Λ = {Λi}i∈N g-قاب با متناظر ترکیب و تجزیه عملگرهای اکنون

.[١٩] بگیریم نظر

ΘΛ : H −→ ⊕i∈NKi ; ΘΛ( f ) = {Λi f }i∈N,

Θ∗Λ : ⊕i∈NKi −→ H ; Θ∗Λ({gi}i∈N) =
∑
i∈N
Λ∗i gi.

گرفته اند قرار مطالعه مورد هیلبرت فضاهای بخصوص مختلف فضاهای در عملگرها اولیه این خواص

پوشا و کران دار Θ∗
Λ

عملگر و است بسته برد دارای و یک به یک کران دار، ΘΛ عملگر .[١٩] ،[١۵]

می باشد.
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خواص  از برخی و پرداخته g-قاب دو با متناظر ضربی ساز عملگر مفهوم معرفی به نویسنده ،[١۶] در

عملگر کران داری و خوش تعریفی بررسی به ابتدا مقاله در این البته می نماید. مطالعه را عملگر این

فشرده عملگر این شرایط آن تحت که  است شرایطی یافتن بر تمرکز آن از پس و شده پرداخته ضربی ساز

عملگر رابطه پایان در می گیرد. قرار ١٠ شتل عملگرهای کلاس در ضربی ساز عملگر همچنین و بوده

در شده ارایه g-قاب ها ضربی ساز عملگر تعریف به باتوجه می گردد. ارائه هم ارز g-قاب های ضربی ساز

ترکیب عملگرهای از استفاده با m نیم نرمال دنباله و Γ و Λقاب-g دو با متناظر ضربی ساز عملگر ،[١۶]

به دست می آید. زیر به صورت به ترتیب، ،Γ و Λ g-قاب دو تجزیه و

Mm,Λ,Γ =
∑
i∈N

miΛ
∗
i Γi = Θ

∗
ΛΘmΓ. (١ . ۴)

است. ΘmΓ تجزیه عملگر با g-قاب یک mΓ که شده استفاده نکته از این آخر تساوی در شود دقت

یک با متناظر Dm : l٢(N) −→ l٢(N) عملگر از آن ها ضربی ساز و g-قاب ها بر بحث ادامه برای

با فوق ضربی ساز عملگر و می شود استفاده Dm{ai}i∈N = {miai}i∈N ضابطه با m = {mi}i∈N دنباله

آمد. خواهد Mm,Λ,Γبه دست = Θ
∗
Λ

DmΘΓ به صورت عملگر از این استفاده

در g-s-قاب ها خانواده می دهند نشان g-s-قاب ها، معرفی از پس نویسندگان ،[١٧] مطالعه در

Λ = g-قاب هر با متناظر قسمت استدلال این برای می باشند. تمامی g-قاب ها خانواده با تناظر

g-قاب یک با متناظر g-s-قاب به عنوان که عملگر این می شود.  گرفته نظر در g-s-قاب یک {Λi}i∈N
هستند. Λ g-قاب کران های AΛ و BΛ کنید فرض می باشد. ΘΛ تجزیه عملگر همان می شود معرفی

است. برقرار زیر رابطه f ∈ H برای آن گاه

AΛ|| f ||٢ ≤
∑
i∈N
∥Λi f ||٢ ≤ BΛ|| f ||٢.

نتیجه در و بوده برقرار ΘΛ( f ) = {Λi f }i∈N رابطه تجزیه، عملگر تعریف به بنا f ∈ H برای حال

10Schatten
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داریم، پس .||ΘΛ f ||٢ = ∑i∈N ∥Λi f ||٢

AΛ|| f ||٢ ≤ ||ΘΛ f ||٢ ≤ BΛ|| f ||٢.

می دهد. نشان را ΘΛ بودن g-s-قاب فوق نامساوی که می شود مشاهده

بحث ادامه برای تاملی و توجه قابل ارتباط دارای نیز ΘΛ g-s-قاب و Λ g-قاب مشخصات دیگر

آن گاه شود، داده نمایش SΘΛ با ΘΛ g-s-قاب قاب عملگر اگر می باشند.

SΘΛ = Θ
∗
ΛΘΛ = SΛ,

g-s-قاب و Λ g-قاب کانونی دوگان های بود. خواهند یکسان ΘΛ و Λ قاب عملگر دیگر به عبارت

همچنین هستند. زیر رابطه دارای نیز ΘΛ

Θ̃Λ( f ) = ΘΛS −١
ΘΛ

( f ) = ΘΛS −١
Λ

( f )

= {Λi(S −١
Λ

( f ))}i∈N
= {ΛiS −١

Λ
( f )}i∈N

= {Λ̃i( f )}i∈N = ΘΛ( f ), ∀ f ∈ H.

-g ضربی ساز بین آمده به دست ارتباط و دوم بخش در شده مطرح نتایج از استفاده با می توان اکنون

g-قاب ها بین شده بیان روابط همچنین و بحث مورد g-قاب های تجزیه و ترکیب عملگرهای و قاب ها

نمود. آغاز را g-قاب ها ضربی ساز عملگر معکوس پذیر برای کافی شرایط بررسی g-s-قاب ها، و

یک ΘΓ یعنی آن متناظر تجزیه عملگر آن گاه باشد، g-پایه ریس یک Γ = {Γi}i∈N اگر .١ . ۴ گزاره
.(Θ−١
Γ

)∗ = Θ
Γ̃

و بوده معکوس پذیر عملگر
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،{gi}i∈N متناهی دنباله هر برای پس می باشد، AΓ و BΓ کران های با g-پایه ریس یک Γ چون اثبات.

AΓ
∑
i∈N
∥gi∥٢ ≤ ∥

∑
i∈N
Γ∗i gi∥٢ ≤ BΓ∥

∑
i∈N

gi∥٢.

می کند. صدق {gi}i∈N برای زیر نامساوی در Θ∗
Γ

یعنی Γ دنباله ترکیب عملگر پس

AΓ
∑
i∈N
∥gi∥٢ ≤ ∥Θ∗Γgi∥٢ ≤ BΓ

∑
i∈N
∥gi∥٢,

ΘΓ عملگر می دهد نتیجه Θ∗
Γ

کرا ن داری پایین از است. کرا ن دار پایین از عملگری Θ∗
Γ

می دهد نشان که

آمد به دست ٢ . ٣ قضیه در آنچه بود. خواهد موجود ،ΘΓ عملگر معکوس ١−Θبه عنوان
Γ

و بوده پوشا عملگری

Mα,ΘΛ,ΘΓ عملگر معکوس ضابطه در که (Θ−١
Γ

)∗ که می کنند بیان g-s-قاب ها و g-قاب ها بین روابط و

دیدن این برای بود. خواهد Γ استاندارد دوگان همان که می نماید القا g-قاب یک می کند، نقش ایفا

که ،Ωi( f ) = {πi(Θ−١
Γ

)∗ f }i∈N ضابطه با Ωi : H −→ Ki می کنیم تعریف i ∈ N هر برای موضوع

دوگان یک {Ωi}i∈N می بینیم ابتدا است. Ki روی به ⊕ j∈NK j از استاندار تصویر ،i هر برای ،πi آن در

، آن گاه می گیریم. نظر در را f ∈ H منظور، برای این است. {Γi}i∈N برای

∑
i∈N
Γ∗iΩi f = Θ∗Γ{Ωi f }i∈N = Θ∗Γ(Θ−١

Γ
)∗ f = f .

استاندارد دوگان برابر {Ωi}i∈N می شود نتیجه ،[١٣] g-پایه ریس یک برای دوگان منحصربفردی از اکنون

بنابراین است. Γ̃ تجزیه عملگر همان نیز (Θ−١
Γ

)∗ عملگر نتیجه در و بوده Γ̃ = {̃Γi}i∈N

ΘΓS −١
Γ
= Θ

Γ̃
= (Θ−١

Γ
)∗,

می گردد. کامل برهان ترتیب این به و

عملگر برحسب را Γ و Λ g-قاب دو ضربی ساز عملگر می توان شده، ایجاد شناخت به توجه با

ضربی ساز عملگر تعریف و (١ . ۴) رابطه از نوشت. زیر به صورت ΘΓ و ΘΛ g-s-قاب دو ضربی ساز
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می آید. به دست زیر مهم رابطه g-s-قاب ها

Mm,Λ,Γ = Θ
∗
ΛΘmΓ =M١,ΘΛ,ΘmΓ.

کمک به و آورده ایم به دست را ضربی ساز عملگر معکوس پذیری بحث به ورود برای لازم مقدمات اکنون

استدلال از می پردازیم. g-قاب ها ضربی ساز عملگر معکوس پذیری بررسی به دوم بخش در شده ارائه نتایج

خودداری می شوند حاصل شده مطرح روابط و دوم بخش در آمده به دست قضایای از مستقیما که نتایجی

می نماییم.

عملگرهای با Kiها به نسبت H برای g-قاب دو Γ = {Γi}i∈N و Λ = {Λi}i∈N کنید فرض .٢ . ۴ گزاره
عملگر آن گاه ،R(ΘΛ) ⊆ R(ΘΓ) اگر ،m نیم نرمال دنباله برای باشند. به ترتیب، ،ΘΓ و ΘΛ تجزیه

M١,Θ∗
(mΓ)−١ ,ΘΛ̃

به صورت راست معکوس عملگر دارای و بوده معکوس پذیر راست Mm,Λ,Γاز ضربی ساز

است.

نیم نرمال دنباله و Kiها به نسبت H برای Γ = {Γi}i∈N و Λ = {Λi}i∈N g-قاب دو برای .٣ . ۴ قضیه
هستند. برقرار زیر گزاره های ،m

و بوده راست معکوس دارای Mm,Λ,Γ ضربی ساز عملگر آن گاه باشد، g-پایه ریس یک Γ اگر الف.

است. Λ̃ g-قاب و Γ̃پایه ریس-g و m−١ دنباله با متناظر ضربی ساز عملگر آن راست معکوس

معکوس و بوده معکوس پذیر چپ Mm,Λ,Γاز ضربی ساز عملگر آن گاه باشد، g-پایه ریس Λیک اگر ب.

١−Mmاست. ,̃Γ,Λ̃ به صورت آن چپ

Mm,Λ,Γمعکوس پذیر ریس g-پایه های ضربی ساز عملگر آن گاه باشند، g-پایه ریس دو Γ و Λ اگر ج.

١−Mmاست. ,̃Γ,Λ̃ ریس g-پایه های ضربی ساز عملگر آن معکوس و بوده

دید می توان به راحتی Γ g-پایه ریس و Λ g-قاب با متناظر ضربی ساز عملگر برای حال الف. اثبات.
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زیرا است. آن راست ١−Mmمعکوس ,̃Γ,Λ̃ ضربی ساز عملگر

Mm,Λ,ΓMm−١ ,̃Γ,Λ̃ = Θ
∗
ΛΘmΓΘ

∗
Γ̃
Θm−١Λ̃

= Θ∗ΛDmΘΓ(ΘΓS −١
Γ

)∗Dm−١ΘΛ̃

= Θ∗ΛDmΘΓS −١
Γ
Θ∗ΓDm−١ΘΛ̃

= Θ∗ΛDmΘΓ(Θ∗ΓΘΓ)
−١Θ∗ΓDm−١(ΘΛS −١

Λ
)

= Θ∗ΛDmΘΓΘ
−١
Γ

(Θ∗Γ)
−١Θ∗ΓDm−١ΘΛS −١

Λ
= IH.

می شود. استدلال الف قسمت مشابه ب.

می شود انجام قبل قسمت های مشابه بودن راست معکوس و بودن چپ معکوس خاصیت استدلال ج.

نتیجه را آن معکوس پذیری که شده اضافه عملگر خواص این به ΘΛ پوشایی قسمت این در فقط

Mm,Λ,Γ عملگر ١−Mmبا ,̃Γ,Λ̃ عملگر چپ ترکیب و (Θ∗
Λ
ΘΛ)−١ = Θ−١

Λ
(Θ∗
Λ

)−١ آن گاه و داده

می نماید. حاصل را همانی عملگر ترکیب و این نموده امکان پذیر را

و نموده راحت بسیار را [١٨] و [١٢] مراجع در شده مطرح قضایای از برخی برهان ٣ . ۴ قضیه

گرفت. نظر در فوق قضیه از نتایجی عنوان به را آنان می توان

H بر کران دار و معکوس پذیر عملگر یک Q و g-پایه ریس یک Γ g-قاب، یک Λ اگر .۴ . ۴ قضیه
١−Mmاست. ,̃Γ(Q−١)∗,Λ̃ Mm,Λ,ΓQبه صورت ضربی ساز عملگر راست معکوس آن گاه باشند،

صورت به معکوس عملگر ضابطه و معکوس پذیری ،ΘΓ عملگر خصوص در ،١ . ۴ گزاره از اثبات.
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داریم، و آمده به دست (Θ−١
Γ

)∗ = Θ
Γ̃
= ΘΓS −١

Γ

Mm,Λ,ΓQMm−١ ,̃Γ(Q−١)∗,Λ̃ = Θ
∗
ΛΘmΓQΘ

∗
Γ̃(Q−١)∗

Θm−١Λ̃

= Θ∗ΛDmΘΓQ(ΘΓS −١
Γ

(Q−١)∗)∗Dm−١ΘΛS −١
Λ

= Θ∗ΛDmΘΓQQ−١S −١
Γ
Θ∗ΓDm−١ΘΛS −١

Λ

= Θ∗ΛDmΘΓΘ
−١
Γ

(Θ∗Γ)
−١Θ∗ΓDm−١ΘΛS −١

Λ
= IH.

می شود. حاصل فوق روابط از نظر مورد نتیجه اکنون
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