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مقدمه . ١

I همانی عنصر با H هیلبرت فضای روی کراندار خطی عملگرهای تمام ∗C-جبر ،B(H) کنید فرض

.A ≥ ٠ می نویسیم و ⟨Ax, x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ H هر ازای به هرگاه گوییم مثبت را A ∈ B(H) عملگر باشد.

گوییم خودالحاق را A ∈ B(H) عملگر .A > ٠ می نویسیم آنگاه باشد، مثبت معکوس پذیر عملگر A اگر

عملگر برای .B − A ≥ ٠ هرگاه B ≥ A ،A, B ∈ B(H) خودالحاق عملگرهای برای .A∗ = A هرگاه

بین ψ : C(sp(T)) −→ C∗(T) مانند یکمتری -یکریختی ∗ نگاشت یک ،T ∈ B(H) خودالحاق

تولید -جبر C∗ و sp(T) مجموعه روی شده تعریف پیوسته توابع همه از متشکل ،C(sp(T)) مجموعه

به می شود، تعریف ( T برحسب جمله ای ها چند فضای بستار نرم I(یعنی و T عملگرهای وسیله به شده

داده نشان f (T ) نماد با را آن که دارد وجود ψ( f ) مانند عملگری ، f ∈ C(sp(T)) هر برای که طوری

ایجاب f (t) ≥ g(t) (t ∈ sp(A)) آنگاه ، f , g ∈ C(sp(T )) اگر می گوییم. T در تابعی حسابان آن به و

. f (T ) ≥ g(T ) می کند

α ∈ [٠, ١] هر ازای به هرگاه گوییم محدب را f : I → R تابع باشد. R در بازه یک I کنید فرض

،x, y ∈ I و

f (αx + (١ − α)y) ≤ α f (x) + (١ − α) f (y). (١ . ١)

زیر صورت به اخیر نامساوی آنگاه ،αx + (١ − α)y ∈ I که طوری به x, y ∈ I و α < [٠, ١] اگر

می باشد[١]:

α f (x) + (١ − α) f (y) ≤ f (αx + (١ − α)y). (١ . ٢)

مثال عنوان به کرده اند. ارائه هیلبرت-هادامار نامساوی برای نامساوی چندین تاکنون پژوهشگران

به I بازه روی f محدب تابع هر برای [٨] در همچنین کرد. مطرح را آن ماتریسی شکل [۶] مصلحیان

(علیرضا ahmadi@hamoon.usb.ac.ir محمدی)، حاج monire.hajmohamadi@yahoo.com(منیره پور)، لشکری
لداری). احمدی
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است: شده داده زیر به شکل هیلبرت-هادامار نامساوی از بهبودی ،x < y و y, x ∈ I که طوری

f (
x + y

٢
) ≤ ١

٢

(
f (

٣x + y
۴

) + f (
x + ٣y

۴
)
)

≤ ١
y − x

∫ y

x
f (t)dt

≤ ١
٢

(
f (

x + y
٢

) +
f (x) + f (y)

٢

)
≤ f (x) + f (y)

٢
. (١ . ٣)

،α ∈ [٠, ١] و x, y ∈ I هر برای هرگاه گوییم هندسی محدب را f : I ⊆ R+ −→ R+ پیوسته تابع یک

باشیم داشته

f (xαy١−α) ≤ f (x)α f (y)١−α (۴ . ١)

،α ∈ (٠, ١) و x, y ≥ ٠ هر برای می کند بیان یانگ نامساوی همچنین

xαy١−α ≤ αx + (١ − α)y, (۵ . ١)

که

xαy١−α = inf
t>٠
{αt

١
α x + (١ − α)t−

١
١−αy}.

محدب توابع ویژگی های از برخی است. شده ارائه [٩ ،٢] در نامساوی این از معکوس هایی و بهبودها

می کنیم. بیان زیر گزاره در را هندسی

است. محدب f آنگاه باشد، نزولی و هندسی محدب تابع f : I ⊆ R+ −→ R+ اگر (١) .١ . ١ گزاره
است. R+ روی هندسی محدب f آنگاه باشد، محدب و صعودی تابع f : R+ −→ R+ اگر (٢)



۵٨٧٠ - ۵۵ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها لداری/ احمدی محمدی، حاج پور، لشکری باخرد،

داریم ،α ∈ [٠, ١] و x, y ∈ I هر برای (۵ . ١) از استفاده با است، نزولی تابع f چون (١) اثبات.

f (αx + (١ − α)y) ≤ f (xαy١−α)

≤ f (x)α f (y)١−α

≤ α f (x) + (١ − α) f (y).

بنابراین است، صعودی و محدب تابع f چون α ∈ (٠, ١). و x, y ∈ R+ کنید فرض (٢)

f (xαy١−α) ≤ f (αx + (١ − α)y) ≤ α f (x) + (١ − α) f (y).

بنابراین .٠ < t < ١ برای y = t−
١

١−αy و x = t
١
α x دهید قرار

f (xαy١−α) ≤ αt
١
α f (x) + (١ − α)t−

١
١−α f (y).

می رسیم. نظر مورد نتیجه به t روی اینفیمم گرفتن با

تابع آنگاه باشد، هندسی محدب تابع f : I ⊆ R+ −→ R+ اگر [١٠] به توجه با

F = log ◦ f ◦ exp : log(I) −→ R+ (۶ . ١)

تابع آنگاه باشد، محدب F : I ⊆ R+ −→ R+ اگر همچنین است. محدب

f = exp ◦F ◦ log : exp(I) −→ R+ (١ . ٧)

است. هندسی محدب

داریم: زیر صورت به هندسی محدب تابع تعریف از تعمیمی (۶ . ١) از استفاده با

xn, . . . , x١ ∈ برای صورت این در باشد. هندسی محدب تابع f : I ⊆ R+ −→ R+ کنید فرض .١ . ٢ لم
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داریم ،
∑n

i=١ αi = ١ ,α١ که . . . , αn ∈ [٠, ١] و I

f (yα١
١ . . . yαn

n ) ≤ f (y١)α١ . . . f (yn)αn. (١ . ٨)

بنابراین است. محدب F = log ◦ f ◦ exp است، هندسی محدب تابع f چون اثبات.

F(
n∑

i=١
αixi) ≤

n∑
i=١

αiF(xi),

بنابراین .log( f (exp
∑n

i=١ αixi)) ≤
∑n

i=١ log( f (exp xi))αi که معنی این به

log( f (exp
n∑

i=١
αixi)) ≤ log

n∏
i=١

f (exp xi)αi.

آنگاه ،exp xi = yi دهید قرار اگر حال . f (expα١x١ . . . expαnxn) ≤∏n
i=١ f (exp xi)αi نتیجه در

f (yα١
١ . . . yαn

n ) ≤ f (y١)α١ . . . f (yn)αn.

در کرده اند. ارائه هندسی محدب توابع برای را هرمیت-هادامار نامساوی های نویسندگان [١٠] در

است. شده ارائه نامساوی ها این از تظریف هایی مقاله این

هیلبرت-هادامار نامساوی تظریف های از کاربردهایی . ٢

نویسندگان [١٠] در می دهیم. نشان را حسابی-هندسی نامساوی از تظریفی بخش این ابتدای در

،٠ < x < y که ،y, x ∈ I هر و f : I ⊆ R+ −→ R+ هندسی محدب تابع برای که دادند نشان
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برقرارند: زیر نامساوی های

log f (
√

xy) ≤ ١
٢

(log f ( ۴
√

x٣y) + log f ( ۴
√

xy٣)

≤ ١
log y − log x

∫ log y

log x
log f exp(t)dt

≤
log f (

√
xy)

٢
+

log f (x) + log f (y)
۴

≤ log f (x) + log f (y)
٢

. (٢ . ١)

آنگاه ، f (x) = exp(x) دهید قرار اگر خاص، حالت در

√
xy ≤ ١

٢
( ۴
√

x٣y + ۴
√

xy٣) ≤ y − x
log y − log x

≤
√

xy
٢
+

x + y
۴

≤ x + y
٢

.

داریم نیاز زیر لم به منظور این برای دهیم. تعمیم α ∈ [٠, ١] برای را (٢ . ١) نامساوی می خواهیم ادامه در

است. شده ارائه [۵ ،۴ ،٣] در که

صورت این در می باشد. x < y که ،x, y ∈ I و محدب تابع f : I → R کنید فرض .٢ . ١ لم
داریم: را زیر نامساوی های

،α ∈ [٠, ١] هر ازای به (١)

f
( x + y

٢

)
≤ α f

(
αy + (٢ − α)x

٢

)
+ (١ − α) f

(
(١ + α)y + (١ − α)x

٢

)
≤ ١

y − x

∫ y

x
f (t)dt

≤ ١
٢

[ f ((١ − α)x + αb) + α f (x) + (١ − α) f (y)] ≤ f (x) + f (y)
٢

.
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(٢)

٠ ≤ f (x) + f (y)
٢

− ١
y − x

∫ y

x
f (t)dt ≤ ١

٨
[ f ′−(y) − f ′+(x)](y − x).

و

٠ ≤ ١
y − x

∫ y

x
f (t)dt − f (x) + f (y)

٢
≤ ١

٨
[ f ′−(y) − f ′+(x)](y − x).

این در باشد. x < y که y, x ∈ I و هندسی محدب تابع f : I ⊆ R+ −→ R+ کنید فرض .٢ . ٢ قضیه
داریم: را زیر های نامساوی صورت

،λ ∈ [٠, ١] هر برای (١)

log f (
√

xy) ≤ α log f (
√

x٢−αyα) + (١ − α) log f (
√

x١−αy١+α)

≤ ١
log y − log x

∫ log y

log x
log f exp(t)dt

≤ ١
٢

(log f (x١−αyα) + α log f (x) + (١ − α) log f (y))

≤ log f (x) + log f (y)
٢

. (٢ . ٢)

(٢)

٠ ≤ log f (x) + log f (y)
٢

− ١
log y − log x

∫ log y

log x
log f exp(t)dt

≤ ١
٨

[(log f exp)′−(log y) − (log f exp)′+(log x)](log y − log x)
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و

٠ ≤ ١
log y − log x

∫ log y

log x
log f exp(t)dt − log f (

√
xy)

≤ ١
٨

[(log f exp)′−(log y) − (log f exp)′+(log x)](log y − log x).

است. برقرار نتایج ،(٢ . ١) نامساوی و ٢ . ١ لم از استفاده با اثبات.

داریم ،(٢ . ٢) از استفاده با است، صعودی تابع exp(t) چون .٢ . ٣ نکته

f (
√

xy) ≤ f (
√

x
٢−α

٢ y
α
٢ )α + f (

√
x

١−α
٢ y

١+α
٢ )١−α

≤ exp(
١

log y − log x

∫ log y

log x
log f exp(t)dt)

≤
√

f (x١−αyα) +
√

f (x)α +
√

f (y)(١−α)

≤ f (x) + f (y)
٢

.

هندسی محدب توابع نامساوی های از تظریف هایی . ٣

اهمیت از زیر لم منظور این برای می کنیم. ارائه را هندسی محدب توابع شامل تظریف هایی ادامه در

می کند. ارائه (۴ . ١) نامساوی از تظریفی که است، برخوردار خاصی

این در باشد. α ∈ [٠, ١] و x, y ∈ I هندسی، محدب تابع f : I ⊆ R+ −→ R+ کنید فرض .٣ . ١ لم
صورت

f (xαy١−α) ≤ L f (x, y)r(α) f (x)α f (y)١−α ≤ f (x)α f (y)١−α, (٣ . ١)

آنگاه ،xαy١−α ∈ I و α < [٠, ١] اگر بعلاوه، .r(α) = min{α, ١ − α} و L f (x, y) = f ٢(
√

xy)
f (x) f (y) که

می شود. عکس (٣ . ١) نامساوی
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نظر در را α ∈ [١
٢ , ١] و α ∈ [٠, ١

٢] حالت دو (٣ . ١) رابطه در چپ سمت نامساوی اثبات برای اثبات.

آنگاه ،α ∈ [٠, ١
٢] اگر می گیریم.

f (xαy١−α) = f
(
(
√

xy)٢αy٢−١α
)

≤ f (
√

xy)٢α f (y)(٢−١α) ((۴ . ١) نامساوی (بنابه

= L f (x, y)α f (x)α f (y)١−α. (٣ . ٢)

بنابراین .١ − α ∈ [٠, ١
٢] آنگاه ،α ∈ [١

٢ , ١] اگر حال

f (xαy(١−α)) = f
(
x٢α−١(

√
xy)٢(١−α)

)
≤ f (x)٢α−١ f ٢(١−α)(

√
xy) ((۴ . ١) (بنابه

= L f (x, y)١−α f (x)α f (y)١−α. (٣ . ٣)

داریم ،(٣ . ٣) و (٣ . ٢) از استفاده با نتیجه در

f (xαy(١−α)) ≤ L f (x, y)min{α,١−α} f (x)α f (y)١−α.

.L f (x, y)r(α) ≤ ١ بنابراین ،L f (x, y) ≤ ١ چون ،(٣ . ١) در راست سمت نامساوی برای

شده اند. معرفی اخیرا که می کنیم ارائه نامساوی ها از برخی برای هایی بهبود ٣ . ١ لم از استفاده با اکنون،

.x < y که طوری به x, y ∈ I و باشد هندسی محدب تابع f : I ⊆ R+ → R+ کنید فرض .٣ . ٢ قضیه
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صورت این در

f (
√

xy) ≤
∫ ١

٠
L f (x, y)٢r(α)+١

٢

√
f (xαy١−α) f (x١−αyα)dα

≤
∫ ١

٠
L f (x, y)٢r(α)+١

٢
√

f (x) f (y)dα

≤
√

f (x) f (y).

زیر نامساوی های ٣ . ١ لم از استفاده با x, y ∈ I هر برای بنابراین است، هندسی محدب f چون اثبات.

است: برقرار

f (
√

xy) = f (
√

xαy١−αx١−αyα)

≤
√

L f (x, y)
√

f (aαy١−α) f (x١−αyα)

(٣ . ١ لم (بنابه

≤
√

L f (x, y)L f (x, y)r(α)L f (x, y)r(١−α)
√

f (a)α f (y)١−α f (x)١−α f (y)α

(٣ . ١ لم (بنابه

= L f (x, y)٢r(α)+١
٢

√
f (a)α f (y)١−α f (x)١−α f (y)α

= L f (x, y)٢r(α)+١
٢
√

f (x) f (y)

≤
√

f (x) f (y).

داریم بالا، نامساوی از انتگرال گیری با

f (
√

xy) ≤
∫ ١

٠
L f (x, y)٢r(α)+١

٢

√
f (aαy١−α) f (x١−αyα)dα

≤
∫ ١

٠
L f (x, y)٢r(α)+١

٢
√

f (x) f (y)dα

≤
√

f (x) f (y)
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هندسی محدب تابع f ◦ log صورت این در باشد. [x, y] روی محدب تابع f کنید فرض .٣ . ٣ نکته

می باشد. [exp(x), exp(y)] روی

داریم. را زیر نتیجه ٣ . ٢ قضیه و ٣ . ٣ نکته از استفاده با

،x, y ∈ I هر برای صورت این در باشد. محدب تابع f : I ⊆ R+ → R+ کنید فرض .۴ . ٣ نتیجه
داریم

f (
x + y

٢
) ≤

∫ ١

٠
L f◦log(exp(x), exp(y))٢r(α)+١

٢
√

f (αx + (١ − α)y) f ((١ − α)x + αy)dα

≤
∫ ١

٠
L f◦log(exp(x), exp(y))٢r(α)+١

٢
√

f (x) f (y)dα

≤
√

f (x) f (y) ≤ f (x) + f (y)
٢

.

عملگری هندسی محدب توابع ازنامساوی های بهبودهایی . ۴

بیشتر اطلاع برای است. بوده زیادی پژوهشگران توجه مورد عملگری نامساوی های اخیر سال های در

جابجایی، ∗C-جبر یک عنوان قسمتAبه این در کرد. اشاره آن مراجع و [٧] به می توان موضوع این از

A+ با Aرا در مثبت معکوس پذیر عملگرهای تمام مجموعه است. شده گرفته نظر در B(H) از جبری زیر

هیلبرت-هادامار، نامساوی  شامل شده اند ارائه [١٠] در اخیرا که نامساوی ها، از برخی می دهیم. نمایش

عملگرهای برای عملگری هندسی محدب تابع تعریف شده اند. تظریف عملگری هندسی محدب تابع برای

صورت به [١٠] در f : I ⊆ R+ → R+ پیوسته تابع هر و sp(A), sp(B) ⊆ I به طوریکه B, A ∈ A+

است: شده تعریف زیر

f (AαB١−α) ≤ f (A)α f (B)١−α.

نشان هندسی محدب توابع برای را هیلبرت-هادامار نامساوی عملگری نوع [١٠] در همکارانش و تقوی



۶۶٧٠ - ۵۵ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها لداری/ احمدی محمدی، حاج پور، لشکری باخرد،

صورت این در باشد. I بازه روی عملگری هندسی محدب تابع f : I ⊆ R+ → R+ کنید فرض داده اند.

است: برقرار زیر نامساوی ،sp(A), sp(B) ⊆ I که ، B, A ∈ A+ عملگرهای برای

log f (
√

AB) ≤
∫ ١

٠
log f (AαB١−α)dα ≤ log

√
f (A) f (B). (١ . ۴)

برای صورت این در باشد. عملگری هندسی محدب تابع f : I ⊆ R+ −→ R+ کنید فرض .١ . ۴ لم
داریم ،α ∈ [٠, ١] و sp(A), sp(B) ⊆ I که ،A, B ∈ A+ عملگرهای

f (AαB١−α) ≤ L f (A, B)r(α) f (A)α f (B)١−α ≤ f (A)α f (B)١−α, (٢ . ۴)

.r(α) = min{α, ١ − α} و L f (A, B)r(α) =

(
f ٢(
√

AB)
f (A) f (B)

)r(α)
آن در که

می باشد. ٣ . ١ لم برهان مشابه اثبات روش اثبات.

برای آنگاه باشد. عملگری هندسی محدب تابع f : I ⊆ R+ −→ R+ کنید فرض .٢ . ۴ قضیه
،A, B ∈ A+ و α ∈ [٠, ١]

log f (
√

AB) ≤
∫ ١

٠
log(L f (AαB١−α, A١−αBα))dα +

∫ ١

٠
log f (AαB١−α)dα

≤
∫ ١

٠
log f (AαB١−α)dα

≤ log
√

f (A) f (B) + log(L f (A, B)١/٢)

≤ log
√

f (A) f (B),

.sp(A), sp(B) ⊆ I و L f (A, B) =
(

f ٢(
√

AB)
f (A) f (B)

)
که

است: برقرار زیر رابطه ٣ . ١ لم بنابه ا ست، عملگری هندسی محدب تابع f چون اثبات.

f (
√

AB) ≤ L f (A, B)r(α)
√

f (A) f (B).



۶٧٧٠ - ۵۵ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها لداری/ احمدی محمدی، حاج پور، لشکری باخرد،

داریم کنیم، جایگزین A١−αBα و AαB١−αبا به ترتیب را B و A اگر حال

f (
√

AB) ≤ L f (AαB١−α, A١−αBα)r(α)
√

f (AαB١−α) f (A١−αBα). (٣ . ۴)

بنابراین یکنواست، تابع log چون

log f (
√

AB)

≤ log(L f (AαB١−α, A١−αBα)r(α))
√

f (AαB١−α) f (A١−αBα))

≤ log(L f (AαB١−α, A١−αBα)r(α)) + log(
√

f (AαB١−α) f (A١−αBα))

= r(α) log(L f (AαB١−α, A١−αBα)) +
١
٢

(log f (AαB١−α) + log f (A١−αBα)).

آنگاه بگیرید، انتگرال [٠, ١] بازه روی نامساوی این از اگر

log f (
√

AB) ≤
∫ ١

٠
r(α) log(L f (AαB١−α, A١−αBα))dα +

∫ ١

٠
log f (AαB١−α)dα

≤
∫ ١

٠
log f (AαB١−α)dα, (۴ . ۴)

.
∫ ١

٠ log f (AαB١−α)dα =
∫ ١

٠ log f (A١−αBα)dα چون

بنابراین ، f (AαB١−α) ≤ f (A)α f (B)١−α.L f (A, B)r(α) ≤ f (A)α f (B)١−α چون دیگر، طرف از

log( f (AαB١−α)) ≤ log( f (A)α f (B)١−α.L f (A, B)r(α))

= log f (A)α + log f (B)١−α + log(L f (A, B)r(α). (۵ . ۴)



۶٨٧٠ - ۵۵ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها لداری/ احمدی محمدی، حاج پور، لشکری باخرد،

داریم ،[٠, ١] روی (۵ . ۴) از انتگرال گیری با

∫ ١

٠
log( f (AαB١−α))dα ≤

∫ ١

٠
(log f (A)α + log f (B)١−α + log(L f (A, B)r(α))dα

=
١
٢

(log f (A) + log f (B)) +
١
٢

log L f (A, B)

= log
√

f (A) f (B) + log(L١/٢
f (A, B))

≤ log
√

f (A) f (B). (۶ . ۴)

داریم ،(۶ . ۴) و (۴ . ۴) روابط بنابه

log f (
√

AB) ≤
∫ ١

٠
log(L f (AαB١−α, A١−αBα))dα +

∫ ١

٠
log f (AαB١−α)dα

≤
∫ ١

٠
log f (AαB١−α)dα

≤ log
√

f (A) f (B) + log(L١/٢
f (A, B))

≤ log
√

f (A) f (B).

بین مقادیر ازای به لگاریتم تابع مقدار چون است. [٠, ١] بازه در L١/٢
f (A, B) اینجا در .٣ . ۴ نکته

می باشد. (١ . ۴) نامساوی از بهبودی فوق نامساوی بنابراین است، ,٠]منفی ١]
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صورت این در .A, B ∈ A+ و ٠ ≤ α ≤ ١ کنید فرض .۴ . ۴ نتیجه

√
AB ≤

∫ ١

٠
log(Lexp(AαB١−α, A١−αBα))dα +

∫ ١

٠
AαB١−αdα

≤
∫ ١

٠
AαB١−αdα

≤ A + B
٢
+ log(L١/٢

exp(A, B))

≤ A + B
٢

,

.Lexp(A, B) = exp٢(
√

AB)
exp(A) exp(B) که

می رسیم. مطلوب نتیجه به ٢ . ۴ قضیه در f (t) = exp(t) قراردادن با اثبات.
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