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چکیده
قاب نزدیک ترین یافتن بر مبنی قاب ها نظریه در پائولسن مسئله

هم به نزدیک و بودن پارسوال به نزدیک قاب یک به نرم هم پارسوالِ

پژوهشگران توجه مورد اخیر سال های در که است مسائلی از بودن نرم

آن، با هم ارز مسائلی یافتن با اند کرده تلاش برخی است. گرفته قرار

کنند. پیدا پائولسن مسئله برای پاسخی مسائل، آن حل طریق از

استفاده با مقاله این در است. شده ارائه هم مسئله این از تعمیم هایی

نشان و شده ارائه مسئله این از دیگری تعمیم جدید، مفاهیم برخی از

عملگرهاست. نظریه در مسئله ای هم ارز مسئله این که است شده داده
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٣٨۵٣٧ - ٣ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها گلی نژاد/ صفاپور،

مقدمه . ١

دیجیتال انتقال و رمزگذاری نظریه در زیادی کاربردهای واحد نرم قاب های و چسبان قاب های

نامیده واحد نرم چسبان قاب باشد داشته هم با را شرط هردو قابی اگر دارند. آنالوگ سیگنال های

هم قاب نزدیک ترین و دلخواه قاب یک به پارسوال قاب نزدیک ترین می توان کرد ثابت کاسازا می شود.

یعنی می کند، نقض را دیگری الگوریتم دو این از کدام هر اما .[۴] یافت را دلخواه قاب یک به نرم

و می شود دور بودن نرم هم از حاصل ساختار دلخواه، قاب یک روی از پارسوال قاب یک ساختن با

داشت: باهم را شرط هردو می توان شرایطی چه تحت که کرد مطرح را ای مسئله پائولسن لذا بالعکس.

نرم هم به نزدیک و ε حد در بودن پارسوال به نزدیک قابی F = { fn}Nn=١ هرگاه (پائولسن). ١ . ١ مساله
بیابید. را F به نرم هم پارسوال قاب نزدیک ترین باشد، ε حد در بودن

روشی کاسازا و بودمن ٢٠١٠ سال در دارد. وجود جوابی پائولسن مسئله برای که داد نشان هدوین

مقدار توابع از دیفرانسیل معادلات دستگاه یک روش این در نمودند. ارائه پائولسن مسأله حل برای

نظریه در ای مسأله با معادل پائولسن مسأله که است شده داده نشان چنین هم و شده معرفی برداری

کاسازا فیکوس، .[٢] می شود داده پاسخ نیز مساله این به پائولسن مساله به پاسخ با و ماتریس هاست

بعد که حالتی در قاب پتانسیل مفهوم از استفاده با را متفاوت کاملا حلی راه ٢٠١٠ سال در میکسون و

پائولسن تعمیم مسئله آن از پس .[۶] نمودند ارائه باشند اول هم به نسبت قاب بردارهای تعداد و فضا

شد: مطرح

و بوده HM برای چسبان پذیرفتنی دنباله یک A = {an}Nn=١ هرگاه پائولسن). تعمیم ) ١ . ٢ مساله
چسبان قاب نزدیکترین باشد. HM برای ϵ حد در بودن چسبان به نزدیک قاب یک F = { fn}Nn=١

بیابید. را F به A-پذیرفتنی

یک کاهشی گرادیان بودن چسبان درجه افزایش که می شود داده نشان الگوریتم یک از استفاده با

شرایطی چه تحت می کنیم بررسی حال . [٨] است همگرا پذیرفتنی چسبان قاب یک به قاب آن قاب،

است: هم ارز تصویر -c مسئله با پائولسن تعمیم مسئله

و بوده |an| ≥ ١ شرط با پذیرفتنی چسبان دنباله یک A = {an}Nn=١ هرگاه (c-تصویر). ١ . ٣ مساله
به δ-نزدیک قابی P = {Pen} که بطوری باشد l٢(N) بروی c ≥ ١ با M مرتبه از تصویر -c یک P

.∥Qen∥ = |an| که بطوری بیابید را Q مانند c = ١ با تصویر -c نزدیک ترین باشد، A-پذیرفتنی



٣٩۵٣٧ - ٣ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها گلی نژاد/ صفاپور،

عملگرها نظریه به مربوط مسائل بررسی به اول بخش در است: شده تنظیم بخش دو در مقاله این

تصویر -c مسله و پائولسن توسیع مسئله هم ارزی بررسی به بعد بخش در می پردازیم. قاب ها نظریه و

پرداخت. خواهیم

مقدماتی مباحث . ٢

در M متناهی بعد با هیلبرت فضای یک HM و پذیر جدایی هیلبرت فضای یک H مقاله این در

می شود. گرفته نظر

ثابت های اگر می شود نامیده H برای قاب یک { fn}n∈N بردارهای از خانواده یک .٢ . ١ تعریف
باشیم داشته f ∈ H هر ازای به که بطوری باشند داشته وجود ٠ < B ≤ D < ∞

B∥ f ∥٢ ≤
∑
n∈N
|⟨ f , fn⟩|٢ ≤ D∥ f ∥٢. (٢ . ١)

برای ممکن مقدار بزرگترین نیستند. فرد به منحصر می کنند صدق فوق رابطه در که D و B عدد دو

میشوند. نامیده قاب بالای کران D برای ممکن مقدار کوچکترین و قاب پایین کران B

پارسوال قاب یک را آن B = D = ١ اگر و است چسبان قاب یک { fn}n∈N آنگاه ،B = D اگر

می نامند.

∥ fn∥ = ١ ،n هر ازای به اگر و می شود نامیده نرم هم قاب آن گاه باشد مساوی fn بردارهای اندازه اگر

دارد. نام واحد نرم قاب { fn}n∈N آن گاه

اگر می شود نامیده HM برای قاب یک F = { fn}Nn=١ بردارهای خانواده متناهی، بعد با فضای در

ازای به (٢ . ١) رابطه f ∈ HM هر ازای به که بطوری باشند داشته وجود ٠ < B ≤ D < ∞ ثابت های

باشد. برقرار n = {١, ٢, ...,N}

می شود نامیده k ثابت با (ϵ > ٠)ϵ حد در نرم هم به نزدیک HM در F = { fn}Nn=١ قاب .٢ . ٢ تعریف
که بطوری باشد، داشته وجود k > ٠ عدد اگر

(١ − ϵ)k ≤∥ fn ∥≤ (١ + ϵ)k, ∀n ∈ {١, ٢. . . . ,N}. (٢ . ٢)
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ازای به اگر می شود نامیده (ϵ > ٠) ϵ حد در بودن پارسوال به نزدیک F = { fn}Nn=١ قاب .٢ . ٣ تعریف
، f ∈ HM هر

(١ − ϵ)∥ f ∥٢ ⩽
N∑

n=١
|⟨ f , fn⟩|٢ ⩽ (١ + ϵ)∥ f ∥٢. (٢ . ٣)

هستند زیر صورت به قاب کران های حالتی چنین در واقع در

B = ١ − ϵ, D = ١ + ϵ.

آن گاه کند صدق ϵ = ٠ ازای به (٢ . ٢) رابطه در F قاب اگر

∥ fn ∥= k, (١ ⩽ n ⩽ N).

است. نرم هم قاب یک F لذا

آن گاه کند صدق ϵ = ٠ ازای به (٢ . ٣) رابطه در قاب این اگر هم چنین

n∑
n=١
|⟨ f , fn⟩|٢ = ∥ f ∥٢.

است. پارسوال قاب یک F یعنی

T : HM → ℓ٢(N) نگاشت قاب تجزیه HMعملگر هیلبرت فضای در { fn}Nn=١ قاب برای .۴ . ٢ تعریف
ضابطه با

T f =
N∑

n=١
⟨ f , fn⟩en = {⟨ f , fn⟩}Nn=١

متعارف یکامتعامد پایه {en}Nn=١ و است عضوی N همگرای دنباله های فضای ℓ٢(N) که می شود تعریف

می باشد. ℓ٢(N)
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بنابراین

∥T f ∥٢ =
N∑

n=١
|⟨ f , fn⟩|٢ .

.

می شود تعریف زیر صورت به و دارد نام ترکیب عملگر می شود داده نشان T ∗ با که T الحاقی عملگر

T ∗(
N∑

n=١
anen) =

N∑
n=١

an fn .

و دارد نام قاب عملگر که می آید بدست S : HM → HM عملگر T ∗ و T ترکیب از

S f = T ∗T f = T ∗
 N∑

n=١
⟨ f , fn⟩en


=

N∑
n=١
⟨ f , fn⟩T ∗en

=

N∑
n=١
⟨ f , fn⟩ fn .

است. پذیر معکوس و خودالحاق مثبت، عملگری S دید می توان راحتی به

داریم f ∈ H هر ازای به لذا باشد. S عملگر با قابی F = { fn}Nn=١ می کنیم فرض

f = S −١S f

= S S −١ f

=

N∑
n=١
⟨S −١ f , fn⟩ fn

=

N∑
n=١
⟨ f , S −١ fn⟩ fn.
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رابطه در {gn}Nn=١ قاب اگر کلی حالت در و دارد نام F کانونی دوگان
{
S −١ fn

}N
n=١

قاب

f =
N∑

n=١
⟨ f , gn⟩ fn , f ∈ H

می شود. نامیده { fn}Nn=١ قاب دوگان یک {gn}Nn=١ آن گاه کند صدق

هر گفت می توان این رو از است، پارسوال قابی که می باشد خودش پارسوال قاب یک کانونی دوگان

ندارد. پارسوال دوگان دلخواهی قاب هر اما دارد. پارسوال دوگان یک پارسوال قاب

دوگان قاب، یک می دانیم نیست. پارسوال که باشد ریس پایه یک {xn}Nn=١ کنیم فرض .۵ . ٢ مثال
فرد به منحصر {xn}Nn=١ دوگان این رو از باشد. ریس پایه یک قاب آن اگر تنها و اگر دارد فرد به منحصر

نیست. پارسوال و است

داریم f ∈ HM هر برای باشد { fn}Nn=١ قاب برای پارسوال دوگان یک {gn}Nn=١ اگر

∥ f ∥٢ =
N∑

n=١
⟨ f , gn⟩⟨ fn, f ⟩

≤
 N∑

n=١
|⟨ f , gn⟩|٢


١/٢  N∑

n=١
|⟨ fn, f ⟩|٢


١/٢

= ∥ f ∥ ·
 N∑

n=١
|⟨ f , gn⟩|٢


١/٢

,

می دهد نتیجه این که

∥ f ∥٢ ≤
N∑

n=١
|⟨ f , gn⟩|٢.

بزرگ تر قاب پایین کران که است این باشد داشته پارسوال دوگان قابی این که برای لازم شرط یک بنابراین

.[٩] باشد ١ مساوی یا

بصورت قاب دو فاصله باشند، HM برای قاب هایی G = {gn}Nn=١ و F = { fn}Nn=١ اگر .۶ . ٢ تعریف
می شود: تعریف زیر
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d(F,G) =
N∑

n=١
∥ fn − gn∥٢.

با ترتیب به HM برای چسبان قاب های G = {gn}Nn=١ و F = { fn}Nn=١ کنید فرض .٢ . ٧ قضیه
اگر باشند. TGو TF تجزیه عملگرهای و D و B کران های

d(F,G) =
N∑

n=١
∥ fn − gn∥٢ < ϵ,

آنگاه

d(TF(F),TG(G)) =
N∑

n=١
∥TF fn − TGgn∥٢ < ٢(B + D)ϵ.

،که TGgi =
∑N

n=١⟨gi, gn⟩en و TF fi =
∑N

n=١⟨ fi, fn⟩en , i = ١, ...,N هر ازای به می دانیم اثبات.

رو این از است. ℓ٢(N) استاندارد پایه {en}Nn=١ اینجا در

∥TF fi − TGgi∥٢ =
N∑

n=١
|⟨ fi, fn⟩ − ⟨gi, gn⟩|٢

≤ ٢
( N∑

n=١
|⟨ fi, fn − gn⟩|٢ +

N∑
n=١
|⟨ fi − gi, gn⟩|٢

)
.

داریم G و F قاب های بودن چسبان به توجه با حال

N∑
i=١
∥TF fi − TGgi∥٢ ≤ ٢

( N∑
i=١

N∑
n=١
|⟨ fi, fn − gn⟩|٢ +

N∑
i=١

N∑
n=١
|⟨ fi − gi, gn⟩|٢

)
= ٢
(
B

N∑
n=١
∥ fn − gn∥٢ + D

N∑
i=١
∥ fi − gi∥٢

)
= ٢(B + D)

N∑
i=١
∥ fi − gi∥٢ ≤ ٢(B + D)ϵ.
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اگر می شود نامیده HM برای پذیرفتنی دنباله A = {an}Nn=١ حقیقی اعداد از دنباله یک .٢ . ٨ تعریف
n هر ازای به که بطوری باشد داشته وجود F = { fn}Nn=١ مانند قابی

∥ fn ∥٢= a٢
n.

دنباله را A باشد چسبان قاب F که حالتی در می شود. نامیده A-پذیرفتنی قاب یک نیز F حالت این در

می نامند. چسبان پذیرفتنی

ϵ > ٠ ازای به هرگاه

(١ − ϵ)a٢
n ≤ ∥ fn∥٢ ≤ (١ + ϵ)a٢

n,

می شود. نامیده A-پذیرفتنی به ϵ-نزدیک قاب F = { fn}Nn=١

آنگاه باشد HM برای B-چسبان قاب یک { fn}Nn=١ هرگاه .٢ . ٩ گزاره

max
n=١,...,N

∥ fn∥٢ ≤ B =
١
M

N∑
n=١
∥ fn∥٢.

داریم n = ١, ...,N هر ازای به اثبات.

∥ fn∥۴ = |⟨ fn, fn⟩|٢ ≤
N∑

n′=١

|⟨ fn, fn′⟩|
٢ = B∥ fn∥٢.

داریم باشد HM برای متعامدی پایه {em}Mm=١ اگر . maxn=١,...,N ∥ fn∥٢ ≤ B بنابراین

١
M

N∑
n=١
∥ fn∥٢ =

١
M

N∑
n=١

M∑
m=١
|⟨ fn, em⟩|٢ =

١
M

M∑
m=١

N∑
n=١
|⟨ fn, em⟩|٢ =

١
M

M∑
m=١

B∥em∥٢ = B.
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در که است این باشد، HM برای چسبان پذیرفتنی {an}Nn=١ دنباله اینکه برای لازم شرط بنابراین

نامساوی

max
n=١,...,N

a٢
n ≤

١
M

N∑
n=١

a٢
n,

کند. صدق

ازای به و K∗ = K هرگاه، می نامیم -تصویر c یک را K : HM → HM خطی عملگر .٢ . ١٠ تعریف
است. تصویر یک K ، c = ١ اگر . K٢ = cK ، c > ٠ یک

آنگاه: باشد c-تصویر یک K هرگاه .٢ . ١١ گزاره

.ran(K) = (ker(K))⊥ (١

.∥K∥ = c (٢

است. خودالحاق K (٣

است. نرمال K (۴

است. مثبت عملگر K (۵

رو این از است. کراندار K عملگر فضا بودن بعد متناهی به توجه با اثبات.

∥Kh∥ ≤ c−١∥KK(h)∥ ≤ c−١∥K∥∥Kh∥.

و ∥K∥ ≥ c بنابراین

∥Kh∥٢ = ⟨Kh,Kh⟩ = ⟨K٢h, h⟩ = ⟨cKh, h⟩ ≤ c∥Kh∥∥h∥.

پس

∥Kh∥ ≤ c∥h∥.
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لذا

∥K∥ = sup { ∥Kh∥ : ∥h∥ = ١} = c.

می شوند. ثابت سادگی به موارد سایر

F = کنید فرض همچنین باشند. پذیر جدایی هیلبرت فضای دو K و H کنید فرض .٢ . ١٢ تعریف
رابطه در T : K → H هرگاه باشد. K برای ای پایه B = {βn} و H برای قاب یک { fn}n∈N

T (βn) = c fn, c > ٠, n ∈ N,

آنگاه c = ١ اگر می نامیم. F برای c ثابت با قاب پیش -c عملگر یک را (T,K ,B) کند، صدق

دارد. نام F برای قاب پیش عملگر یک (T,K ,B)

اصلی عدد باشد F برای قاب پیش یک (T,K ,B) هرگاه

e(F) = dim N(T )

می شود. تعریف قاب مانده

پذیر جدایی هیلبرت فضاهای برای که داریم را زیر قضیه باشد تصویر یک Q و e(F) < ∞ که درحالتی

بود: خواهد برقرار نیز متناهی بعد با هیلبرت فضاهای برای لذا و است برقرار

شرایط آنگاه ، e(F) < ∞ همچنین و باشد H برای قاب یک F = { fn}n∈N هرگاه [١] .٢ . ١٣ قضیه
هم ارزند: زیر

B = {βn} متعامد پایه یک و Q ∈ L(H) تصویر یک ،K ⊇ H Kبطوریکه هیلبرت فضای یک (١

.Qβn = fn ، n ∈ Nهر ازای به که بطوری دارند وجود K برای

F برای قاب پیش یک (T,L, E) و L برای متعامد ای پایه E ، هیلبرت فضای یک L اگر (٢

آنگاه باشد،

dim R(TT ∗ − IH ) ≤ e(F).
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K فاصله باشند، c٢, c١ ترتیب به ثابت های با ℓ٢(N) روی تصویرهایی -c، V و K اگر .١۴ . ٢ تعریف
می کنیم: تعریف چنین را V و

d(K,V) =
N∑

n=١
∥c١Ken − c٢Ven∥٢

است. ℓ٢(N) متعارف یکامتعامد پایه {en}Nn=١ که

با c-تصویر یک K و بوده B و A قاب کران های با HM برای قاب یک { fn}Nn=١ هرگاه .١۵ . ٢ گزاره
قاب کران های با V برای قاب یک {K fn}Nn=١ آنگاه باشد، V بسته فضای زیر یک HMبروی از c > ٠

است. c٢D و c٢B

استفاده با حال .K f = c f ، f ∈ V هر برای است V HMبروی از c-تصویر یک K که زمانی اثبات.

داریم است قاب یک { fn}Nn=١ که حقیقت این از

N∑
n=١
|⟨ f ,K fn⟩|٢ =

N∑
n=١
⟨ f ,K fn⟩⟨K fn, f ⟩

=

N∑
n=١
|⟨K f , fn⟩|٢.

داریم f ∈ V برای لذا

Bc٢∥ f ∥٢ = B∥K f ∥٢ ≤
N∑

n=١
|⟨ f ,K fn⟩|٢ ≤ D∥K f ∥٢ = Dc٢∥ f ∥٢.

است. c٢D و c٢B کران های با V برای قاب یک {K fn}Nn=١ نتیجه در

فضای یک آنگاه باشد، B قاب کران با HM برای چسبان قاب یک F = { fn}Nn=١ اگر .١۶ . ٢ گزاره
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n = ١, ٢, ...,N هر ازای به که بطوری دارد وجود L برای {en} متعامد پایه یک و L ⊇ HM هیلبرت

داریم

Pen = B
−١
٢ fn.

HMبروی L از K مانند c-تصویری ازای به همچنین HMاست. بروی L از متعامد تصویر P آن در که

.Ken = fn داریم

F که آنجایی از باشد. L متعارف یکامتعامد ی پایه {en : n ∈ N} و L = ℓ٢(N) کنید فرض اثبات.

پارسوال قاب تجزیه عملگر T١ = B
−١
٢ T که است واضح است F برای عملگرتجزیه T و است چسبان

،T١(HM) با HM دانستن یکی با می توان است طولپا T١ که آنجایی از است. F١ = {B
−١
٢ fn}Nn=١

نشاند. L درون را HM

داریم حال

⟨T١ fm, Pen⟩ = ⟨PT١( fm), en⟩

= ⟨T١ fm, en⟩

= ⟨ fm,T ∗١en⟩

= ⟨ fm, B
−١
٢ fn⟩

= B
−١
٢ ⟨ fm, fn⟩

= B
−١
٢ ⟨T١ fm,T١ fn⟩

= ⟨T١ fm, B−١T fn⟩.

حال .Pen = B−١T fn رو این از ،T١(HM) = (kerP)⊥ اما .Pen − B−١T fn ⊥ T١(HM) بنابراین

رو این از و است c = B
١
٢ ثابت با HN بروی L از c-تصویر یک K پس . K = B

١
٢ P می دهیم قرار

.Ken = B
١
٢ Pen = fn
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مسائل هم ارزی . ٣

با را آن می توان پائولسن، مسئله ی یافته تعمیم حالت به شرایط برخی افزودن با دید خواهیم حال

عملگر یک ی رتبه مفهوم همان c-تصویر، یک رتبه از منظور اینجا در ساخت. هم ارز c-تصویر مسئله

است.

اگر باشد. |an| ≥ ١ شرط با حقیقی اعداد از دنباله یک A = {an}Nn=١ کنید فرض .٣ . ١ مساله
dim R(TT ∗ − I) ≤ e(F) و بوده B ≥ ١ پایین کران با A-پذیرفتنی به δ-نزدیک قابی F = { fn}Nn=١

را F به A-پذیرفتنی چسبان قاب نزدیک ترین است، F برای قاب پیش -c یک (T,K ,E) که زمانی ،

بیابید.

باشد |an| ≥ ١ شرط با حقیقی ازاعداد دنباله یک A = {an}Nn=١ کنید فرض (c-تصویر). ٣ . ٢ مساله
به δ-نزدیک قابی P = {Pen} که بطوری l٢(N) بروی c ≥ ١ با M مرتبه از تصویر -c یک نیز P و

.∥Qen∥ = |an| که بطوری بیابید را Q مانند c ≥ ١ با تصویر -c نزدیک ترین باشد. A-پذیرفتنی

است: (٣ . ٢) مسئله شرایط با c-تصویر یک P و بوده (٣ . ١)برقرار مسئله می کنیم فرض ابتدا

P = {Pen} (١۵ . ٢) گزاره بر بنا لذا است. HM برای متعامد ای پایه E = {en} می کنیم فرض

HM بروی K ⊇ HM از تصویری را Q حال است. T تجزیه عملگر و c٢ کران با چسبان قاب یک

داریم n = ١, ٢, ...,N ازای به (١۶ . ٢) گزاره به بنا می کنیم. فرض

Qen = c−١Pen.

با چسبان قابی {Pen} که آنجایی از است. {Pen} برای قاب c-پیش عملگر یک (Q,K ,E) بنابراین

T
′
= c−١T تجزیه عملگر با پارسوال قاب یک X = {c−١Pen} که است واضح شده، فرض c٢ قاب کران

داریم (٢ . ١٣) قضیه براساس بنابراین است. X برای قاب پیش عملگر یک Q رو این از و می باشد

dim R(QQ∗ − I) ≤ e(X) = dim N(T
′
) = dim N(T ) = e(P).
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مانند A-پذیرفتنی چسبان قاب یک است، برقرار (٣ . ١) مسئله ایم کرده فرض اینکه به توجه با حال

که بطوری دارد وجود G = {gn}Nn=١

N∑
n=١
∥Pen − gn∥٢ ≤ f (δ,M,N).

وقتی بنابراین می کنیم. تعریف L برد بروی متعامد تصویر یک را K باشد، G قاب تجزیه عملگر L اگر

داریم n = ١, ٢, ...,N هر ازای به است G قاب کران U

Ken = U−١Lgn.

بنابراین

∥Ken∥ = ∥Lgn∥U−١ = UU−١∥gn∥ = |an|.

داریم P بودن c-تصویر به توجه با حال است. A-پذیرفتنی ، {Ken} و c-تصویر یک K نتیجه در

T Pen =

N∑
m=١
⟨Pen, Pem⟩em

=

N∑
m=١
⟨P∗Pen, em⟩em

=

N∑
m=١
⟨cPen, em⟩em

= cPen.
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داریم (٢ . ٧) قضیه از استفاده با بنابراین

N∑
n=١
∥cPen − Ken∥٢ =

N∑
n=١
∥T Pen − Lgn + Lgn − U−١Lgn∥٢

≤ ٢
N∑

n=١
∥T Pen − Lgn∥٢ + ٢

N∑
n=١
∥Lgn − U−١Lgn∥٢

≤ ٢(c + ١)
N∑

n=١
∥Pen − gn∥٢ + ١)٢ − U−١)

N∑
n=١

a٢
n

≤ ٢(c + ١)( f (δ,M,N) +
N∑

n=١
a٢

n − M)

≤ ٢(c + ١)( f (δ,M,N) + Na٠ − M)

= g(δ,M,N).

است. برقرار (٣ . ٢) مسئله بنابراین . a٠ = max {|an| : n = ١, ٢, ..N} اینجا در که

مسئله در کننده صدق قاب F = { fn}Nn=١ هرگاه است. برقرار (٣ . ٢) مسئله می کنیم فرض برعکس،

متعامد پایه یک {yn} بودن پارسوال بنابر حال دارد. {yn} مانند پارسوال دوگان یک آنگاه باشد، (٣ . ٢)

n = ١, ٢, ...,N هر ازای به است H بروی l٢(N) از متعامد تصویر Q وقتی بطوریکه دارد وجود {en}

Qen = yn.

داریم است { fn} دوگان {yn} که آنجایی از

⟨ fn, yn⟩ =
N∑

k=١
⟨ fn, fk⟩⟨yk, yn⟩ = ∥ fn∥٢∥yn∥٢.

داریم و ∥ fn∥ , ٠ پس است، A-پدیرفتنی به δ-نزدیک قابی F چون بنابراین

∥yn∥٢ =
⟨ fn, yn⟩
∥ fn∥٢

.
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نتیجه در

(١ − δ)a٢
n ≤ ∥ fn∥٢ ≤ (١ + δ)a٢

n.

و H بروی l٢(N) از c-تصویر یک K که می بینیم ، کنیم تعریف Kx =
∑N

n=١ a٢
nQx با را K اگر

c-تصویر یک برقراراست، (٣ . ٢) مسئله اینکه فرض با حال است. A-پذیرفتنی به ،δ-نزدیک {Ken}
.d(K,Q′) ≤ g(δ,M,N) و بوده -پذیرفتنی A، Ken که بطوری دارد وجود c ≥ ١ HMبا روی Q′ مانند

که: است A-پذیرفتنی و چسبان قابی {Q′en} بنابراین

N∑
n=١
∥ fn − Q′en∥٢ ≤ ٢

N∑
n=١
∥ fn −

N∑
n=١

a٢
nKen∥٢ + ٢g(δ,M,N)

≤ ۴
( N∑

n=١
∥ fn∥٢ +

N∑
n=١

a٢
n

N∑
n=١
∥Qen∥٢

)
+ ٢g(δ,M,N)

≤ ٢
(
(١ + δ)

N∑
n=١

a٢
n + M

N∑
n=١

a٢
n
)
+ ٢g(δ,M,N)

≤ ٢N
(
(١ + δ)a٢

٠ + MNa۴
٠
)
+ ٢g(δ,M,N).

است. برقرار (٣ . ١) مسئله لذا
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