
٣۶ - ١٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها

جبرخطی و موجک ها
http://wala.vru.ac.ir

(عج) ولیعصر دانشگاه

رفسنجان

حاصل ضرب گروه از همگن فضای روی مربعی انتگرال پذیر نمایش
نیم مستقیم

اسماعیل زاده∗آ فاطمه
ایران بجنورد، اسلامی، آزاد دانشگاه بجنورد، واحد ریاضی، آگروه

چکیده
همگن فضاهای از مربعی انتگرال پذیر نمایش های ابتدا مقاله، این در

و لازم شرط سپس می شود. معرفی نسبی پایای اندازه به نسبت

و نیم مستقیم حاصل ضرب گروه از مربعی انتگرال پذیر برای کافی

بین ارتباط بنابراین می شود. داده نشان گروه ها این همگن فضای

می گردد. ارائه آن ها همگن فضای و گروه ها این از پذیرفتنی موجک های
© (١٣٩٨) جبرخطی و موجک ها

مقاله اطلاعات
مقاله: تاریخچه

١٣٩٧ تیر ٣١ شده: دریافت
١٣٩٧ اسفند ٢٢ شده: پذیرفته

شهریور ١٠ آنلاین: دسترسی
١٣٩٨

عطاءا... رابط: ادیتور

عسکری همت

کلیدی: کلمات

اندازه همگن، فضای

گروه پایا، نسبی به طور

مستقیم، نیم حاصل ضرب

انتگرال پذیر نمایش

پذیرفتنی. موجک مربعی،



٢٠٣۶ - ١٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها اسماعیل زاده/

مقدمه . ١

توپولوژیک جبری ساختارهای از وسیعی رده شامل غیرتعویض پذیر توپولوژیک جبری ساختارهای رده

مهندسی و فیزیک ریاضی- علوم حوزه های در فراوان اهمیت دارای ساختارها این روی آنالیز و است

فشرده موضعاً همگن فضاهای همچنین و فشرده موضعاً گروه های نیم مستقیم حاصل ضرب می باشد.

دو نیم مستقیم حاصل ضرب صورت به را گروه ها اغلب هستند. رده این از ناآبلی گروه های با متناظر

می باشد. اساسی بسیار فیزیک و ریاضی درزمینه های آن ها کاربرد و نوشت می توان فشرده موضعاً گروه

بسیار گروه ها اغلب که آنجایی از می باشند. گروه ها گونه این از مثال هایی هایزنبرگ گروه و آفین گروه

که شدیم برآن لذا نباشند مربعی انتگرال پذیر گروه ها روی نمایش های است ممکن و می باشند بزرگ

فیزیک در همگن فضاهای کنیم. کار آن ها همگن فضاهای با و نظرگرفته در را آن ها از زیرگروه هایی

همگن فضای که است همگن فضاهای از مثالی نیز n-بعدی کره جمله از دارند. بسزایی و فراوان کاربرد

پزشکی تصویر پردازش در همچنین و مدرن ریاضی-فیزیک در اساسی نقش و می باشد S o(n) ناآبلی گروه

فضاهای بر را پیوسته موجک تبدیلات تعمیم از دیدگاههایی [١] در می توان دارد. پزشکی شبیه سازی و

است بوده همگن فضای روی موجک تبدیلات [٢] در دید. G-پایا اندازه گرفتن نظر در با G/H همگن

می شود. نظرگرفته در پایا نسبی به طور اندازه با G/H همگن فضای به طوری که

و نسبی پایای اندازه به نسبت همگن فضاهای از مربعی انتگرال پذیر نمایش های ابتدا مقاله، این در

پذیرفتنی موجک های بین ارتباط سپس می شود. تعریف نمایش ها گونه این برای پذیرفتنی موجک هایی

می شود. بررسی گروه ها این همگن فضاهای و نیم مستقیم حاصل ضرب گروه های برای

پیش نیازها . ٢

و G = KH به طوری که باشد H زیرگروه یک و K نرمال زیرگروه یک شامل گروهی G کنید فرض

به طوری که دارد وجود k١, k٢ ∈ K و h١, h٢ ∈ H مانند عناصری g١, g٢ ∈ G هر برای .K ∩H = {e}

g١g٢ = k١h١k٢h٢ = (k١h١k٢h−١
١ )(h١h٢) = (k١kh١

٢ )(h١h٢)
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: کنید تعریف h ∈ H هر برای

τh : K → K; τh(k) = kh.

و گروه دو H و K کنید فرض است. K گروه از داخلی خودریختی یک {τh; h ∈ H} صورت این در

.τhoτh′ = τhh′ دیگر عبارت به باشد. K خودریختی های گروه به H گروه از همریختی یک h 7→ τh

زیر عمل K ×τ H در (k, h), (k′, h′) هر برای و می دهیم نمایش K ×τ H با را K و H دکارتی ضرب

می کنیم: تعریف را

(k, h).(k′, h′) = (kτh(k′), hh′). (٢ . ١)

گروه همانی عضو eK که است (eK , eH) گروه این همانی عنصر است. گروه یک K ×τ H این صورت در

است. (τh−١(k−١), h−١) با برابر (k, h) معکوس عنصر می باشد. H همانی عضو eH و K

زیرگروه یک K این صورت در .H = {(eK , h); h ∈ H} و K = {(k, eH); k ∈ K} نظربگیرید در

فشرده موضعاً هاسدورف گروه دو K,H کنید فرض می باشند. K ×τ H از زیرگروه یک H و نرمال

پیوسته نگاشت یک (k, h) → τh(k) نگاشت به طوری که باشد همریختی یک τ : H → Aut(K) و

توپولوژی به نسبت K ×τ H ١ نیم مستقیم حاصل ضرب صورت این در باشد. K روی به K × H از

با به ترتیب را (k, eH), (eK, h) عناصر پس، این از می باشد. فشرده موضعاً گروه یک حاصل ضربی،

می دهیم. نشان k, h عناصر

یک ρK × ρH حاصل ضربی اندازه آنگاه باشند، H و K بر راست هار اندازه به ترتیب ρK و ρH اگر

گروه های روی چپ هار اندازه های به ترتیب λH, λK اگر هم چنین است. K ×τ H بر راست هار اندازه

با: است برابر G = K ×τ H گروه روی چپ هار اندازه دراین صورت باشند، K,H

dλ(k, h) = δ(h)dλH(h)dλK(k),

1semidirect product
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با: است برابر K ×τ H از مدولی تابع و

∆G(k, h) = δ(h)∆K(k)∆H(h); k ∈ K, h ∈ H.

کنید). مراجعه [۶ ،٨] به بیشتر جزئیات برای ) است همریختی یک δ : H → (٠,∞) بنابراین

می پردازیم. فضاها این روی اندازه و همگن فضاهای درباره مقدماتی به خواننده راحتی برای اکنون

به را H و G گروه از هار اندازه می گیریم. نظر در را آن از H بسته  زیرگروه و G فشرده موضعاً گروه

خارج فضای می نامیم. ∆H و ∆G را آنها مدولی تابع های هم چنین می دهیم. نمایش dh و dg با ترتیب

روی µ رادون اندازه یک می نامیم. ٢ همگن فضای می کند، عمل آن روی چپ از G که را G/H قسمتی

، G/H از E بورل زیرمجموعه یک برای و g ∈ G هر برای بگیرید. نظر در را G/H همگن فضای

می  شود. تعریف زیر صورت به µ اندازه از µg انتقالات

µg(E) = µ(gE).

نامیده پایا۴ شبه قوی طور به µ اندازه و نامیم ٣ G-پایا را µ اندازه آنگاه µg = µ ،g ∈ G هر برای اگر

g١, g٢ ∈ G هر برای به قسمی که باشد موجود ν : G ×G/H → (٠,∞) پیوسته تابع یک اگر می شود،

باشیم: داشته

dµg١(g٢H) = ν(g١, g٢H)dµ(g٢H).

یک گوییم. ۵ پایا به طورنسبی را µ آنگاه یابد تقلیل ثابت یک به ،g ∈ G هر برای ν(g, .) تابع اگر

2homogeneous space
3G-invariant
4 strongly quasi-invariant
5relatively invariant
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به طوری که می شود تعریف ρ : G → (٠,∞) پیوسته تابع یک (G,H) زوج برای ۶ رو-تابع

ρ(gh) =
∆H(h)
∆G(h)

ρ(g) (g ∈ G, h ∈ H).

در باشد. آن از بسته زیرگروه H و فشرده موضعاً گروه یک G کنید فرض [۵۴ . ٢ قضیه ،۴] .٢ . ١ قضیه
می  پذیرد. رو-تابع یک (G,H) زوج هر این صورت

قوی طور به اندازه یک ،ρ تابع رو هر برای که است شده داده نشان [۵۶ . ٢ قضیه ،۴] در هم چنین

کند: می صدق زیر تساوی در که دارد وجود G/H بر µ پایای شبه

dµg١

dµ
(g٢H) =

ρ(g١g٢)
ρ(g٢)

,

.g١, g٢ ∈ G که

رو از که باشد پایا نسبی به طور اندازه یک µ گاه هر که است شده داده نشان [٢ . ٣ لم ،۶] در به علاوه

این صورت در باشد آمده دست به ρ تابع

dµg =
ρ(g)
ρ(e)

dµ, (٢ . ٢)

.g ∈ G که

G/H روی پایا شبه به طورقوی اندازه یک µ اگر است، شده داده نشان [۶ . ۴ . ٣ قضیه ،٨] در طرفی از

است: برقرار زیر شرایط f ∈ L١(G) هر برای آنگاه ، باشد شده القا ρ رو-تابع از که باشد

q(g) < E و g ∈ G هر برای به طوری که است موجود صفر اندازه با G/H از E زیرمجموعه یک •

دارد. قرار L١(H) در h 7→ f (gh)
ρ(gh) نگاشت

است. انتگرال پذیر ، G/H روی شده تعریف همه جا تقریبا gH 7→
∫

H
f (gh)
ρ(gh) dh تابع •

6ρ-function
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G/H

∫
H

f (gh)
ρ(gh) dh dµ(gH) =

∫
G f (g) dg. •

و کراندار خطی نگاشت یک زیر به صورت شده تعریف T : L١(G) 7→ L١(G/H) نگاشت هم چنین

است. پوشا

T f (gH) =
∫

H

f (gh)
ρ(gh)

dh (gH ∈ G/H) (٢ . ٣)

کنید). مراجعه [۴ . ٣ بخش ،٨] به فوق روابط جزئیات دیدن (برای

H و K فشرده موضعاً هاسدورف گروه دو از نیم مستقیم حاصل ضرب G اگر که می کند بیان زیر گزاره

می پذیرد. نسبی پایای اندازه یک G/H آنگاه باشد.

رو از که می پذیرد نسبی پایای اندازه یک G/H صورت این در .G = K ×τ H کنید فرض .٢ . ٢ گزاره
به صورت ρ و می آید به دست ρ : G → (٠,∞) تابع

ρ(g) =
∆H(h)
∆G(h)

.[۶] g = kh ،k ∈ K یک برای و g ∈ G, h ∈ H وقتی می شود تعریف

باشد: زیر صورت به شده تعریف (G,H) زوج برای ρ رو-تابع و G = K ×τH کنید فرض .٢ . ٣ گزاره

ρ(kh) =
∆H(h)
∆G(h)

به طوری که K روی dk چپ هار اندازه یک دارد وجود ∫آنگاه
G

f (g)ρ(g)dg =
∫

K

∫
H

f (kh)dhdk (۴ . ٢)

[۶] . f ∈ Cc(G) آن در که
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پیشنهادی روش . ٣

لذا می باشند فشرده موضعاً گروه دو از نیم مستقیم حاصل ضرب صورت به گروه ها بیشتر که آنجایی از

همگن فضای و نیم مستقیم حاصل ضرب گروه های بین را پذیرفتنی موجک های بین رابطه تا شدیم آن بر

نیست تعیین قابل سادگی به مربعی انتگرال پذیر گروه ها از نمایش ها بعضی در کنیم. بررسی گروه ها آن

می توان را گروه آن همگن فضای روی مربعی انتگرال پذیر می یابیم، آن ها بین که رابطه ای به توجه با لذا

کرد. جایگزین گروه مربعی انتگرال پذیر به جای

می کنیم. تعریف زیر صورت به را همگن فضای  از پیوسته یکانی نمایش  حال

گروه توی به G/H از ϖ نگاشت یک G/H همگن فضای از پیوسته یکانی نمایش یک .٣ . ١ تعریف
g, g١, g٢ ∈ هر برای به طوری که Hمی باشد هیلبرت فضای روی یکانی عملگرهای از U(H) ⊆ B(H)

باشیم: داشته x, y ∈ H و G

ϖ(g١g٢H) = ϖ(g١H)ϖ(g٢H) •

ϖ(g−١H) = ϖ(gH)∗ •

است. پیوسته C به G/H از gH 7→< ϖ(gH)x, y > نگاشت •

یکانی نمایش یک صورت، بدین شده تعریف G/H همگن فضای از پیوسته یکانی نمایش هر .٣ . ٢ نکته

هر بالعکس، می شود. H زیرگروه شامل π ٧ هسته به طوری که می کند تعریف G گروه روی π پیوسته

در با G/H از ϖ پیوسته یکانی نمایش یک است، بدیهی H روی که G گروه از π پیوسته یکانی نمایش

می کند. تعریف ϖ(gH) = π(g) نظرگرفتن

ϖ(gH)M ⊆ ،g ∈ G هر برای اگر است پایا٨ ϖ به نسبت H از M بسته زیرفضای یک هم چنین

Hباشند. و {٠} فقط آن پایای زیرفضاهای اگر گوییم تحویل ناپذیر٩ ϖرا پیوسته یکانی نمایش یک .M

می بریم. نام نمایش یک عنوان با را پیوسته یکانی نمایش یک بحث ادامه در

7kernel
8invariant
9irreducible



٢۶٣۶ - ١٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها اسماعیل زاده/

L٢(G/H) = L٢(G/H, µ) هیلبرت فضای یک روی همگن فضای از نمایش یک از مثالی زیر مثال

است. شده القا ρ تابع رو- از که می باشد نسبی پایای اندازه یک µ که که می باشد

چپ نمایش باشد. H و K نرمال گروه زیر دو از حاصل ضرب مستقیم G کنید فرض .٣ . ٣ مثال

ϱ : G → U(L٢(G/H)), ϱ(g)φ = (
ρ(e)
ρ(k)

)١/٢Lkφ

که است بدیهی .( [٣ . ١ قضیه ،٧]) است Lkφ(gH) = φ(k−١gH) آن در که نظربگیرید در را

L٢(G/H) هیلبرت فضای روی G/H همگن فضای از را زیر نمایش می توان بنابراین . ϱ(H) = idH

تعریف کنیم: زیر صورت به را

ϱ̃ : G/H → U(L٢(G/H)), ϱ̃(gH) = ϱ(g).

آنگاه g١H = g٢H. اگر زیرا است. خوش تعریف بالا در شده تعریف نمایش می دهیم نشان ابتدا در

این که از همچنین .ϱ(g١) = ϱ(g٢) که می دهد نتیجه این و k١ = k٢ ١−k.بنابراین
١ k٢ ∈ H ∩ K = e

داریم: است، همانی H روی بالا در شده تعریف چپ نگاشت

ϱ̃(g١H)̃ϱ(g٢H) = ϱ̃(g١g٢H).

واقع در

ϱ̃(g١g٢H)φ = (
ρ(e)
ρ(k١k٢)

)١/٢Lk١k٢φ

= (
ρ(e)٢

ρ(k١)ρ(k٢)
)١/٢Lk١Lk٢φ

= (
ρ(e)
ρ(k١)

)١/٢ ρ(e)
ρ(k٢)

)١/٢Lk١Lk٢φ

= ϱ̃(g١H)̃ϱ(g٢H)φ.
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می کند. صدق (٢ . ٢) رابطه در که می  پذیرد نسبی پایای اندازه یک G/H ، ٢ . ٢ گزاره به بنا همچنین

داریم: بنابراین

∥ϱ̃(gH)φ∥٢ =
∫

G/H
| φ(k−١gH) |٢ ρ(e)

ρ(k)
dµ(gH)

=

∫
G/H
| φ(gH) |٢ ρ(e)

ρ(k)
dµk(gH)

=

∫
G/H
| φ(gH) |٢ dµ(gH)

= ∥φ∥٢

نمایش یک باشد. آن از فشرده گروه زیر یک H و فشرده موضعاً گروه یک G کنید فرض .۴ . ٣ تعریف
هرگاه نامیم ١٠ مربعی انتگرال پذیر نمایش یک را H هیلبرت فضای روی G/H از ϖ تحویل ناپذیر

به طوری که باشد H در ζ غیرصفر ∫عنصر
G/H

ρ(e)
ρ(g)

| < ζ,ϖ(gH)ζ > |٢dµ(gH) < ∞, (٣ . ١)

بردار اگر است. ρ : G −→ (٠,∞) رو-تابع از شده القا G/H روی نسبی پایای اندازه یک µ آن در که

ζ ∈ H پذیرفتنی بردار همچنین و می نامیم ١١ پذیرفتنی بردار یک آن را ، کند صدق (٣ . ١) شرط در ζ

با را ζ موجک به وابسته ١٣ موجکی ثابت حالت این در .∥ζ∥ = ١ هرگاه گوییم ١٢ پذیرفتنی موجک را

می شود: تعریف زیر به صورت که می دهیم نمایش cζ نماد

cζ :=
∫

G/H

ρ(e)
ρ(g)

| < ζ,ϖ(gH)ζ > |٢dµ(gH). (٣ . ٢)

10square integrable representation
11admissible vector
12admissible wavelet
13 wavelet constant



٢٨٣۶ - ١٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها اسماعیل زاده/

کنید). مراجعه [٢] به بیشتر جزئیات دیدن (برای

یعنی باشد، H بسته زیرگروه و K نرمال زیرگروه از نیم مستقیم حاصل ضرب G گروه کنید فرض

انتگرال پذیر G/H همگن فضای روی نمایش یک ϖ اگر که می دهیم نشان ابتدا در .G = K ×τ H

است. مربعی انتگرال پذیر K زیرگروه از نمایش یک آنگاه باشد مربعی

باشد. H فشرده و بسته وزیرگروه K نرمال زیرگروه از مستقیم نیم حاصل ضرب G کنید فرض .۵ . ٣ قضیه
مربعی انتگرال پذیری که می کند تعریف K زیرگروه روی نمایش یک G/H همگن فضای روی ϖنمایش

می شود. نتیجه G/H روی ϖنمایش مربعی انتگرال پذیری از K روی نمایش

G گروه از π نمایش یک ϖ نمایش این صورت در باشد. G/H از نمایش یک ϖ کنید فرض اثبات.

روی که است G گروه از نمایش یک زیر نگاشت دیگر عبارت به است. همانی H روی که می کند تعریف

است. همانی H

π : K ×τ H → U(H), π(x) = ϖ(xH), x = kh.

می باشد. نمایش یک K زیرگروه روی زیر در شده تعریف نگاشت حال

ς : K → U(H), ς(k) = ϖ(kH). (٣ . ٣)

هر برای یعنی باشد، پایا ς نمایش به نسبت H هیلبرت فضای از نابدیهی زیرفضای M کنید فرض

Mنسبت یعنی .ϖ(kH)M ⊆M داریم (٣ . ٣) رابطه به بنا پس .ς(k)M ⊆Mباشیم داشته k ∈ K

اگر است تحویل ناپذیر ς نمایش بنابراین دارد. تناقض ϖ ناپذیری تحویل با که است پایا ϖ نمایش به

لذا است مربعی انتگرال پذیر ϖ نمایش این که از هم چنین باشد. تحویل ناپذیر G/H روی ϖ نمایش
ρ(e)
ρ(x) | < ϖ(xH)ζ, ζ > |٢ = Ψ(xH). دهید قرار .

∫
G/H

ρ(e)
ρ(x) | < ϖ(xH)ζ, ζ > |٢dµ(xH) < ∞

φ ∈ L١(G) بنابراین پوشاست T : L١(G) → L١(G/H) نگاشت می دانیم و Ψ ∈ L١(G/H) پس

.Ψ = Tφ به طوریکه است موجود
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داریم: (٢ . ٣) و (۴ . ٢ فرمول( به بنا لذا

∫
G/H

ρ(e)
ρ(x)
| < ϖ(xH)ζ, ζ > |٢dµ(xH) =

∫
G/H

T (φ)(xH)dµ(xH)

=

∫
G
φ(x)dx

=

∫
K

∫
H
φ(kh)dhdk

=

∫
K

∫
H
ρ(kh)

φ(kh)
ρ(kh)

dhdk

=

∫
K
ρ(x)Tφ(kH)dk

= ρ(e)
∫

K
| < ϖ(kH)ζ, ζ > |٢

= ρ(e)
∫

K
| < ς(k)ζ, ζ > |٢dk,

نیز ς که می شود نتیجه باشد مربعی انتگرال  پذیر ϖ اگر بنابراین .x = kh و φ ∈ L١(G) آن در که

است. مربعی انتگرال پذیر

باشد. H فشرده بسته زیرگروه و K نرمال زیرگروه از نیم مستقیم حاصل ضرب G کنید فرض .۶ . ٣ نتیجه
موجک ξ آنگاه باشد G/H از ϖنمایش برای پذیرفتنی موجک یک H هیلبرت فضای در ξ بردار اگر

است. K زیرگروه از ς نمایش برای پذیرفتنی

بسته زیرگروه و K نرمال زیرگروه از نیم مستقیم حاصل ضرب گروه G اگر که می دهیم نشان ادامه در

فضای از مربعی انتگرال پذیر نمایش ،K زیرگروه از مربعی انتگرال پذیر نمایش آنگاه باشد، H فشرده

و کانونی نگاشت q : G → G/K کنید فرض ابتدا منظور این برای می دهد. نتیجه را G/H همگن

می  سازیم G گروه روی نمایشی ابتدا در باشد. Hς هیلبرت فضای روی K زیرگروه از نمایش یک ς

این برای گرفت. نتیجه می توان را G/H روی ϖنمایش آن از و باشد همانی H زیرگروه روی به طوری که

توابع فضای و می دهیم نشان C(G,Hς) با را Hς هیلبرت فضای به G از پیوسته توابع فضای منظور
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می گیریم. نظر در را زیر مقدار برداری

F = { f ∈ C(G,Hς); است فشرده q(supp f ), f (xk) = ς(k−١) f (x), x ∈ G, k ∈ K}.

.Υ(xK) =< f (x), g(x) >ς به طوری که کرد تعریف G/K مانندΥاز تابعکی می توان f , g ∈ F هر برای

است. انتگرال پذیر G/K روی µ G-پایای اندازه به نسبت و دارد قرار Cc(G/K) در Υ که است بدیهی

واقع در است. خوش تعریف Υ نگاشت K زیرگروه از ς نمایش تعریف به بنا

< f (xk), g(xk) >ς = < ς(k−١) f (x), ς(k−١)g(x) >ς

= < ς(k)ς(k−١) f (x), g(x) >ς

= < f (x), g(x) >ς .

دهید: قرار

< f , g >=
∫

G/K
< f (x), g(x) >ς dλ(xK),

روی داخلی ضرب یک < ., > که می شود بررسی سادگی به است. G/K برای G-پایا اندازه یک λ که

روی π نگاشت می دهیم. نمایش F با را آن که است هیلبرت فضای یک F فضای کامل سازی است. F

می کنیم: تعریف زیر صورت به را G گروه

π : G → U(F), π(x) f = Lk f ; x = kh.

داریم: f ∈ F هر برای .π(H) = id که است واضح

Lk f (xk/) = f (k−١xk/) = ς(k/)Lk f (x)

نمایش منحصربفردی به بنا آنگاه .x١ = x٢ باشیم داشته x١, x٢ ∈ G برای اگر و Lk f ∈ F بنابراین

روی π زیرا است همریختی π نگاشت .π(x١) = π(x٢) پس .k١ = k٢ داریم x١ = k١h١, x٢ = k٢h٢
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داریم: f ∈ F هر برای و است همانی H

π(x١x٢) f = π(k١kh١
٢ h١h٢) f

= L
k١k

h١
٢

f

= Lk١Lk٢
h١ f

= Lk١Lh١−١Lk٢Lh١ f

= Lk١Lk٢ f

= π(x١)π(x٢) f .

واقع در است. یکانی π نگاشت همچنین

< π(x) f , π(x) f > =
∫

G/K
< π(x) f (x/), π(x) f (x/) >ς dλ(x/K)

=

∫
G/K
< Lk f (x/), Lk f (x/) >ς dλ(x/K)

=

∫
G/K
< f (x/), f (x/) >ς dλ(x/K)

= < f , f >,

نمایش یک π بنابراین می شود. نتیجه چپ انتقالات پیوستگی از نیز π پیوستگی .x = kh آن در که

به طوری که می کند تعریف G/H از ϖ نمایش یک لذا . است همانی H روی که است G گروه از

گرفت: نتیجه را زیر گزاره می توان بنابراین .ϖ(xH) = π(x)

ς و H بسته گروه زیر و K نرمال زیرگروه از نیم مستقیم حاصل ضرب G گروه کنید فرض .٣ . ٧ گزاره
است. G/H همگن فضای از نمایش یک ϖ صورت این در باشد. K از نمایش یک

فضای از ϖ نمایش آنگاه باشد تحویل ناپذیر K زیرگروه از ς نمایش اگر که می دهد نشان زیر گزاره
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است. تحویل ناپذیر G/H همگن

باشد. H بسته گروه زیر و K نرمال زیرگروه از نیم مستقیم حاصل ضرب G گروه کنید فرض .٣ . ٨ گزاره
تحویل ناپذیر G/H همگن فضای از ϖنمایش آنگاه باشد K زیرگروه از تحویل ناپذیر نمایش یک ς اگر

است.

نمایش ٣ . ٧ قضیه به بنا Hςباشد. هیلبرت فضای روی K زیرگروه از نمایش یک ς کنید فرض اثبات.

F هیلبرت فضای از را M ϖ-پایای بسته فضای زیر دارد. وجود F هیلبرت فضای روی G/H از ϖ

دهید: قرار ϕ ∈ Cc(G) و f ∈ F برای بگیرید. نظر در

ν f ,ϕ =

∫
G
ϕ(x−١) f (x−١)dx

را Hς هیلبرت فضای در {ν f ,ϕ; f ∈ M, ϕ ∈ Cc(G)} فضای توسط شده تولید خطی فضای بستار و

داریم: k ∈ K هر برای می دهیم. نمایش M̃ با را آن و بگیرید نظر در

ς(k)ν f ,ϕ =

∫
G
ϕ(x−١)ς(k) f (x−١)dx

=

∫
G
ϕ(x−١) f (x−١k−١)dx

=

∫
G
ϕ(x−١k) f (x)dx

=

∫
G
ϕ̃(x) f (x)dx

= ν f ,ϕ̃,

تحویل به بنا می باشد. Fهیلبرت فضای از ς-پایا بسته فضای زیر M̃ بنابراین .ϕ̃ = ϕ(x−١k) آن در که

به یک تناظر M, M̃ بین این که از است. M̃ = Hς یا M̃ = {٠} که می  شود نتیجه ς نمایش ناپذیری

بنابراین .M = F یا M = {٠} گرفت نتیجه می توان بنابراین ( لم۶ . ٣٠] ،۴] دارد(ببینید وجود یک

است. تحویل ناپذیر G/H همگن فضای از ϖنمایش
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مربعی انتگرال پذیر از G/H همگن فضای نمایشϖاز مربعی انتگرال پذیر که می کند بیان زیر قضیه

می شود. نتیجه K گروه زیر از ς نمایش

فشرده و بسته گروه زیر و K نرمال زیرگروه از نیم مستقیم حاصل ضرب G گروه کنید فرض .٣ . ٩ قضیه
انتگرال پذیر G/H نمایشϖاز آنگاه باشد K زیرگروه از مربعی انتگرال پذیر نمایش یک ς اگر باشد. H

است. مربعی

تحویل ناپذیر نمایش یک ϖ دراین صورت باشد. K گروه زیر تحویل ناپذیراز نمایش ς کنید فرض اثبات.

هر برای ،H زیرگروه روی π نمایش بودن همانی و H فشردگی به بنا است. G/H همگن فضای از

داریم: f ∈ F

∫
K
| < ς(k) f (x), f (x) > |٢dk =

∫
K
| < f (xk−١), f (x) > |٢dk

=

∫
K
| < f (xkx−١x), f (x) > |٢dk

=

∫
K
| < Lxkx−١ f (x), f (x) > |٢dk

=

∫
K
| < π(xkx−١) f (x), f (x) > |٢dk

=

∫
K
| < π(x)π(k)π(x−١) f (x), f (x) > |٢dk

=

∫
K

∫
H
| < π(x)π(k)π(h)π(x−١) f (x), f (x) > |٢dhdk

=

∫
G
| < π(x)π(x/)π(x−١) f (x), f (x) > |٢dx/

=

∫
G/H

T (φ)(x/)dµ(x/H)

=

∫
G/H

∫
H

φ(x/η)
ρ(x/η)

dηdµ(x/H)
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=

∫
G/H

∫
H

ρ(e)
ρ(x/)

| < π(x)π(khη)π(x−١) f (x), f (x) > |٢dηdµ(x/H)

=

∫
G/H

ρ(e)
ρ(x/)

| < ϖ(x/H)π(x−١) f (x), π(x−١) f (x) > |٢dµ(x/H),

برای نسبی پایای اندازه یک µ و x/ = kh, φ = | < π(x)π(x/)π(x−١) f (x), f (x) > |٢ آن در که

است. مربعی انتگرال پذیر G/H همگن فضای از ϖنمایش بنابراین است. G/H

ς نمایش برای H هیلبرت فضای در پذیرفتنی موجک هر که گرفت نتیجه می توان فوق قضیه از

G/H همگن فضای از ϖ نمایش برای F هیلبرت فضای در پذیرفتنی موجک یک نیز K زیرگروه از

می سازد.

فشرده و بسته گروه زیر و K نرمال زیرگروه از نیم مستقیم حاصل ضرب G گروه کنید فرض .٣ . ١٠ نتیجه
یک π(x) ∗ f آنگاه باشد K زیرگروه از ς نمایش برای پذیرفتنی موجک یک ξ ∈ H اگر باشد. H

می باشد. f (x) = ϕ(x)ξ ، ϕ ∈ Cc(G) برای که است G/H از ϖنمایش برای F در پذیرفتنی موجک

که را G فشرده موضعاً گروه و G/H همگن فضای روی پذیرفتنی موجک های بین رابطه زیر قضیه

می دهد. نشان را است H و K گروه دو از نیم مستقیم حاصل ضرب G

بگیرید نظر در .G = K×τH به طوری که باشند فشرده موضعاً گروه دو H و K کنید فرض .٣ . ١١ قضیه
موجک یک ξ صورت این در باشند. G گروه و G/H همگن فضای از نمایش هایی به ترتیب π و ϖ

باشد. π برای پذیرفتنی موجک یک ξ اگر فقط اگرو است ϖ برای پذیرفتنی

فقط و اگر است مربعی انتگرال پذیر G از πنمایش که دهیم نشان کافیست (۶ . ٣) نتیجه به بنا اثبات.
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داریم: صورت این در باشد. مربعی انتگرال پذیر K از πK اگر

∫
G
| < ζ, π(g)ζ > |٢dg =

∫
K

∫
H
| < ζ, π(kh)ζ > |٢dhdk

=

∫
K

∫
H
| < ζ, π(k)π(h)ζ > |٢dhdk

=

∫
K

∫
H
| < ζ, π(k)ζ > |٢dhdk

=

∫
K
| < ζ, πK(k)ζ > |٢dk.

نتیجه این و باشد πK برای پذیرفتنی ξ اگر فقط و اگر است G از π نمایش برای پذیرفتنی ξ بنابراین

پذیرفتنی موجک یک ξ اگر وفقط اگر است G از π نمایش برای پذیرفتنی موجک یک ξ که می دهد

G/H باشد. از ϖنمایش برای

ببینیم. را مقاله این در شده اثبات قضیه های از کاربردی بتوانیم که می دهیم ارائه مثالی پایان در

عمل (WH)n = Rn × Rn ×τ R/٢πZ یعنی باشد. ویل هایزنبرگ گروه G کنید فرض .٣ . ١٢ مثال
می شود: تعریف زیر صورت به (q١, p١, t١), (q٢, p٢, t٢) ∈ (WH)n هر برای (WH)n گروه روی دوتایی

(q١, p١, t١).(q٢, p٢, t٢) = (q١ + q٢, p١ + p٢, t١ + t٢ + q١.p٢).

روی dqdpdt لبگ اندازه می باشد. Rn در q١, p٢ از اقلیدسی داخلی حاصل ضرب q١.p٢ آن در که

هر برای زیر در شده تعریف نمایش است. (WH)n روی چپ هار اندازه یک Rn × Rn × [٠, ٢π]

است. تحویل ناپذیر نمایش یک φ ∈ L٢(Rn) و (q, p, t) ∈ (WH)n

π : (WH)n → U(L٢(Rn)), (π(q, p, t)φ)(x) = ei(px−qp+t)φ(x − q), x ∈ Rn.

φ ∈ L٢(Rn) هر و است مربعی انتگرال پذیر نمایش، این که است شده داده نشان ([١٧ ([٩]،[بخش در

H = {(٠, ٠, t), t ∈ بگیرید نظر در حال است. π نمایش برای پذیرفتنی موجک یک ∥φ∥ = ١ با



٣۶٣۶ - ١٩ (١٣٩٨) (١)۶ جبرخطی و موجک ها اسماعیل زاده/

کنید: تعریف می باشد. (WH)n گروه همگن فضای Rn × Rn اقلیدسی فضای .R/٢πZ}

ϖ : Rn × Rn → U(L٢(Rn)), (ϖ(q, p)φ)(x) = ei(px−qp)φ(x − q),

مربعی انتگرال پذیر نمایش یک ϖ که است شده داده نشان [٣] در .x ∈ Rn, φ ∈ L٢(Rn) آن در که

انتگرال پذیری از ، ٣ . ٩ قضیه به بنا ϖاست. برای پذیرفتنی موجک یک φ ∈ L٢(Rn) هر و است G/H

نتیجه ویل هایزنبرگ گروه از همگن فضای روی مربعی انتگرال پذیر Rn × Rn زیرگروه از نمایش مربعی

می شود.
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