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مقدمه . ١

باشد. همانی ماتریس I و مختلط درایه های با n × n ماتریس های همه جبر Mn می کنیم فرض

علاوه اگر باشند. نامنفی A ویژه مقادیر هرگاه نامیم معین) (نیمه مثبت را A ∈ Mn هرمیتی ماتریس

با را مثبت ماتریس های همه مجموعه می نامیم. معین مثبت را A باشد، معکوس پذیر A ماتریس این بر

لونر جزئی ترتیب می دهیم. نمایش M++n نماد با را معین مثبت ماتریس های همه مجموعه و M+n نماد

می شود: تعریف زیر صورت به هرمیتی ماتریس های روی

A ≤ B ⇐⇒ B − A ∈M+n .

حسابان از استفاده با A ∈ M+n هر برای می توان آنگاه باشد، (٠,∞) بازه روی پیوسته تابع یک f اگر

که باشند A ∈ M+n ماتریس ویژه مقادیر λ١, . . . , λn کنیم فرض کرد. تعریف را f (A) ماتریس تابعی،

باشد، صعودی f : (٠,∞)→ (٠,∞) تابع اگر شده اند. مرتب تکرار گرفتن نظر در با و نزولی ترتیب به

.[۵] به کنید رجوع است، برقرار f (λ j(A)) = λ j( f (A)) تساوی j = ١, . . . , n هر برای آنگاه

Φ(A) ماتریس ،A ∈ Mn مثبت ماتریس هر برای هرگاه نامیم مثبت را Φ : Mn → Mk نگاشت

هرگاه نامیم ماتریسی یکنوای را f : (٠,∞)→ (٠,∞) پیوسته تابع باشد. مثبت Mk در

A ≤ B =⇒ f (A) ≤ f (B) (A, B ∈M+n ).

نظریه توسط ماتریسی آنالیز در عددی میانگین های ناجابجایی توسیع عنوان به ماتریسی میانگین های

کوانتومی آمار و مکانیک در که فراوارنی کاربرد واسطه به و شده معرفی ١٩٨٠ سال در [٧] آندو و کوبو

مانند ماتریسی میانگین هر نظریه، این در گرفتند. قرار زیادی پژوهشگران توجه مورد سرعت به دارند،

رابطه با σ

AσB = A١/٢ f
(
A−١/٢BA−١/٢

)
A١/٢

یک f : (٠,∞)→ (٠,∞) آن در که است شده سازی مشخص A, B معین مثبت ماتریس دو هر برای

پرکاربرد ماتریسی میانگین چند ،α ∈ [٠, ١] و A, B ∈ M++n کنیم فرض است. ماتریسی یکنوای تابع
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از عبارتند

A∇αB = (١ − α)A + αB حسابی میانگین

A♯αB = A١/٢
(
A−١/٢BA−١/٢

)α
A١/٢ هندسی میانگین

A!αB = ((١ − α)A−١ + αB−١−(١ هارمونیک میانگین

مشهور نامساوی علاوه، به است. مقعر همزمان طور به و یکنوا نگاشت یک ماتریسی، میانگین هر

است[۶]: برقرار نیز ماتریس ها برای حسابی-هندسی-هارمونیک میانگین های

A!αB ≤ A♯αB ≤ A∇αB, (α ∈ [٠, ١], A, B ∈M++n ). (١ . ١)

و ap
١ −
∑k

i=٢ ap
i > ٠ اگر .p ≥ ١ و باشند مثبت حقیقی اعداد ai, bi (i = ١, . . . , k) کنید فرض

آنگاه ،bp
١ −
∑k

i=٢ bp
i > ٠

a١b١ −
k∑

i=٢
aibi


p

≥
ap

١ −
k∑

i=٢
ap

i


bp

١ −
k∑

i=٢
bp

i

 . (١ . ٢)

که اژل[١] معروف نامساوی [١١] پوپویچی واقع، در می نامند. پوپویچی نامساوی را (١ . ٢) نامساوی

اژل نامساوی ،(١ . ٢) در p = ٢ دادن قرار با داد. گسترش را بود شده مطرح تابعی معادلات نظریه در

جمعی فرم علاوه، به است. کرده بیان (١ . ٢) از ماتریسی توسیع چند [١٠] مصلحیان شود. می حاصل

می شود: بیان زیر صورت به و است مشهور بلمن نامساوی به (١ . ٢)

(a١ + b١)p −
k∑

i=٢
(ai + bi)p


١
p
≥
ap

١ −
k∑

i=٢
ap

i


١
p
+

bp
١ −

k∑
i=٢

bp
i


١
p
. (١ . ٣)

این در .[٨ ،٩ ،۴] به کنید رجوع است، گرفته قرار بررسی مورد ماتریس ها برای نیز بلمن نامساوی

نظر در با ویژه، به می پردازیم. معین مثبت ماتریس های برای پوپویچی نامساوی عکس بررسی به مقاله

دست به (١ . ٢) برای مکمل ماتریسی نامساوی چند منفی، توان های با هندسی ماتریسی میانگین گرفتن
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می باشند. شده شناخته نامساوی های معکوس ماتریس ها، اثر مورد در مقاله این نتایج از برخی می آوریم.

اصلی نتایج . ٢

t ∈ [−١, ٠] هر و a, b ≥ ٠ هر برای برای هرگاه است مقعر f : (٠,∞)→ (٠,∞) تابع می دانیم

f (ta + (١ − t)b) ≤ t f (a) + (١ − t) f (b). (٢ . ١)

داریم (٠,∞) بازه روی f (x) = log x مقعر تابع برای (٢ . ١) بردن بکار با

ta + (١ − t)b ≤ atb١−t (a, b ≥ ٠, t ∈ [−١, ٠]). (٢ . ٢)

دهید قرار ماتریسی هندسی میانگین تعریف از استفاده با .α ∈ [−١, ٠] کنید فرض اکنون

A♮αB = A١/٢
(
A−١/٢BA−١/٢

)α
A١/٢,

A♮αB که دید می توان براحتی هستند. معین مثبت ماتریس های B و A آن در که A♯αB مشابه فرمولی با

است: زیر ویژگی های دارای و محدب همزمان طور به

.A♮αB = A١−αBα آنگاه ،AB = BA اگر (١)

.A♮αB ≥ A♮αC آنگاه ،B ≤ C اگر (٢)

.(X∗AX)♮α(X∗BX) = X∗(A♮αB)X داریم ،X ∈Mn پذیر معکوس ماتریس هر برای (٣)

آنگاه ،A ≤ B اگر (۴)

A♮αB ≤ A ≤ B ≤ B♮αA.

قرار و (٢ . ٢) از استفاده با آنگاه ،α ∈ [−١, ٠] اگر زیرا است، برقرار نیز (٢ . ٢) ماتریسی توسیع بعلاوه،

داریم a = A−١/٢BA−١/٢ و b = I دادن
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αA−١/٢BA−١/٢ + (١ − α)I ≤
(
A−١/٢BA−١/٢

)α
داریم: A١/٢ در اخیر رابطه سمت دو ضرب با

αB + (١ − α)A ≤ A♮αB, (٢ . ٣)

می کنیم. ارائه ماتریس ها برای را پوپویچی نامساوی عکس اکنون کنید. مقایسه (١ . ١) با

باشد، (٠,∞) روی نزولی و مقعر تابعی f اگر .α ∈ [−١, ٠] و A, B ∈M++n کنید فرض .٢ . ١ قضیه
نامساوی ،ζ ∈ Cn یکه بردار هر برای آنگاه

⟨
f
(
A♮αB

)
ζ, ζ
⟩ ≤ f (⟨Aζ, ζ⟩)١−α f (⟨Bζ, ζ⟩)α

است. برقرار

نظر در و (٢ . ٢) رابطه از استفاده با باشد. (٠,∞) روی نزولی و مقعر تابعی f که کنید فرض اثبات.

نوشت: می توان b := ⟨Aζ, ζ⟩ و a := ⟨Bζ, ζ⟩ گرفتن

f (⟨Aζ, ζ⟩)١−α f (⟨Bζ, ζ⟩)α ≥ (١ − α) f (⟨Aζ, ζ⟩) + α f (⟨Bζ, ζ⟩). (۴ . ٢)

می شود: نتیجه (٢ . ١) از است، مقعر f تابع چون

(١ − α) f (⟨Aζ, ζ⟩) + α f (⟨Bζ, ζ⟩) ≥ f ((١ − α)⟨Aζ, ζ⟩ + α⟨Bζ, ζ⟩) (۵ . ٢)

= f (⟨((١ − α)A + αB)ζ, ζ⟩).
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داریم (٢ . ٣) بکاربردن با است، نزولی f تابع اینکه به باتوجه علاوه، به

f (⟨((١ − α)A + αB)ζ, ζ⟩) ≥ f (
(
A♮αB

)
ζ, ζ⟩). (۶ . ٢)

مشهور نامساوی است، مقعر f تابع آنجایی که از

f (⟨Xζ, ζ) ≥ ⟨ f (X)ζ, ζ⟩ (٢ . ٧)

برقرار ζ ∈ Cn یکه بردار هر و X معین مثبت ماتریس هر برای می باشد، ینسن نامساوی تعمیم که

داریم ویژه به است). برقرار فوق نامساوی عکس باشد، محدب f [۶](اگر است

f (
(
A♮αB

)
ζ, ζ⟩) ≥ ⟨ f (A♮αB)ζ, ζ⟩. (٢ . ٨)

می شود. نتیجه (٢ . ٨)-(۴ . ٢) از مطلوب نتیجه اکنون

آنگاه ،α ∈ [−١, ٠] و باشند M++n در جابجایی معین مثبت ماتریس دو X,Y اگر .٢ . ٢ نتیجه

١ −
∥∥∥∥∥∥(XY)

١
٢ ζ
∥∥∥∥∥∥

٢

≤

١ −
∥∥∥∥∥∥∥X ١

٢(١−α)ζ

∥∥∥∥∥∥∥
٢

١−α ١ − ∥∥∥∥∥∥Y ١
٢αζ
∥∥∥∥∥∥

٢α .
٢ . ١ قضیه و A♮αB = A١−αBα آنگاه باشند، جابجایی معین مثبت ماتریس دو B و A اگر اثبات.

می دهد نتیجه

⟨
f
(
A١−αBα

)
ζ, ζ
⟩
≤ f (⟨Aζ, ζ⟩)١−α f (⟨Bζ, ζ⟩)α. (٢ . ٩)
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داریم (٢ . ٩) از و هستند جابجایی B و A اینصورت در .B = Y
١
α و A = X

١
١−α می دهیم قرار

⟨ f (XY) ζ, ζ⟩ ≤ f (⟨X
١

١−αζ, ζ⟩)١−α f (⟨Y
١
αζ, ζ⟩)α. (٢ . ١٠)

می شود نتیجه (٢ . ١٠) از بگیرید. نظر در را (٠, ١) روی را f (t) = ١ − t نزولی و مقعر تابع اکنون

١ −
∥∥∥∥∥∥(XY)

١
٢ ζ
∥∥∥∥∥∥

٢

≤

١ −
∥∥∥∥∥∥∥X ١

٢(١−α)ζ

∥∥∥∥∥∥∥
٢

١−α ١ − ∥∥∥∥∥∥Y ١
٢αζ
∥∥∥∥∥∥

٢α .

Y = diag(b١, . . . , bn) و X = diag(a١, . . . , an) دادن قرار با باشند، مثبت حقیقی اعداد bi و ai اگر

می شود. حاصل پوپویچی نامساوی معکوس نوع یک عنوان به زیر نتیجه ،(٢ . ١٠) در ζ = (١, . . . , ١) و

ai, bi (i = اگر .α ∈ [−١, ٠] و باشد (٠,∞) روی نزولی و مقعر تابعی f کنیم فرض .٢ . ٣ نتیجه
آنگاه باشند، مثبت حقیقی اعداد ١, . . . , n)

f

 n∑
i=١

aibi

 ≤ f

 n∑
i=١

a
١

١−α
i


١−α

f

 n∑
i=١

b
١
α
i

α .
داریم f (t) = ١ − t فرض با آنگاه ،

∑n
i=١ b

١
α
i ≤ ١ و

∑n
i=١ a

١
١−α
i ≤ ١ اگر علاوه، به

١ − n∑
i=١

aibi

 ≤
١ − n∑

i=١
a

١
١−α
i


١−α ١ − n∑

i=١
b

١
α
i

α .
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هولدر شده شناخته نامساوی ،٢ . ٣ نتیجه دیدن با شاید

n∑
i=١

aibi ≤

 n∑
i=١

a
١

١−β
i


١−β  n∑

i=١
b

١
β
i


β

, (β ∈ [٠, ١])

ماتریسی توسیع ،Mn روی Φ یکانی و مثبت خطی نگاشت هر برای شود. تداعی ذهن در

Φ(A♯βB) ≤ Φ(A)♯βΦ(B), (A, B ∈M++n , β ∈ [٠, ١])

برای [٢] آندو توسط بار اولین برای نامساوی این .[۶] به کنید رجوع است، برقرار هولدر نامساوی از

اثبات به A♯B = A١/٢(A−١/٢BA−١/٢)١/٢A١/٢ = A♯١/٢B وزن بدون ماتریسی هندسی میانگین

داریم. نیاز زیر لم به می آید، ادامه در که نتایجی اثبات برای است. رسیده

آنگاه ،α ∈ [−١, ٠] اگر باشند. مثبت حقیقی اعداد b١, . . . , bn و a١, . . . , an کنید فرض .۴ . ٢ لم

n∑
i=١

aibi ≥
 n∑

i=١
a١/α

i

α
 n∑

i=١
b١/١−α

i

١−α . (٢ . ١١)

داریم (٢ . ٢) از استفاده با باشند، مثبت حقیقی عدد دو x, y اگر اثبات.

αx + (١ − α)y ≤ xαy١−α.

آوریم دست به تا b := y١−α و a := xα می دهیم قرار

αa١/α + (١ − α)b١/١−α ≤ ab. (٢ . ١٢)
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دادن قرار و (٢ . ١٢) از استفاده با ،i = ١, . . . , n هر برای

a := ai/

 n∑
i=١

a١/α
i

α, b := bi/

 n∑
i=١

b١/١−α
i

١−α

نامساوی که می گیریم نتیجه

ai(∑n
i=١ a١/α

i

)α bi(∑n
i=١ b١/١−α

i

)١−α ≥ α a١/α
i(∑n

i=١ a١/α
i

) + (١ − α)
b١/١−α

i(∑n
i=١ b١/١−α

i

) .
می آید. بدست نظر مورد نتیجه ،i روی فوق نامساوی های جمع با است. برقرار i = ١, . . . , n هر برای

ماتریسی نمایش ،Mn روی Φ یکانی و مثبت خطی نگاشت هر برای که داد نشان می توان

Φ(A♮αB) ≥ Φ(A)♮αΦ(B) (A, B ∈M++n , α ∈ [−١, ٠]) (٢ . ١٣)

است. برقرار (۴ . ٢) از

می کنیم. بیان زیر قضیه در را پوپویچی نامساوی از دوم نسخه

باشد. مثبت حقیقی عدد یک M و α ∈ [−١, ٠] باشد، Mn روی حالت یک φ کنید فرض .۵ . ٢ قضیه
آنگاه ،A, B ≤ M و A, B ∈M++n اگر

(
M − φ (A♮αB

)) ≤ (M − φ(A))١−α(M − φ(B))α. (١۴ . ٢)

آنگاه ،X ∈Mn و باشد Mn روی پایا یکانی نرم یک ∥| · ∥| اگر علاوه، به

M − ∥A∥١−α ∥|X∥| ∥B∥α ≤ (M − ∥|AX∥|)١−α(M − ∥|XB∥|)α. (١۵ . ٢)

استفاده با و φ(A)♮αφ(B) = φ(A)١−αφ(B)α هستند، مثبت عدد دو φ(B) و φ(A) آنجایی که از اثبات.
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نوشت می توان (٢ . ١٣) رابطه از

M − φ (A♮αB
) ≤ M − φ(A)١−αφ(B)α. (١۶ . ٢)

داریم (٢ . ٢) نامساوی به کاربردن با

M − φ(A)١−αφ(B)α ≤ M − [(١ − α)φ(A) + αφ(B)]

= (١ − α)(M − φ(A)) + α(M − φ(B)) (٢ . ١٧)

≤ (M − φ(A))١−α(M − φ(B))α.

می کنیم یادآوری ،(١۵ . ٢) اثبات برای می شود. حاصل (١۴ . ٢) نامساوی (٢ . ١٧) و (١۶ . ٢) ترکیب از

نامساوی ،Mn روی ∥| · ∥| مانند پایا یکانی نرم هر برای که

∥|AXB∥| ≤ ∥A∥ ∥|X∥| ∥B∥

بنابراین است. عملگری نرم همان یا طیفی نرم ∥ · ∥ آن در که است برقرار

M − ∥A∥١−α ∥|X∥| ∥B∥α = M − ∥A١−α∥ ∥|X∥| ∥Bα∥

≤ M − ∥|A١−αXBα∥|.

ماتریسی منفی توان توابع گرفتن نظر در با و ماتریس ها اثر برای را پوپویچی نامساوی ادامه، در

برای که می کنیم بیان لم دو ابتدا کنید. مراجعه [٣] به مربوطه نتایج برخی دیدن برای می کنیم. بررسی

داریم. نیاز آنها به بعد قضیه اثبات
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آنگاه باشد، Mn روی یکانی و مثبت خطی نگاشت یک Φ اگر [۶] .۶ . ٢ لم

Φ(A١/٢B−١A١/٢) ≥ Φ(A)١/٢Φ(B)−١Φ(A)١/٢, (A, B ∈M++n ).

آنگاه باشد، یکه بردار یک ζ ∈ Cn اگر خاص حالت در

⟨
A١/٢B−١A١/٢ζ, ζ

⟩
≥ ⟨Aζ, ζ⟩⟨Bζ, ζ⟩−١ (A, B ∈M++n ).

که باشند A ماتریس ویژه مقادیر λ١, . . . , λn و باشد هرمیتی ماتریس یک A ∈ Mn اگر [۵] .٢ . ٧ لم
آنگاه شده اند، مرتب تکرار گرفتن نظر در با و نزولی ترتیب به

k∑
j=١
λ j(A) = max

k∑
j=١
⟨Au j, u j⟩, (k = ١, . . . , n)

می شود. گرفته Cn در یکه متعامد بردارهای از {u j}nj=١ مجموعه های همه خانواده روی ماکزیمم آن در که

آنگاه ،α ∈ [−١, ٠] و باشند معین مثبت ماتریس های A, B, X اگر .٢ . ٨ قضیه

Tr(AB) ≥ Tr
(
A١/١−α

)١−α
Tr
(
B١/α
)α

(٢ . ١٨)

و

Tr(AXBX) ≥ Tr
[
(١ − α)

(
X١/٢AX١/٢

)١/١−α
+ α
(
X١/٢BX١/٢

)١/α]
. (٢ . ١٩)

تکرار گرفتن نظر در با و نزولی ترتیب به که باشند A ماتریس ویژه مقادیر λ١, . . . , λn کنیم فرض اثبات.

با متناظر ویژه بردارهای از یکه متعامد مجموعه یک {v١, . . . , vn} کنیم فرض همچنین شده اند. مرتب



٩٢٩۴ - ٨١ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها دلاور/ رستمیان نجفی، کیان،

داریم k = ١, . . . , n هر برای آنگاه ،α ∈ [−١, ٠] اگر باشد. A ویژه مقادیر

k∑
j=١

⟨
A١/٢BA١/٢v j, v j

⟩
≥

k∑
j=١
⟨Av j, v j⟩⟨B−١v j, v j⟩−١ (۶ . ٢ لم از استفاده با )

≥
 k∑

j=١
⟨Av j, v j⟩١/١−α


١−α  k∑

j=١
⟨B−١v j, v j⟩١/−α


α

, (٢ . ٢٠)

صعودی (٠,∞) بازه روی f (x) = ١−α√x تابع آنجایی که از می شود. نتیجه ۴ . ٢ لم از آخر نامساوی که

است،

λ j

(
A١/١−α

)
= λ j(A)١/١−α, ( j = ١, . . . , n).

داریم k = ١, . . . , n هر برای بنابراین،

k∑
j=١
λ j

(
A١/١−α

)
=

k∑
j=١
⟨Av j, v j⟩١/١−α

≤
 k∑

j=١

⟨
A١/٢BA١/٢v j, v j

⟩
١/١−α  k∑

j=١
⟨B−١v j, v j⟩١/−α


−α
١−α

( رابطه(٢ . ٢٠) (از

≤
 k∑

j=١

⟨
A١/٢BA١/٢v j, v j

⟩
١/١−α  k∑

j=١
⟨B

١
αv j, v j⟩


−α
١−α

رابطه(٢ . ٧)) از استفاده با )

≤
 k∑

j=١
λ j

(
A١/٢BA١/٢

)
١/١−α  k∑

j=١
λ j

(
B

١
α
)
−α
١−α

طرف دو می توان است، صعودی f (x) = x١−α تابع چون کرده ایم. استفاده ٢ . ٧ لم از آخر نامساوی در که
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آورد: دست به و رسانید ١ − α توان به را اخیر نامساوی

 k∑
j=١
λ j

(
A١/١−α

)
١−α

≤
 k∑

j=١
λ j

(
A١/٢BA١/٢

)
 k∑

j=١
λ j

(
B

١
α
)
−α

. (٢ . ٢١)

اثبات برای می آید. دست به
[∑k

j=١ λ j

(
B

١
α
)]α

در (٢ . ٢١) طرفین ضرب با (٢ . ١٨) نامساوی اکنون

می نویسیم (٢ . ١٩)

Tr(AXBX) = Tr
(
X١/٢AX١/٢X١/٢BX١/٢

)
≥
[
Tr
(
X١/٢AX١/٢

)١/١−α]١−α [
Tr
(
X١/٢BX١/٢

)١/α]α
( (٢ . ١٨) از استفاده با )

≥ (١ − α)Tr
(
X١/٢AX١/٢

)١/١−α
+ αTr

(
X١/٢BX١/٢

)١/α
( (٢ . ٢) استفاده با (از

= Tr
[
(١ − α)

(
X١/٢AX١/٢

)١/١−α
+ α
(
X١/٢BX١/٢

)١/α]
.

آنگاه ،α ∈ [−١, ٠] و باشند معین مثبت ماتریسهای A, B اگر .٢ . ٩ نتیجه

Tr
(
A١−αBα

)
≥ (١ − α)TrA + αTrB

α−A١∥∥∥∥∥∥و
٢ B

α
٢
∥∥∥∥∥∥

٢

١
≥ (١ − α)∥A∥١ + α∥B∥١.
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