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۶۴٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

مقدمه . ١

غیرهارمونیک فوریه سری های زمینه در که ،([١٣])٢ شیفر و ١ دوفین توسط قاب ها معرفی از بعد

نمونه به عنوان است؛ داشته چشم گیری گسترش و دیده به خود فراوان تعمیم هایی نظریه این می کردند، کار

k- قاب ها و ([٨]) ٣ ترکیب قابهای ، ([١۴]) پیوسته قاب های ،([١٩] یا [٢٢]) g- قاب ها به می توان

در این که تا نمی کردند؛ ایفا آنالیز در چندانی نقش قاب ها میلادی، ٨٠ دهه از قبل تا کرد. اشاره ([١۶])

جلب به خود را آنالیزدانان توجه موجک ها، نظریه در قا ب ها بکاربستن با توانست ۴ گراسمان ١٩٨٠ سال

قاب ها کاربردهای می توان امروزه می باشد. محسوس کاملا اخیر، چندسال در نظریه این رشد و نماید

و نگاری رمز اتمی، دستگاه های بی سیم، شبکه های تصویر، و سیگنال پردازش بانک، فیلتر نظریه در را

کنید). [١٧]رجوع [١۵]و ،[١٠] ،[۶] ،[٣] ،[۵] منابع به مثلا) نمود مشاهده کادیسن-سینگر مسأله

چشم گیری رشد مهندسی علوم در آنها توسیع های و ترکیب قاب های از استفاده اخیر، سال های در

مؤثر بسیار جدید کاربردی زمینه های آوردن بدست در می تواند آنها روی بحث مورد نتایج است. داشته

معرفی را ترکیب قاب های [١١] [١٠]و ،[٩] ،[٨] مراجع در ۶ کوتینیوک و ۵ کاسازا این، از قبل باشد.

داده اند. قرار بحث مورد و

نوفه هایی همچنین و می افتند اتفاق گیرنده و فرستنده از که خطاهایی انواع داده ها، انتقال هنگام در

از بخشی بنابراین، کنند. اختلال دچار را دریافتی اطلاعات می توانند دارند، وجود انتقال مسیر در که ٧

ترکیب قاب در را فوق مباحث حاضر، مقاله می شوند. ترکیب نوفه با یا رفته بین از انتقال هنگام در آنها

می نماید. معرفی آن با ارتباط در را نتایجی و نموده مطرح یافته تعمیم

به روی H از یکه متعامد تصویر πV جدایی پذیر، هیلبرت فضاهای K و H مقاله، این سرتاسر در

K به توی H از کراندار و خطی عملگرهای همه مجموعه B(H,K) و بوده V ⊂ H بسته زیرفضای

احمدی)، (رضا rahmadi@tabrizu.ac.ir ،(صدری (وحید vahidsadri57@gmail.com ایمیلها: آدرس
فرفر). ضرغامی (رمضان zarghamir@gmail.com
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۶۵٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

همچنین، می دهیم. نمایش B(H) نماد با را B(H,H) آنگاه K = H اگر خاص، حالت در می باشند.

J آن، در که می باشد j ∈ J هر برای Λ j ∈ B(H,H j) و بوده هیلبرت فضاهای از دنباله ای {H j} j∈J
است. Z از زیرمجموعه ای

مثبت اعداد هرگاه گوییم H برای قاب یک را H اعضای از { f j} j∈J دنباله یک (قاب) .١ . ١ تعریف
باشیم داشته f ∈ H هر برای به طوری که باشند موجود ٠ < A ≤ B < ∞

A∥ f ∥٢ ≤
∑
j∈J
|⟨ f , f j⟩|٢ ≤ B∥ f ∥٢. (١ . ١)

می شود نامیده ٨ تنگ قاب { f j} j∈J آنگاه ،A = B اگر می نامیم. قاب کران های را B و A ثابت های

برقرار (١ . ١) نامساوی راست طرف فقط اگر می نامند. پارسوال را قاب شوند، ١ برابر ثابت ها آن اگر و

می باشند. زیر به صورت قاب ها، برای تجزیه و ترکیب عملگر دو می نامیم. بسل دنباله را { f j} j∈J باشد،

T : ℓ٢(J) −→ H , T ∗ : H −→ ℓ٢(J),

T ({c j} j∈J) =
∑
j∈J

c j f j , T ∗ f = {⟨ f , f j⟩} j∈J.

می شود. تعریف زیر به صورت قاب عملگر همچنین

S f = TT ∗ f =
∑
j∈J
⟨ f , f j⟩ f j , (∀ f ∈ H).

{v j} j∈J و بوده H بسته زیرفضاهای از خانواده ای {W j} j∈J کنیم فرض ترکیب) (قاب .١ . ٢ تعریف
گوییم H برای ترکیب قاب یک را (W j, v j) j∈J دنباله .v j > ٠ یعنی باشند، مثبت وزن های از دنباله ای

باشیم داشته f ∈ H هر برای که باشند موجود ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت های هرگاه

A∥ f ∥٢ ≤
∑
j∈J

v٢
j∥πW j f ∥٢ ≤ B∥ f ∥٢. (١ . ٢)

8tight frame



۶۶٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

نسبت H برای تعمیم یافته) قاب (یا g- قاب یک را {Λ j} j∈J عملگرهای دنباله (g- قاب) .١ . ٣ تعریف
باشیم داشته f ∈ H هر برای که باشند موجود ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت های هرگاه گوییم H j به

A∥ f ∥٢ ≤
∑
j∈J
∥Λ j f ∥٢ ≤ B∥ f ∥٢. (١ . ٣)

یافته تعمیم ترکیب قاب های . ٢

برخی توسط اواخر همین در می نامیم، g- ترکیب قاب به اختصار که ٩ یافته تعمیم ترکیب قاب های

و ترکیب قاب های ترکیب نتیجه که ([٢٠] و [٢١] به کنید (نگاه شده اند معرفی مقاله نویسندگان از

می کنیم. مطرح را پایه ای خواص از برخی و کرده معرفی را قاب ها این ابتدا ادامه، در هستند. g- قاب ها

و Λ j ∈ B(H,H j) بوده، H بسته زیرفضاهای از خانواده ای W = {W j} j∈J کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
برای g- ترکیب قاب یک را Λ := (W j,Λ j, v j) j∈J دنباله باشند. مثبت وزن های از دنباله ای {v j} j∈J

باشیم داشته f ∈ H هر برای به طوری که باشند موجود ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت های هرگاه گوییم H

A∥ f ∥٢ ≤
∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ ≤ B∥ f ∥٢. (٢ . ١)

در باشد، برقرار (٢ . ١) نابرابری راست سمت فقط اگر می نامند. قاب کران های را B و A اعداد

تُنگ را قاب ، A = B هرگاه می شود. نامیده B کران با H برای ١٠ g- ترکیب بسل دنباله Λ آن صورت

می نامیم. ١١ پارسوال g- ترکیب را قاب ، A = B = ١ اگر و نامیده

می شود تعریف زیر به صورت نمایش فضای قاب ها، این برای

H٢ :=
{{ f j} j∈J : f j ∈ H j,

∑
j∈J
∥ f j∥٢ < ∞

}
,

9generalized fusion frames
10g-fusion Bessel sequence
11Parseval g-fusion frame



۶٧٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

به صورت داخلی ضرب تعریف با که

⟨{ f j}, {g j}⟩ =
∑
j∈J
⟨ f j, g j⟩,

عملگرهای باشد، g- ترکیب بسل دنباله یک Λ اگر اکنون می شود. هیلبرت فضای یک به تبدیل فضا، این

نگاه [٢١] به بیشتر، جزئیات دیدن (برای کرد تعریف قاب ها این برای می توان را ١٣ آنالیز و ١٢ ترکیب

کنید).

TΛ : H٢ −→ H , T ∗Λ : H −→H٢,

TΛ({ f j} j∈J) =
∑
j∈J

v jπW jΛ
∗
j f j , T ∗Λ( f ) = {v jΛ jπW j f } j∈J.

می آید: بدست زیر به صورت SΛ ١۴ قاب عملگر بنابراین،

SΛ f = TΛT ∗Λ f =
∑
j∈J

v٢
jπW jΛ

∗
jΛ jπW j f .

داشت خواهیم f ∈ H هر برای نتیجه در

⟨SΛ f , f ⟩ =
∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢,

داریم پس

AIH ≤ SΛ ≤ BIH.

خودالحاق) معکوس (با معکوس پذیر و خودالحاق مثبت، کراندار، SΛ عملگر که معنی است به دین این،

12synthesis operator
13analysis operator
14frame operator



۶٨٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

که گرفت نتیجه می توان و می باشد

B−١IH ≤ S −١
Λ
≤ A−١IH.

می دهد. نشان را T ∗
Θ

و TΛ عملگرهای ترکیب خاصیت یک زیر، قضیه

دنباله دو Θ = (W j,Θ j,w j) و Λ = (W j,Λ j, v j) و بوده متناهی مجموعه J کنیم فرض .٢ . ٢ قضیه
ϕ := TΛT ∗

Θ
دهیم قرار اگر . Λ j,Θ j ∈ B(H,H j) داریم آن ها در که باشند H برای g- ترکیب بسل

می شود. ١۵ کلاس اثر ϕ آنگاه

است. نسبی ایزومتری u ∈ B(H) آن، در که باشد، ϕ عملگر قطبی تجزیه ϕ = u|ϕ| کنیم فرض اثبات.

داریم باشد. H برای یکه متعامد پایه یک {e j} j∈J کنیم فرض .|ϕ| = u∗TΛT ∗
Θ

بنابراین

tr(|ϕ|) =
∑
j∈J
⟨|ϕ|e j, e j⟩

=
∑
j∈J
⟨T ∗Θe j,T ∗Λue j⟩

=
∑
j∈J

⟨{wkΘkπWke j}k∈J, {vkΛkπWkue j}k∈J
⟩

=
∑
j∈J

∑
k∈J
⟨wkΘkπWke j, vkΛkπWkue j⟩

≤
∑
j∈J

∑
k∈J
∥wkΘkπWke j∥.∥vkΛkπWkue j∥

≤
∑
j∈J

(∑
k∈J
∥wkΘkπWke j∥٢

)١
٢
(∑

k∈J
∥vkΛkπWkue j∥٢

)١
٢

≤
∑
j∈J

√
BΛBΘ∥ue j∥

=
√

BΛBΘ |J| < ∞.

15trace class operator



۶٩٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

است. اثرکلاس ϕ می دهد نشان که

می دهد. نشان را g- ترکیب قاب های با معمولی قاب های بین ارتباط یک زیر، قضیه

برای قاب یک { fi j}i∈I j نیز و v j > ٠ و Λ j ∈ B(H,H j) کنیم فرض j ∈ J هر برای .٢ . ٣ قضیه
هر برای W j = span{Λ∗j fi j}i∈I j به صورت را W j زیرفضاهای دنباله باشند. B j و A j کران های با H j

می کنیم فرض و گرفته نظر در j ∈ J

٠ < A := inf
j∈J

A j ≤ B := sup
j∈J

B j < ∞.

معادل اند. باهم زیر احکام

است. H برای قاب یک {v jΛ
∗
j fi j} j∈J,i∈I j . ١

باشد آنها یکه متعامد پایه {ei j} j∈J,i∈I j و بوده j ∈ J هر برای H j بسته زیرفضاهای Λ j(W j) . ٢

است. H برای قاب یک {v jπW jΛ
∗
jei j} j∈J,i∈I j به طوری که

است. H برای g- ترکیب قاب یک Λ = (W j,Λ j, v j) j∈J . ٣

و C نیز و بوده برقرار ١ حکم اگر می باشند. یکدیگر معادل ٣ و ١ احکام که می دهیم نشان ابتدا اثبات.

داریم f ∈ H فرض با آنگاه باشند، آن قاب کران های D

A
∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ ≤

∑
j∈J

A jv٢
j∥Λ jπW j f ∥٢

≤
∑
j∈J

∑
i∈I j

|⟨v jΛ jπW j f , fi j⟩|٢

=
∑
j∈J

∑
i∈I j

|⟨πW j f , v jΛ
∗
j fi j⟩|٢

=
∑
j∈J

∑
i∈I j

|⟨ f , v jΛ
∗
j fi j⟩|٢

≤ D∥ f ∥٢.



٧٠٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

کران که داد نشان می توان مشابه، به طور می شود. D
A

کران با H برای g- ترکیب بسل دنباله یک Λپس

شد. خواهد C
B

برابر نیز، پایین

داریم f ∈ H برای باشد. D و C کران های با g- ترکیب قاب یک Λ کنیم فرض عکس، حالت برای

∑
j∈J

∑
i∈I j

|⟨ f , v jΛ
∗
j fi j⟩|٢ =

∑
j∈J

∑
i∈I j

|⟨πW j f , v jΛ
∗
j fi j⟩|٢

=
∑
j∈J

∑
i∈I j

v٢
j |⟨Λ jπW j f , fi j⟩|٢

≤
∑
j∈J

B jv٢
j∥Λ jπW j f ∥٢

≤ BD∥ f ∥٢.

می شود. AC برابر پایین کران که داد نشان می توان مشابه، به طور باز

که کنیم توجه کافی است ،٣ و ٢ احکام معادل بودن اثبات برای

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ = v٢

j

∥∥∥∥∑
i∈I j

⟨Λ jπW j f , ei j⟩ei j

∥∥∥∥٢ =∑
i∈I j

|⟨ f , v jπW jΛ
∗
jei j⟩|٢.

اصلی نتایج . ٣

از مجموعه ای {v j} j∈J و بوده H از بسته زیرفضاهای از دنباله دو {Z j} j∈J و {W j} j∈J کنیم فرض

با را، زیر عملگر می کنیم. اختیار B(H,H j) از کراندار عملگرهایی Θ j و Λ j همچنین، باشند. وزن ها

به صورت Θ := (Z j,Θ j, v j) j∈J و Λ := (W j,Λ j, v j) j∈J سه تایی های به نسبت تقریب، عملگر نام



٧١٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

می کنیم: تعریف زیر

Ψ : H −→ H,

Ψ f =
∑
j∈J

v jπZ jΘ
∗
j(v jΛ jπW j f ).

نیاز می کند، مشخص را معکوس عملگر وجود شرط که باناخ فضاهای از لم یک به قضیه، بیان از قبل

داریم.

به طوری که باشد کراندار عملگری U : X → X و باناخ فضای یک (X, ∥.∥) کنیم فرض .٣ . ١ لم
و بوده معکوس پذیر U آن صورت در ،∥I − U∥ < ١

U−١ =

n∑
k=٠

(I − U)k.

علاوه براین

∥U−١∥ ≤ ١
١ − ∥I − U∥ .

و f ∈ H هر برای به طوری که باشند حقیقی اعداد ٠ ≤ γ < ١ و C١,C٢ > ٠ کنیم فرض .٣ . ٢ قضیه
باشند: برقرار زیر شریط { f j}∈J ∈H٢

؛
∑

j∈J v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ ≤ C١∥ f ∥٢ . ١

J∋∑∥؛ v jπZ jΘ
∗
j f j∥٢ ≤ C٢∥{ f j}∥٢٢ . ٢

.∥ f − Ψ f ∥٢ ≤ γ∥ f ∥٢ . ٣

حفظ با مشابه، به طور می شود. C١ و C−١
٢ (١ − γ)٢ کران های با H برای g- ترکیب قاب یک Λ آنگاه،

شد. خواهد C٢ و C−١
١ (١ − γ)٢ کران های با H برای g- ترکیب قاب یک نیز Θ ،٢ و ١ شرایط دوگان

داریم ٢ و ١ شرایط از استفاده با باشد. دلخواه f ∈ H کنیم فرض اثبات.

∥Ψ f ∥٢ ≤ C٢∥{v jΛ jπW j f }∥٢٢ = C٢
∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ ≤ C٢C١∥ f ∥٢



٧٢٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

در .∥Ψ−١∥ ≤ (١ − γ)−١ و شده معکوس پذیر ،٣ . ١ لم طبق پس می شود. کراندار عملگری Ψ بنابراین،

نتیجه

∥ f ∥٢ = ∥Ψ−١Ψ f ∥٢

≤ (١ − γ)−٢∥Ψ f ∥

≤ C١)٢ − γ)−٢
∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢

≤ C٢C١)١ − γ)−٢∥ f ∥٢.

می شود حاصل زیر نتیجه بنابراین،

C−١
٢ (١ − γ)٢∥ f ∥٢ ≤

∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ ≤ C١∥ f ∥٢,

بدست Θ برای را ٢ و ١ شرایط دوگان ابتدا حکم، دوم قسمت برای می کند. کامل را حکم اول قسمت که

داریم f ∈ H انتخاب با می آ وریم.

(∑
j∈J

v٢
j∥Θ jπZ j f ∥٢(٢ = (⟨∑

j∈J
v jπZ jΘ

∗
jΘ jπZ j f , f ⟩)٢

≤ ∥
∑
j∈J

v jπZ jΘ
∗
jΘ jπZ j f ∥٢∥ f ∥٢

≤ C٢∥ f ∥٢
∑
j∈J

v٢
j∥Θ jπZ j f ∥٢.

∑بنابراین،
j∈J

v٢
j∥Θ jπZ j f ∥٢ ≤ C٢∥ f ∥٢.



٧٣٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

نوشت می توان ،{ f j} j∈J ∈H٢ بودن دلخواه فرض با دوم، شرط برای

∥
∑
j∈J

v jπW jΛ
∗
j f j∥٢ =

(
sup
∥ f ∥=١

∣∣∣⟨∑
j∈J

v jπW jΛ
∗
j f j, f

⟩∣∣∣)٢
≤
(

sup
∥ f ∥=١

∣∣∣∑
j∈J

⟨
f j, v jΛ jπW j f

⟩∣∣∣)٢
≤ ∥{ f j}∥٢٢

(
sup
∥ f ∥=١

∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢

)
≤ C١∥{ f j}∥٢٢.

به صورت تقریب عملگر بکارگیری و اول قسمت استدلال همان با اکنون،

Ψ∗ f =
∑
j∈J

v jπW jΛ
∗
j(v jΘ jπZ j f ),

رساند. به سرانجام را حکم دوم قسمت می توان

می باشد. یافته تعمیم ترکیب قاب های برای [٩] از ٣ . ٢ قضیه از تعمیمی زیر، قضیه

در .I ⊂ J نیز و بوده B و A کران های با H برای g- ترکیب قاب یک Λ کنیم فرض .٣ . ٣ قضیه
برقرارند. زیر احکام این صورت،

، v j > ١ باشیم داشته j ∈ I هر برای و بوده B پایین کران با H برای g- قاب یک {Λ j} j∈I اگر . ١

∩آنگاه
j∈I

W j = {٠}.

،v j = ١ باشیم داشته j ∈ I هر برای و بوده B کران با H برای تنگ g- قاب یک {Λ j} j∈I اگر . ٢

∩آنگاه
j∈I

W j ⊥ span{W j} j∈J\I.
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با H برای g-  ترکیب قاب یک (W j,Λ j, v j) j∈J\I آنگاه ، C :=
∑

j∈I v٢
j∥Λ j∥٢ < A اگر . ٣

می شود. B و A −C کران های

.πW j f = f داشت خواهیم j ∈ I هر برای پس، باشد. دلخواه f ∈ ∩ j∈I W j کنیم فرض . ١ اثبات.

بنابراین،

B∥ f ∥٢ <
∑
j∈I

v٢
j∥Λ j f ∥٢ =

∑
j∈I

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ ≤

∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ ≤ B∥ f ∥٢.

. f = ٠ می گیریم نتیجه که

داریم . f ∈ ∩ j∈I W j می کنیم فرض دوباره، . ٢

B∥ f ∥٢ =
∑
j∈I

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ ≤

∑
j∈I

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ +

∑
j∈J\I

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ ≤ B∥ f ∥٢.

می رسد. به اثبات حکم و f ⊥ span{W j} j∈J\I می دهد نشان که
∑

j∈J\I v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ = ٠ نتیجه در

داشت خواهیم f ∈ H فرض با پایین، کران برای است. بدیهی که بالا کران . ٣

∑
j∈J\I

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ =

∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ −

∑
j∈I

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢

≥ A∥ f ∥٢ −
∑
j∈I

v٢
j∥Λ j∥٢∥ f ∥٢

= (A −C)∥ f ∥٢.

بدست می توان را زیر نتیجه درآن صورت باشد، عضوی تک ٣ . ٣ قضیه در شده معرفی I مجموعه اگر

آورد.

موجود j٠ ∈ J اگر باشد. B و A کران های با H برای g- ترکیب قاب یک Λ کنیم فرض .۴ . ٣ نتیجه
کران های با H برای g- ترکیب قاب یک (W j,Λ j, v j) j, j٠ آنگاه ،v٢

j٠∥Λ j٢∥٠ < A به طوری که باشد
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می شود. B و A − v٢
j٠∥Λ j٢∥٠

می باشد. [٩] از ۴ . ٣ نتیجه از تعمیمی نیز، زیر نتیجه

زیر احکام آنگاه . j٠ ∈ J و بوده A کران با H برای تنگ g- ترکیب قاب یک Λ کنیم فرض .۵ . ٣ نتیجه
معادل اند. باهم

.v٢
j٠∥Λ j٠πW j٠

∥٢ < A . ١

است. H برای g- ترکیب قاب (W j,Λ j, v j) j, j٠ . ٢

قاب پایین کران C کنیم فرض عکس، اثبات برای است. بدیهی ۴ . ٣ نتیجه طبق ١⇒ ٢ اثبات اثبات.

داریم ٠ , f ∈ H هر برای باشد. (W j,Λ j, v j) j, j٠ g- ترکیب

C∥ f ∥٢ ≤ ∑ j, j٠ v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢ = ∑ j∈J v٢

j∥Λ jπW j f ∥٢ − v٢
j٠∥Λ j٠πW j٠

f ∥٢

= (A∥ f ∥٢ − v٢
j٠∥Λ j٠πW j٠

f ∥٢).

درنتیجه

٠ < C ≤ A − v٢
j٠

∥Λ j٠πW j٠
f ∥٢

∥ f ∥٢ .

.A − v٢
j٠∥Λ j٠πW j٠

∥٢ > ٠ داشت خواهیم سوپریمم گیری با اکنون

باقی مانده، قاب حفظ و H j فضای برای پارسوال قاب اعضای از عده یک حذف با زیر، قضیه در

آوریم. بوجود H فضای برای جدید g- ترکیب قاب یک توانست خواهیم

مجموعه یک برای نیز باشد. B و A کرا ن های با H برای g- ترکیب قاب یک Λ کنیم فرض .۶ . ٣ قضیه
باشد  H j برای پارسوال قاب یک { fi j}i∈I j ∈ Λ j(W j) کنیم فرض j ∈ J که I j متفاوت اندیس گذار

برای قاب یک { fi j}i∈I j\L j مجموعه ، j ∈ J هر به ازای Lو j ⊂ I j متناهی زیرمجموعه هر برای به طوری که

W̃ j := span{Λ∗j fi j}i∈I j\L j به صورت را {W̃ j} j∈J زیرفضاهای مجموعه اگر شود. C j پایین کران  با H j

خواهد B و (min j∈J C j)A کران های با H برای g- ترکیب قاب یک (W̃ j,Λ j, v j) j∈J آنگاه کنیم تعریف

بود.



٧۶٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

(W̃ j,Λ j, v j) j∈J برای بالا کران یک همچنان B و بوده H بسته زیرفضاهای W̃ j که بدیهی است اثبات.

نوشت: می توان f ∈ H بودن دلخواه فرض با پایین، کران آوردن بدست برای می باشد.

∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW̃ j

f ∥٢ =
∑
j∈J

v٢
j

∑
i∈I j

|⟨Λ jπW̃ j
f , fi j⟩|٢

≥
∑
j∈J

v٢
j

∑
i∈I j\L j

|⟨πW̃ j
f ,Λ∗j fi j⟩|٢

=
∑
j∈J

v٢
j

∑
i∈I j\L j

|⟨Λ jπW j f , fi j⟩|٢

≥
∑
j∈J

v٢
jC j∥Λ jπW j f ∥٢

≥ (min
j∈J

C j)
∑
j∈J

v٢
j∥Λ jπW j f ∥٢

≥ (min
j∈J

C j)A∥ f ∥٢.

نماییم. بررسی [٩] در شده ارائه دیدگاه مشابه تقریبΨرا عملگر متناهی، حالت در داریم قصد اکنون،

j٠ ∈ J یک برای باشد. پارسوال g- ترکیب قاب یک Λ و متناهی J = {١, ٢, · · · ,m} کنیم فرض

می گیریم: نظر در را زیر عملگر دلخواه،

D j٠ : H٢ −→H٢,

D j٠{ f j} j∈J = δ j, j٠ f j٠.

می کنیم: تعریف زیر به صورت را Λ با مرتبط حذفی یک بازسازی خطای حال،

E١(Λ) = max
j∈J
∥TΛD jT ∗Λ∥.



٧٧٧٩ - ۶٣ (١٣٩٨) (٣)۵ جبرخطی و موجک ها ضرغامی فرفر/ احمدی، صدری،

به این که توجه با

∥TΛD jT ∗Λ∥ = sup
∥ f ∥=١
∥TΛD jT ∗Λ f ∥ = v٢

j sup
∥ f ∥=١
∥πW jΛ

∗
jΛ jπW j f ∥ ≤ v٢

j∥Λ j∥٢,

بنابراین

E١(Λ) = max
j∈J

v٢
j∥Λ j∥٢.

فضاهای برای پارسوال g- ترکیب قاب یک Λ و متناهی J = {١, ٢, · · · ,m} کنیم فرض .٣ . ٧ قضیه
زیر احکام باشند. بسته Λ j(W j) زیرفضاهای همه نیز و بوده j ∈ J هر برای H,H j بعد متناهی

معادل اند.

آن، در که می کند صدق E١(Λ) = min j∈J E١(W̃ j,Λ j, ṽ j) j∈J شرط در پارسوال g- ترکیب قاب . ١

می باشد. j ∈ J هر برای dim W̃ j = dim W j شرط با پارسوال g- ترکیب قاب (W̃ j,Λ j, ṽ j) j∈J

داریم j ∈ J هر برای . ٢

v٢
j∥Λ j∥٢ =

dim H
m. dim W j

.

قضیه طبق باشد. j ∈ J هر برای Λ j(W j) برای یکه متعامد پایه یک {ei j}i∈I j کنیم فرض اثبات.

رابطه از استفاده با اکنون، است. H برای پارسوال قاب یک {v jπW jΛ
∗
jei j}

m, dimΛ j(W j)

j=١,i=١ دنباله ،٢ . ٣

داریم [٧] از (١٧)

dim H =
m∑

j=١

dimΛ j(W j)∑
i=١

v٢
j∥πW jΛ

∗
jei j∥٢ ≤

m∑
j=١

dimΛ j(W j)v٢
j∥Λ j∥٢.

داریم مناسب، j یک برای درنتیجه،

dim H ≤ m. dimΛ j(W j)v٢
j∥Λ j∥٢.

فقط و فقط E١(Λ) که می گیریم نتیجه پس هستند، ثابت زیرفضاها تعداد همچنین و بعدها آنجایی که از
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که است مینیمم زمانی

dim H = m. dimΛ j(W j)v٢
j∥Λ j∥٢ , (∀ j ∈ J).

سپاس گزاری
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