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فضاهای در آن ها ویژگی های برخی و تنیده هم در تلفیقی قاب های
هیلبرت

دارابیآ بیاض صمدزادهآ، زهرا رحیمی∗آ، اصغر

ایران شرقی، آذربایجان مراغه، دانشگاه ریاضی، گروه پایه، علوم آدانشکده

چکیده
برای چارچوب یک ارائه ی تلفیقی، قاب های معرفی از اصلی هدف

هستند، زیرفضاها همان که فضا سازنده ی اجزای کمک به فضا

یافته تعمیم قاب های شبیه رفتاری قاب ها، از نوع این می باشد.

در را تنیده هم در قاب های همکارانش و بِمروس که زمانی دارند.

هم در قاب های نتایج تا شدیم برآن کردند معرفی هیلبرت فضای

این برعکس و کنیم بررسی تلفیقی قاب های روی را استاندارد تنیده  ی

تلفیقی قاب های ویژگی های آیا که دادیم قرار مطالعه مورد را بحث

قاب های راستا این در نه؟ یا است برقرار تنیده هم در قاب های روی

برای نتایجی ارائه ی به سپس و می کنیم معرفی را تنیده هم در تلفیقی

می پردازیم. تنیده  هم در قاب های از نوع این
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مقدمه . ١

مطرح غیرهارمونیک آنالیز موضوع در شفر٢ و دافین١ توسط ١٩۵٢ سال در بار اولین برای قاب ها

زمینه این در را خود تحقیقات نتیجه ١٩٨٢ سال در مایر۵ و گراسمان۴ دابوشی٣، که زمانی و [٩] شدند

سیگنال، پردازش مثل: زمینه هایی در و یافت گسترش قاب ها مطالعه تدریج به آن از پس ،[٨] کردند ارائه

گذشته سال سی در که به طوری گرفتند، قرار استفاده مورد ... و شبیه سازی داده، انتقال تصویر، پردازش

شد. تبدیل محققان برای جذّاب موضوعی به تدریج به قاب ها نظریه

نام با امروزه که زیرفضاها از قاب هایی عنوان تحت تعمیم یافته قاب های از نوعی ٢٠٠٣ سال در

متنوعی نتایج بعدها که [۴] شدند معرفی کوتینیوک٨ و کاسازا٧ توسط می شوند، شناخته تلفیقی۶ قاب های

همکارانش و بِمروس٩ اخیر، سال سه دو در همچنین شد. ارائه محقق دو این توسط قاب ها نوع این از

پردازش در کاربردشان دلیل به قاب ها از نوع این .[٢] کردند مطرح را تنیده ١٠ هم در قاب های بحث

برخی ما مقاله، این در هستند. ویژه ای اهمیت دارای بی سیم اینترنت همچنین و داده ها ارسال سیگنال،

تنیده ی هم در قاب های نتایج برخی برعکس و تنیده هم در قاب های روی را تلفیقی قاب های ویژگی های

کرده ایم. مطالعه تلفیقی قاب های روی را استاندارد

تلفیقی قاب های به کوتاه اشاره ای سپس می شود. آورده قاب ها مقدماتی تعاریف بخش، این ادامه در
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صمدزاده)، (زهرا z.samadzadeh@yahoo.com ،(رحیمی (اصغر rahimi@maragheh.ac.ir ایمیلها: آدرس

دارابی). (بیاض bdaraby@maragheh.ac.ir
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را تنیده١١ هم در تلفیقی قاب های موضوع بعدی، بخش در سپس شد. خواهد تنیده هم در قاب های و

خواهیم کرد. بیان را قاب ها از نوع این به مربوط نتایج آن، ادامه ی در و مطرح

نامتناهی یا متناهی اندیس مجموعه یک ،I و جدایی پذیر هیلبرت فضای یک ،H مقاله این سراسر در

داد. خواهیم نشان [m] نماد با را ١, ٢, ...,m طبیعی اعداد همچنین و می باشد شمارش پذیر

ثابت های اگر می شود نامیده فضا این برای قاب یک H هیلبرت فضای از { fi}i∈I خانواده ی .١ . ١ تعریف
داشته باشیم: f عضو هر ازای به که به طوری داشته باشند وجود B و A مثل مثبتی

A
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢ ≤∑

i∈I

∣∣∣∣ ⟨ f , fi⟩
∣∣∣∣٢ ≤ B ∥∥∥∥ f

∥∥∥∥٢, (١ . ١)

باهم پائین و بالا کران اگر می شوند. نامیده قاب بالای و پائین کران های به ترتیب B مثبتAو ثابت های

،A = B = ١ داشته باشیم اگر و شد خواهد نامیده تنگ قاب یک { fi}i∈I قاب این صورت در باشند، برابر

در باشد، برقرار راست سمت نامساوی فقط بالا عبارت در اگر می شود. نامیده پارسوال قاب یک

شد. خواهد نامیده بسل دنباله یک { fi}i∈I این صورت

می شود: تعریف زیر به صورت U تجزیه عملگر ،{ fi}i∈I بسل دنباله هر برای

U : H −→ ℓ٢ (I) , U( f ) =
{
⟨ f , fi⟩

}
i∈I
.

نامید: خواهیم { fi}i∈I به مربوط ترکیب عملگر را آن و داده نشان T با را U عملگر الحاقی

T : ℓ٢(I) −→ H , T {ci} =
∑
i∈I

ci fi, ∀ {ci} ∈ ℓ٢ (I) .

می نامیم: قاب عملگر را T و U عملگر دو ترکیب

S : H −→ H, S ( f ) = TU( f ) =
∑
i∈I
⟨ f , fi⟩ fi,

11woven fusion frame
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می توان را f ∈ H عضو هر همچنین است. معکوس پذیر و خودالحاق مثبت، عملگری ،S قاب عملگر

نمود: بازسازی زیر به صورت

f =
∑
i∈I

⟨
f , S −١ fi

⟩
fi =
∑
i∈I

⟨
f , fi
⟩
S −١ fi,

شود. رجوع [٧] منبع به زمینه این در بیشتر نتایج همچنین و مطالب این اثبات مشاهده برای

می پردازیم: قاب ها نوع این نیاز مورد خواص برخی بیان به تلفیقی، قاب های معرفی از پس ادامه در

.νi > ٠ ، i ∈ I هر ازای به که به طوری باشد وزن ها از خانواده ای {νi}i∈I کنیم فرض .١ . ٢ تعریف
{νi}i∈I وزن های با ،H برای تلفیقی قاب  یک H هیلبرت فضای از {Wi}i∈I بسته زیرفضاهای از دنباله ای

که: به طوری باشند داشته وجود B و A مثبت ثابت های اگر بود خواهد

A
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢ ≤∑

i∈I
ν٢i

∥∥∥∥PWi( f )
∥∥∥∥٢ ≤ B ∥∥∥∥ f

∥∥∥∥٢, ∀ f ∈ H,

ترتیب به را B و A مثبت ثابت های است. Wi روی به H از متعامد تصویر عملگر PWi آن در که

این صورت در باشند، برابر باهم بالا و پائین کران های اگر می نامند. تلفیقی قاب  بالای و پائین کران های

از تلفیقی قاب  باشند، یک برابر و مساوی باهم کران هردو اگر و تنگ نوع از {Wi}i∈I تلفیقی قاب 

را نظر مورد تلفیقی قاب  این صورت در ،H =
⊕

i∈I Wi باشیم داشته اگر بود. خواهد پارسوال نوع

باشد، برقرار راست سمت نامساوی فقط بالا نامساوی در اگر می نامیم. H برای یکه متعامد تلفیقی پایه

گفت. خواهیم B بسل کران با و {νi}i∈I وزن های با زیرفضاها از بسل دنباله یک را {Wi}i∈I خانواده

توجه:

تعریف زیر به صورت
(∑

i∈I
⊕

Wi

)
ℓ٢

فضای ،H از {Wi}i∈I زیرفضاهای از هرخانواده ازای به

∑می شود:
i∈I

⊕
Wi


l٢

=

{ fi}i∈I ∣∣∣∣ fi ∈ Wi ,
∑
i∈I

∥∥∥∥ fi
∥∥∥∥٢ < ∞ .
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داخلی: ضرب با فوق فضای

⟨
{ fi}i∈I , {gi}i∈I

⟩
=
∑
i∈I
⟨ fi, gi⟩ ,

است. هیلبرت فضای یک

H هیلبرت فضای برای {νi}i∈I وزن های با تلفیقی بسل دنباله یک {Wi}i∈I کنید فرض [۴] .١ . ٣ لم
است. نامشروط همگرای

∑
i∈I νi fi سری ،(i ∈ I) ، fi ∈ Wi که ،{ fi}i∈I دنباله هر ازای به آنگاه باشد.

بود: خواهند زیر به صورت تلفیقی قاب های به مربوط عملگرهای

این صورت در باشد. {νi}i∈I وزن های با H برای تلفیقی قاب  یک {Wi}i∈I کنید فرض .۴ . ١ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت {Wi}i∈I تجزیه عملگر

UW,ν : H −→
∑

i∈I

⊕
Wi


ℓ٢

, UW,ν( f ) =
{
νiPWi( f )

}
i∈I
.

به نیز و f ∈ H هر ازای به می نامیم. ترکیب عملگر را آن و داده نشان TW,ν با را UW,ν عملگر الحاقی

عضو: هر ازای

g = {gi}i∈I ∈
∑

i∈I

⊕
Wi


ℓ٢

,

داریم:

TW,ν :

∑
i∈I

⊕
Wi


ℓ٢

−→ H, TW,ν

(
{gi}i∈I

)
=
∑
i∈I
νigi ,

بود: خواهد زیر به صورت تلفیقی قاب  عملگر عملگر، دو این ترکیب با همچنین

S W,ν : H −→ H, S W,ν( f ) = TW,νUW,ν( f ) =
∑
i∈I
ν٢i PWi( f ), ∀ f ∈ H.

شود. مراجعه [۵ ،۴] به زمینه این در بیشتر نتایج مشاهده ی برای
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تنیده هم در قاب های . ١ . ١

از پس .[۶ ،٢] شدند معرفی همکارانش و بمروس توسط ٢٠١۵ سال در تنیده هم در قاب های

گسترده تری مطالعات [١] نیشابوری و جمال عارفی همچنین و [١٢ ،١٠] دِپشیکا١٣ و وشیشت١٢ آن

تنیده هم در قاب های معرفی به مثال یک با بخش این در ما . دادند انجام قاب ها نوع این روی را

می پردازیم.

هیلبرت پذیر جدایی فضای در قاب ها از متناهی خانواده ای F =
{
fi j

}
i∈I, j∈[m]

کنیم فرض .۵ . ١ تعریف
از
{
σ j

}
j∈[m]

افراز هر ازای به که به طوری داشته باشند وجود B و A یکنواخت ثابت های اگر باشد. H

یک را F این صورت در باشد، B و A کران های با H برای قاب یک F j =
{
fi j

}
i∈σ j, j∈[m]

خانواده ،I

یک را F j ، j ∈ [m] هر ازای به و گفت خواهیم B و A کران های با تنیده هم در قاب های از خانواده

می نامیم. قاب ها از بافته

می دهیم: ارائه R٢ اقلیدسی فضای در تنیده هم در قاب های از مثالی حال

مجموعه های کنید فرض همچنین R٢باشد. اقلیدسی فضای استانداردِ پایه ی {ei}٢i=١ کنید فرض .۶ . ١ مثال
باشند: شده تعریف زیر به صورت G و F

F = { fi}٣i=١ =
{
٢e٢, ٣e١, ٢e١ + ٣e٢

}
, G = {gi}٣i=١ =

{
e١, e٢, ٣e١ + e٢

}
.

داریم: f ∈ H عضو هر ازای به پس

٣∑
i=١

∣∣∣∣ ⟨ f , fi⟩
∣∣∣∣٢ = ∣∣∣∣ ⟨ f , f١⟩

∣∣∣∣٢ + ∣∣∣∣ ⟨ f , f٢⟩
∣∣∣∣٢ + ∣∣∣∣ ⟨ f , f٣⟩

∣∣∣∣٢,
داریم: بنابراین

۴
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢ ≤ ٣∑

i=١

∣∣∣∣ ⟨ f , fi⟩
∣∣∣∣٢ ≤ ٢٢

∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢, ∀ f ∈ R٢.

12Vashisht
13Deepshikha
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١ کران های با قاب یک نیز G مشابه، به طور همچنین بود. خواهد ٢٢ و ۴ کران های با قاب یک F لذا

فرض اگر نمونه عنوان به می دهند. تنیده هم در قاب تشکیل باهم دو این که به طوری بود، خواهد ١٩ و

داریم: این صورت در ،σ١ = {١, ٢} کنیم

∑
i∈σ١

∣∣∣∣ ⟨ f , fi⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc
١

∣∣∣∣ ⟨ f , gi⟩
∣∣∣∣٢ = ∣∣∣∣ ⟨ f , f١⟩

∣∣∣∣٢ + ∣∣∣∣ ⟨ f , f٢⟩
∣∣∣∣٢ + ∣∣∣∣ ⟨ f , g٣⟩

∣∣∣∣٢,
داشت: خواهیم لذا

۴
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢ ≤ ∑

i∈σ١

∣∣∣∣ ⟨ f , fi⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc
١

∣∣∣∣ ⟨ f , gi⟩
∣∣∣∣٢ ≤ ٢٧

∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢.

هر ازای به مشابه، به طور .B١ = ٢٧ A١و = ۴ کران های با است قاب یک { fi}i∈σ١
∪ {gi}i∈σc

١
پس

و { fi}٣i=١ بنابراین بود. خواهد قاب یک { fi}i∈σ j
∪ {gi}i∈σc

j
دنباله ،١ ≤ j ≤ ٨ که ،σ j ⊂ {١, ٢, ٣}

B = max١≤ j≤٨B j Aو = min١≤ j≤٨A j یکنواخت کران های با تنیده هم در قاب یک تشکیل {gi}٣i=١

می دهد.

تنیده هم در تلفیقی قاب های . ٢

خواص از برخی و داد خواهیم تعمیم تلفیقی قاب های به را تنیده هم در قاب های مفهوم بخش این در

کرد. خواهیم بیان را آن ویژگی های و

قاب ،{νi j}i∈N, j∈[m] وزن های با
{
Wi j

}∞
i=١, j∈[m]

تلفیقی قاب های از متناهی خانواده ای .٢ . ١ تعریف
ازای به که به طوری باشند داشته وجود B Aو یکنواخت ثابت های اگر می شود نامیده تنیده هم در تلفیقی

دنباله هر باشد. B و A کران های با تلفیقی قاب  یک {Wi j}i∈σ j, j∈[m] دنباله ،I از {σ j} j∈[m] افراز هر

می نامیم. تلفیقی قاب های از بافته یک را {Wi j}i∈σ j, j∈[m]

شده آورده تنیده هم در قاب های و تنیده هم در تلفیقی قاب های بین ارزیِ هم شرایط زیر، قضیه ی در

معرفی یِ
{
fi j

}
i∈I, j∈[m]

دنباله های از خانواده ای از متفاوت
{
fi, j
}∞
i, j=١

دنباله که است ذکر به (لازم است

می باشد). تنیده هم در قاب های تعریف در شده



٣٠۴٢٣ - ٣ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها دارابی/ صمدزاده، رحیمی،

اندیس گذار مجموعه ی از زیرمجموعه ای Ji نیز و νi, µi > ٠ ،i ∈ I هر ازای به کنیم فرض .٢ . ٢ قضیه
و
(
A fi,B fi

)
کران های با H در قاب دنباله های {gi j} j∈Ji و { fi j} j∈Ji می کنیم فرض همچنین باشد. I

می کنیم: تعریف زیر به صورت را Vi و Wi زیرفضاهای باشند.
(
Agi,Bgi

)
Wi = span

{
fi, j
}

j∈Ji
, Vi = span

{
gi, j

}
j∈Ji
, ∀i ∈ I,

اگر باشند. Vi و Wi برای ترتیب به یکه متعامد پایه های {e′i, j} j∈Ji و {ei, j} j∈Ji می کنیم فرض همچنین و

باشیم: داشته

٠ < A f = inf
i∈I
A fi ≤ B f = sup

i∈I
B fi < ∞ , ٠ < Ag = inf

i∈I
Agi ≤ Bg = sup

i∈I
Bgi < ∞,

معادلند: زیر عبارات آنگاه

می دهند. H برای تنیده هم در قاب تشکیل
{
µigi, j

}
i∈I, j∈Ji

و
{
νi fi, j
}
i∈I, j∈Ji

. ١

می دهند. H برای تنیده هم در قاب تشکیل
{
µie′i, j
}
i∈I, j∈Ji

و
{
νiei, j

}
i∈I, j∈Ji

. ٢

هم در قاب تشکیل {µi}i∈I و {νi}i∈I وزن های با ترتیب به {Vi}i∈I و {Wi}i∈I تلفیقی قاب های . ٣

می دهند. H برای تلفیقی تنیده 

و Wi زیرفضاهای برای
{
gi, j

}
j∈Ji

و
{
fi, j
}

j∈Ji
قاب دنباله های i ∈ I هر ازای به که آنجایی از اثبات.

داریم: σ ⊂ I هر برای لذا می دهند،
(
Agi,Bgi

)
و
(
A fi,B fi

)
به ترتیب کران های با قاب تشکیل Vi

A f

∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi ( f )
∥∥∥∥٢ +Ag

∑
i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi ( f )
∥∥∥∥٢



٣١۴٢٣ - ٣ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها دارابی/ صمدزاده، رحیمی،

≤
∑
i∈σ
A fiν

٢
i

∥∥∥∥PWi ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
Agiµ

٢
i

∥∥∥∥PVi ( f )
∥∥∥∥٢

=
∑
i∈σ
A fi

∥∥∥∥νiPWi ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
Agi

∥∥∥∥µiPVi ( f )
∥∥∥∥٢

≤
∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨νiPWi ( f ) , fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

|⟨µiPVi ( f ) , gi, j⟩
∣∣∣∣٢

=
∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨PWi ( f ) , νi fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨PVi ( f ) , µigi, j⟩
∣∣∣∣٢

≤
∑
i∈σ
B fi

∥∥∥∥νiPWi ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
Bgi

∥∥∥∥µiPVi ( f )
∥∥∥∥٢

≤ B f

∑
i∈σ

∥∥∥∥νiPWi ( f )
∥∥∥∥٢ + Bg

∑
i∈σc

∥∥∥∥µiPVi ( f )
∥∥∥∥٢.

در قاب تشکیل H برای
{
µigi, j

}
i∈I, j∈Ji

و
{
νi fi, j
}
i∈I, j∈Ji

که می کنیم فرض ،٣⇐ ١ اثبات برای حال

نوشت: می توان بالا محاسبات از استفاده با حال می دهند. D و C یکنواخت کران های با تنیده هم

∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi ( f )
∥∥∥∥٢

≤ ١
A

∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨PWi ( f ) , νi fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨PVi ( f ) , µigi, j⟩
∣∣∣∣٢




٣٢۴٢٣ - ٣ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها دارابی/ صمدزاده، رحیمی،

=
١
A

∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , νi fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , µigi, j⟩
∣∣∣∣٢


≤ DA
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢,

نوشت: می توان قاب پائین کران برای همچنین .A = min
{
A f ,Ag

}
که به طوری

∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi ( f )
∥∥∥∥٢

≥ ١
B

∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨PWi ( f ) , νi fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨PVi ( f ) , µigi, j⟩
∣∣∣∣٢


=
١
B

∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , νi fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , µigi, j⟩
∣∣∣∣٢


≥ CB
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢,

.B = max
{
B f ,Bg

}
که به طوری است برقرار ٣ لذا

کران های با تنیده  هم در تلفیقی قاب تشکیل {Vi}i∈I و {Wi}i∈I که می کنیم فرض ،١ ⇐ ٣ اثبات برای

که: گرفت نتیجه می توان لذا می دهند. D و C



٣٣۴٢٣ - ٣ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها دارابی/ صمدزاده، رحیمی،

∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , νi fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , µigi, j⟩
∣∣∣∣٢

=
∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨νiPWi ( f ) , fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨µiPVi ( f ) , gi, j⟩
∣∣∣∣٢

≥
∑
i∈σ
A fiν

٢
i

∥∥∥∥PWi ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
Agiµ

٢
i

∥∥∥∥PVi ( f )
∥∥∥∥٢

≥ A

∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi ( f )
∥∥∥∥٢


≥ AC
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢.

مشابه: به طور همچنین

∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , νi fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , µigi, j⟩
∣∣∣∣٢ ≤ BD∥∥∥∥ f

∥∥∥∥٢,
است. برقرار ١ بنابراین

Vi و Wi زیرفضاهای برای یکه متعامد پایه های
{
e′i, j
}

j∈Ji
و
{
ei, j

}
j∈Ji

که چون ،٣ ⇔ ٢ اثبات برای

داشت: خواهیم پس می باشد،



٣۴۴٢٣ - ٣ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها دارابی/ صمدزاده، رحیمی،

∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi ( f )
∥∥∥∥٢

=
∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥∑
j∈Ji

⟨ f , ei, j⟩ei, j

∥∥∥∥٢ +∑
i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥∑
j∈Ji

⟨ f , e′i, j⟩e′i, j
∥∥∥∥٢

=
∑
i∈σ
ν٢i

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , ei, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , e′i, j⟩∣∣∣∣٢
=
∑
i∈σ

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , νiei, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∑
j∈Ji

∣∣∣∣⟨ f , µe′i, j⟩∣∣∣∣٢.
هستند. یکدیگر معادل ٣ و ٢ عبارات لذا

،{Vi}i∈I و {Wi}i∈I تلفیقی قاب های همچنین و باشد H از بسته زیرفضایی K می کنیم فرض .٢ . ٣ قضیه
هم در تلفیقی قاب تشکیل H در B و A کران های با همچنین ،{µi}i∈I و {νi}i∈I وزن های با به ترتیب

کران ها همان و وزن ها همان با {Vi
∩

K}i∈I و {Wi
∩

K}i∈I خانواده های این صورت در می دهند. تنیده 

داد. خواهند تنیده  هم در تلفیقی قاب تشکیل K در

روی به ترتیب، به متعامد، تصاویر PVi
∩

K = PVi (PK) و PWi
∩

K = PWi (PK) اگر اثبات.

و Wi ،K روی به ترتیب به متعامد تصاویر PVi و PWi ،PK که به طوری باشند، Vi
∩

K و Wi
∩

K

نوشت: می توان لذا .PK( f ) = f داشت خواهیم f ∈ K هر ازای به دراین صورت می باشند. Vi

∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi ( f )
∥∥∥∥٢

=
∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi (PK ( f ))
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi (PK ( f ))
∥∥∥∥٢

=
∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi
∩

K ( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi
∩

K ( f )
∥∥∥∥٢.



٣۵۴٢٣ - ٣ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها دارابی/ صمدزاده، رحیمی،

است. برقرار نظر مورد نتیجه ی لذا

برقرار خودکار به طور بالا کران بسل، دنباله های از بافتی هر برای که می شود داده نشان زیر گزاره در

نمی تواند تنیده هم در تلفیقی قاب های برای بالا کران این که داد خواهیم نشان بعداً هرچند است[١١]،

باشد. بهین

و
{
νi j

}
i∈I, j∈[m]

وزن های با زیرفضاها از بسل دنباله های از خانواده ای
{
Wi j

}
i∈I, j∈[m]

اگر .۴ . ٢ گزاره
بسل نیز دنباله ها این از بافته ای هر این صورت در باشند، H در ، j ∈ [m] هر ازای به ،B j کران های با

بود. خواهد

داریم: f ∈ H هر ازای به نیز و I از
{
σ j

}
j∈[m]

افراز هر ازای به اثبات.

m∑
j=١

∑
i∈σ j

ν٢
∥∥∥∥PWi j ( f )

∥∥∥∥٢ ≤ m∑
j=١

∞∑
i=١
ν٢
∥∥∥∥PWi j ( f )

∥∥∥∥٢ ≤ m∑
j=١
B j

∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢.

است. برقرار حکم بنابراین

کاربرد:

نظر در را H = ℓ٢ (N) هیلبرت فضای نیز و باشد H برای یکه متعامد پایه ی {ek}∞k=١ کنید }فرض
ei j

}∞
j=١
=
{
ei+ j−١

}∞
j=١

و Hi = span {ek}∞k=i می کنیم فرض ،i ∈ N هر ازای به همچنین می گیریم.

باشد. Hi هر برای یکه متعامد پایه

نگاشت های ،i ∈ N دلخواه ثابت برای که می گیریم نظر در را
{
P′i
}∞
i=١

و {Pi}∞i=١ دنباله های .۵ . ٢ مثال
زیرمجموعه های روی به متعامد تصویر P′i : H −→ span {ei, ei+١} و Pi : H −→ span {ei}

که: کنید فرض باشند. نظر مورد بعدِ متناهی

fi, j = Pi(ei, j), gi, j = P′i(ei, j),

داشت: خواهیم وضوح به



٣۶۴٢٣ - ٣ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها دارابی/ صمدزاده، رحیمی،

fi, j = Pi

(
ei+ j−١

)
=

 ei j = ١

٠ j > ١
و gi, j = P′i

(
ei+ j−١

)
=


ei j = ١

ei+١ j = ٢

٠ j > ٢

داریم: پس
∞∑

i=١

∞∑
j=١

∣∣∣∣⟨ f , fi, j⟩
∣∣∣∣٢ = ∞∑

i=١

∣∣∣∣⟨ f , fi,١⟩
∣∣∣∣٢ = ∞∑

i=١

∣∣∣∣⟨ f , ei⟩
∣∣∣∣٢ = ∥∥∥∥ f

∥∥∥∥٢,
همچنین: می باشد. A = B = ١ کران با تنگ قاب یک

{
fi, j
}∞
i, j=١

لذا

∞∑
i=١

∞∑
j=١

∣∣∣∣⟨ f , gi, j⟩
∣∣∣∣٢ = ∞∑

i=١

∣∣∣∣ ⟨ f , gi,١
⟩ ∣∣∣∣٢ + ∞∑

i=١

∣∣∣∣ ⟨ f , gi,٢
⟩ ∣∣∣∣٢

=

∞∑
i=١

∣∣∣∣ ⟨ f , ei⟩
∣∣∣∣٢ + ∞∑

i=١

∣∣∣∣ ⟨ f , ei+١⟩
∣∣∣∣٢

= ٢
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢ − ∣∣∣∣⟨ f , e١⟩

∣∣∣∣٢,
قاب دو هر که به طوری است B = ٢ Aو = ١ کران های با قاب یک

{
gi, j

}∞
i, j=١

که می دهد نشان این و

ازای به نیز و σ ⊂ N دلخواه زیرمجموعه ی هر ازای به چون می دهند. H برای تنیده درهم قاب تشکیل

داریم: f ∈ H هر



٣٧۴٢٣ - ٣ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها دارابی/ صمدزاده، رحیمی،

∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢ ≤ ∑

i∈σ

∞∑
j=١

∣∣∣∣⟨ f , fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∞∑
j=١

∣∣∣∣⟨ f , gi, j⟩
∣∣∣∣٢

=
∑
i∈σ

∣∣∣∣⟨ f , fi,١⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∣∣∣∣⟨ f , gi,١⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∣∣∣∣⟨ f , gi,٢⟩
∣∣∣∣٢

=
∑
i∈σ

∣∣∣∣⟨ f , ei⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∣∣∣∣⟨ f , ei⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∣∣∣∣⟨ f , ei+١⟩
∣∣∣∣٢

≤ ٢
∞∑

i=١

∣∣∣∣⟨ f , ei⟩
∣∣∣∣٢

=
∥∥∥∥ f
∥∥∥∥٢.

زیرفضاهای و Ji = N مجموعه ی ،i ∈ N هر ازای به اگر حال

Wi = span
{
fi, j
}

j∈Ji

و

Vi = span
{
gi, j

}
j∈Ji

تلفیقی قاب تشکیل {Vi}∞i=١ و {Wi}∞i=١ تلفیقی قابهای ،٢ . ٢ قضیه طبق دراین صورت باشیم، داشته را

داد. خواهند تنیده  هم }در
fi, j
}∞
i, j=١

این صورت در باشند. ،P′١ از غیر به قبل، مثال مانند
{
P′i
}∞
i=٢

و {Pi}∞i=١ کنیم فرض .۶ . ٢ مثال
نوشت: می توان f = e١ و σ = N \ {١} برای که چون نمی دهند. تنیده هم در قاب تشکیل

{
gi, j

}∞
i, j=١

و
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∑
i∈σ

∞∑
j=١

∣∣∣∣⟨e١, fi, j⟩
∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∞∑
j=١

∣∣∣∣⟨e١, gi, j⟩
∣∣∣∣٢

=
∑
i∈σ

∣∣∣∣⟨e١, Pi
(
ei,١
)⟩∣∣∣∣٢ +∑

i∈σc

∣∣∣∣⟨e١, P′i
(
ei,١
)⟩∣∣∣∣٢

=
∑
i∈σ

∣∣∣∣⟨e١, ei⟩
∣∣∣∣٢ + ∑

i∈σc,i,١

∣∣∣∣⟨e١, ei)⟩
∣∣∣∣٢ + ∑

i∈σc,i,١

∣∣∣∣⟨e١, ei+١⟩
∣∣∣∣٢

=
∑

i∈N\١

∣∣∣∣⟨e١, ei⟩
∣∣∣∣٢ + ∣∣∣∣⟨e١, ٠⟩

∣∣∣∣٢
= ٠ < A

∥∥∥∥e١

∥∥∥∥٢,
تشکیل {Vi}∞i=١ و {Wi}∞i=١ که گرفت نتیجه می توان ،٢ . ٢ قضیه طبق بنابراین است. تناقض یک این و

نمی دهند. تنیده هم در تلفیقی قاب 

تلفیقی قاب های {µi}i∈I و {νi}i∈I ترتیب به وزن های با {Vi}i∈I و {Wi}i∈I کنیم فرض .٢ . ٧ قضیه
زیرمجموعه های ،ε > ٠ هر و I, J ⊂ I متناهی مجموعه ی دو هر ازای به همچنین باشند. H برای

{Wi}i∈(I∪σ)
∪ {Vi}i∈(J

∪
δ) تلفیقی قاب  پائین کران که به طوری باشند داشته ,σوجود δ ⊂ I\(I∪ J)

تلفیقی قاب  {Wi}i∈M
∪ {Vi}i∈Mc که به طوری دارد Mوجود ⊂ N زیرمجموعه آنگاه می باشد. ε از کمتر

داد. نخواهند تنیده  هم در تلفیقی قاب تشکیل {Vi}i∈I و {Wi}i∈I تلفیقی قاب های بنابراین بود. نخواهد

چنان را σ١ ⊂ I میتوان ،I٠ = J٠ = ϕ برای قضیه فرضیات طبق باشد. دلخواه ε > ٠ گیریم اثبات.

خواهد ε از کمتر {Wi}i∈σ١
∪ {Vi}i∈σc

١
قاب برای پائین کران پس .δ١ = σc

١ که به طوری کرد انتخاب

که: به طوری دارد وجود ∥ f١∥ = ١ شرط با فضا از f١ ∈ H عضو بنابراین بود.

∑
i∈σ١
ν٢i

∥∥∥∥PWi( f١)
∥∥∥∥٢ +∑

i∈δ١
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( f١)
∥∥∥∥٢ < ε.
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پس: هستند، تلفیقی قاب های {Vi}i∈I و {Wi}i∈I که چون

∞∑
i=١
ν٢i

∥∥∥∥PWi( f١)
∥∥∥∥٢ + ∞∑

i=١
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( f١)
∥∥∥∥٢ < ∞,

که: طوری دارد وجود k١ مثبت ثابت لذا

∞∑
i=k١+١

ν٢i

∥∥∥∥PWi( f١)
∥∥∥∥٢ + ∞∑

i=k١+١
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( f١)
∥∥∥∥٢ < ∞.

طبق .I١
∪

J١ = [k١] و I١
∩

J١ = ϕ آنگاه .J١ = δ١
∩

[k١] و I١ = σ١
∩

[k١] کنیم فرض

که به طوری دارند وجود δ٢ = [k١]c \ σ٢ خاصیت با σ٢, δ٢ ⊂ [k١]c زیرمجموعه های فرضیات

بردار دیگر عبارتی به بود. خواهد ε
٢

از کمتر {Wi}i∈(I∪σ٢)
∪ {Vi}i∈(J٢

∪
δ٢) تلفیقی قاب  پائین کران

که: دارد وجود چنان ∥ f٢∥ = ١ ویژگی با f٢ ∈ H

∑
i∈(I١

∪
σ٢)

ν٢i

∥∥∥∥PWi( f٢)
∥∥∥∥٢ + ∑

i∈(J١
∪
δ٢)

µ٢
i

∥∥∥∥PVi( f٢)
∥∥∥∥٢ < ε٢ .

که: طوری دارد وجود k٢ > k١ بالا مانند

∞∑
i=k١+٢

ν٢i

∥∥∥∥PWi( f٢)
∥∥∥∥٢ + ∞∑

i=k١+٢
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( f٢)
∥∥∥∥٢ < ε٢ .

I٢
∪

J٢ = و I٢
∩

J٢ = ϕ که به طوری ،J٢ = J١
∪

(δ٢
∩

[k٢]) و I٢ = I١
∪

(σ٢
∩

[k٢]) گیریم

گرفت: نتیجه را زیر مجموعه های و دنباله ها می توان استقرا کمک به لذا .[k٢]

دارد، وجود ،i ∈ I هر ازای به ki < ki+١ ویژگی با {ki}i∈I طبیعی اعداد از دنباله ای . ١

دارد، وجود ،i ∈ I هر ازای به ∥ fi∥ = ١ ویژگی با H از { fi}i∈I بردارهای از دنباله ای . ٢

نیز و داشت خواهند وجود σi ⊂ [ki−١]c , δi = [ki−١]c \ σi مجموعه های i ∈ I هر به ازای . ٣

وجود Ji = Ji−١
∪

(δi
∩

[ki]) و Ii = Ii−١
∪

(σi
∩

[ki]) مجموعه های i ∈ I هر به ازای . ۴
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می کنند: صدق زیر نامساوی های در که به طوری داشت، خواهند

∑
i∈(In−١

∪
σn)

ν٢i

∥∥∥∥PWi( fn)
∥∥∥∥٢ + ∑

i∈(Jn−١
∪
δn)

µ٢
i

∥∥∥∥PVi( fn)
∥∥∥∥٢ < εn , (∗)

و

∞∑
i=kn+١

ν٢i

∥∥∥∥PWi( fn)
∥∥∥∥٢ + ∞∑

i=kn+١
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( fn)
∥∥∥∥٢ < εn . (∗∗)

آنگاه ،M = ∪∞i=١ Ii کنیم فرض اگر ،Ii
∪

Ji = [ki] و Ii
∩

Ji = ϕ روابط کمک به حال

نوشت: می توان (∗∗) و (∗) نامساوی های طبق لذا .M∪Mc = I که به طوری ،Mc =
∪∞

i=١ Ji

∑
i∈M
ν٢i

∥∥∥∥PWi( fi)
∥∥∥∥٢ + ∑

i∈Mc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( fi)
∥∥∥∥٢

=

∑
i∈In
ν٢i

∥∥∥∥PWi( fn)
∥∥∥∥٢ +∑

i∈Jn
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( fn)
∥∥∥∥٢


+

 ∑
i∈M∩[kn]c

ν٢i

∥∥∥∥PWi( fi)
∥∥∥∥٢ + ∑

i∈Mc∩[kn]c
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( fi)
∥∥∥∥٢


≤

 ∑
i∈In−١

∪
σn
ν٢i

∥∥∥∥PWi( fn)
∥∥∥∥٢ + ∑

i∈Jn−١
∪
δn
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( fn)
∥∥∥∥٢


+

 ∞∑
i=kn+١

ν٢i

∥∥∥∥PWi( fi)
∥∥∥∥٢ + ∞∑

i=kn+١
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( fi)
∥∥∥∥٢


<
ε

n
+
ε

n
=

٢ε
n
.

پس است. تناقض یک این و است صفر برابر {Wi}i∈M
∪ {Vi}i∈Mc تلفیقی قاب  پائین کران بنابراین



۴١۴٢٣ - ٣ (١٣٩٧) (٣)۴ جبرخطی و موجک ها دارابی/ صمدزاده، رحیمی،

دهند. تشکیل تنیده هم در تلفیقی قاب  نمی توانند {Vi}i∈I و {Wi}i∈I

تنیده هم در تلفیقی قاب های برای ۴ . ٢ گزاره در شده معرفی بالای کران که می دهیم نشان زیر گزاره در

باشد: بهین نمی تواند

H برای تلفیقی قاب های {µi}i∈I و {νi}i∈I به ترتیب وزن های با {Vi}i∈I و {Wi}i∈I گیریم .٢ . ٨ گزاره
می دهند. H برای تنیده هم در تلفیقی قاب تشکیل که به طوری باشند B٢ و B١ بهین بالای کران های با

باشد. تنیده هم در تلفیقی قاب این برای بهین بالای کران عنوان به نمی تواند B١ + B٢ آنگاه

این برای بالا کران کوچکترین B١ + B٢ می کنیم فرض می بریم. پیش خلف برهان با را اثبات اثبات.

ویژگی با را f ∈ H و σ ⊂ I می توان بهین بالای کران تعریف طبق پس باشد. تنیده هم در تلفیقی قاب

که: کرد انتخاب چنان ∥ f ∥ = ١

sup
∥ f ∥=١

∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( f )
∥∥∥∥٢
 = B١ + B٢.

که: به طوری دارد وجود f ∈ H عضو ،ε > ٠ هر ازای به سوپریمم، خاصیت طبق پس

∑
i∈σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( f )
∥∥∥∥٢ ≥ B١ + B٢ − ε,

نوشت: می توان قاب بالای کران ویژگی طبق لذا

∑
i∈I
ν٢i

∥∥∥∥PWi( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈I
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( f )
∥∥∥∥٢ ≤ B١ + B٢,

گرفت: نتیجه می توان پس

∑
i∈I\σ
ν٢i

∥∥∥∥PWi( f )
∥∥∥∥٢ + ∑

i∈I\σc
µ٢

i

∥∥∥∥PVi( f )
∥∥∥∥٢ ≤ ε.
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داشت: خواهیم لذا .σc
١ = I \ σc بنابراین ،σ١ = I \ σ گیریم اگر حال

∑
i∈σ١
ν٢i

∥∥∥∥PWi( f )
∥∥∥∥٢ +∑

i∈σc
١

µ٢
i

∥∥∥∥PVi( f )
∥∥∥∥٢ ≤ ε,

می توان ٢ . ٧ قضیه طبق پس میرسد. صفر به آن پائین کران که دارد وجود بافته ای که می دهد نشان این و

فرض برخلاف این که دهند تنیده هم در تلفیقی قاب تشکیل نمی توانند {Vi}i∈I و {Wi}i∈I که گرفت نتیجه

است. گزاره

قدردانی و تشکر

تحریریه ی هیأت محترم اعضای همچنین و گرامی داوران ارزشمند پیشنهادات و نظرات از بدینوسیله

می نماییم. را قدردانی و تشکر کمال بودند مؤثر مقاله نتایج بهبود در که مجله
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