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١٩۴١٩٣ - ٢٠٧ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها آور/ چشم عبدالهی،

مقدمه . ١

برخی دارد. وجود جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی جواب های خصوص در زیادی مقالات

عناصر روش متناهی، تفاضلات روش می شوند، استفاده معادلاتی چنین حل برای که مشهور روش های از

بوریس- روسی ریاضیدان توسط که گلرکین روش .[٨ ،٩ ،١٠] است شبکه ای چند روش های و محدود

روش، این در .[۵] است معادلاتی چنین حل برای عددی روش های از دیگری نوع شد، معرفی گلرکین

جواب دنبال به و باشد ⟨·, ·⟩ داخلی ضرب Hبا هیلبرت فضای از عضوی مسئله جواب که می شود فرض

زیر یک برای پایه ای {ψk(x)}Nk=١ آن در که می گردیم، ϕ(x) =
∑N

k=١ akψk(x) شکل به مسئله تقریبی

،S فضای و آزمون توابع ،(k = ١, ٢, · · · ,N), ψk(x) توابع است. S مانند توابع، از N−بعدی فضای

به موجک ها از که دارد وجود ترکیبی روشی که است این اهمیت حائز نکته می شوند. نامیده آزمون فضای

اساس بر می شود. نامیده ١ گلرکین موجک- روش عموما، روش این می شود. استفاده آزمون توابع عنوان

شکل به آزمون توابع ϕ j,k(x) مقیاس توابع از استفاده با u j(x, t) ≈ u(x, t) آزمایشی جواب روش، این

می شوند: معرفی زیر

u j(x, t) =
∑
k∈Z

αk(t)ϕ j,k(x).

کرده اند، استفاده گلرکین موجک- روش از جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای زیادی محققان

کنید. مراجعه [١۵ ،١٣ ،١٢ ،٧ ،۶ ،٣ ،١] منابع به بیشتر جزئیات مشاهده برای

معادلات حل برای موجک-گلرکین روش با متناهی تفاضلات روش ترکیب مقاله، این اصلی هدف

است: زیر شکل به

∂u
∂t
+ a

∂u
∂x
+ bu = η(x, t), x ∈ (−∞,∞), ٠ ≤ t ≤ T, (١ . ١)

آور). چشم (جهانگیر j_cheshmavar@pnu.ac.ir عبدالهی)، (فرشید abdollahi@shirazu.ac.ir ایمیلها: آدرس
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1Wavelet-Galerkin
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اولیه: شرط با

u(x, ٠) = u٠(x), (١ . ٢)

است. زمان t و حقیقی های ثابت b, a آن در که

دیفرانسیل معادلات از سیستم یک به را شده یاد مسئله تا می دهد اجازه ما به روش دو این ترکیب

تحلیلی جوابهای برای تواند می تکنیک این که می دهیم نشان همچنین دهیم. تقلیل اول مرتبه معمولی

مرور لازم نیازهای بخش، این ادامه ی در باشد. مفید اول مرتبه جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات

منظور به است. شده ارائه آنها همگرائی آنالیز و عددی روش های از کاربردهایی ،٢ بخش در شده اند.

در را گیری نتیجه پایان، در است. شده آورده ٣ بخش در عددی مثال یک عددی، الگوریتمهای آزمودن

داشت. خواهیم ۴ بخش

فشرده گاه تکیه با موجک های . ١ . ١

میدهند. تشکیل L٢(R) فضای برای پایه یک که هستند یکه متعامد توابع از خانواده ای موجک ها

صورت به میشوند، داده نشان ψ j,k(x) با و تولید ψ ∈ L٢(R) مانند تابعی اتساع و انتقال توسط که آنها

میگردند: تعریف زیر

ψ j,k(x) = ٢ j/٢ψ(٢ jx − k), j, k ∈ Z. (١ . ٣)

تکیه با موجک هایی دارند، مهندسی و کاربردی علوم در وسیعی کاربردهای که موجک ها از مهمی کلاس

این .[۴] گردید معرفی دوبشی توسط فشرده گاه تکیه با موجکی پایههای خانواده هستند. فشرده گاه

مرتبه از ϕ(x) مقیاس٢ تابع با آنها ساختار که هستند L٢(R) در توابع برای یکه متعامد پایه های خانواده،

2Scaling function



١٩۶١٩٣ - ٢٠٧ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها آور/ چشم عبدالهی،

می کنند: صدق زیر مقیاسی٣ دو معادله در و می گردد شروع (k ∈ Z) ،αk ضرایب از مجموعه یک و N

ϕ(x) =
N−١∑
k=٠

αkϕ(٢x − k). (۴ . ١)

می گردد: تعریف زیر شکل به موجک تابع مقیاس، تابع به توجه با

ψ(x) =
١∑

k=٢−N

(−١)kα١−kϕ(٢x − k), (۵ . ١)

ضرایب ،(۵ . ١) و (۴ . ١) مقیاسی دو رابطه های در ،(k = ٠, ١, ...,N − ١) ها αk ضرایب آن در که

تابع گاه تکیه و [٠,N − ١] فاصله ϕ(x) دوبشی مقیاس تابع گاه تکیه می شوند. نامیده فیلتر موجک

بعلاوه، می باشد. [١ − N
٢ ,

N
٢ ] فاصله آن متناظر موجک

∫ ∞
−∞

ϕ(x) dx = ١,
∫ ∞
−∞

ψ(x) dx = ٠.

ریزه ساز چند آنالیز . ١ . ٢

آنالیز یک است. ۴ ریزه ساز چند آنالیز از استفاده موجکی، توابع ساخت روشهای مهمترین از یکی

به هستند L٢(R) در {V j : j ∈ Z} بسته فضاهای زیر از صعودی دنباله ای L٢(R) برای ریزه ساز چند

که: گونه ای

،V j ⊂ V j+١ ، j ∈ Z هر برای (١

است، چگال L٢(R) در
∪

j∈Z V j و
∩

j∈Z V j = {٠} (٢

، f (٢(·)) ∈ V j+١ اگر فقط و اگر f (·) ∈ V j (٣

3Two-scale equation
4Multiresolution Analysis
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باشد. V٠ برای یکه متعامد پایه یک {ϕ(· − k) : k ∈ Z} که گونه ای به است موجود φ ∈ V٠ تابع (۴

مراجعه [١١] به بیشتر جزئیات مشاهده برای نامند، می مولد) موجک (یا مقیاس تابع را ϕ تابع

کنید.

دیگر: عبارت به باشد، V j+١ در V j زیرفضای متعامد مکمل ،W j زیرفضای کنید فرض حال

V j+١ = V j ⊕W j . (۶ . ١)

شود: می داده نمایش زیر شکل به Wها j از مستقیم مجموع صورت به L٢(R) فضای صورت این در

L٢(R) = ⊕ j∈ZW j . (١ . ٧)

موجک های ثابت، j برای

{ψi, j(x) = ٢ j/٢ψ(٢ jx − k) : k ∈ Z},

و V j زیرفضای برای یکه متعامد پایه یک تشکیل

{ϕ j,k(x) = ٢ j/٢ϕ(٢ jx − k) : k ∈ Z},

زیر شکل به f ∈ L٢(R) تابع هر بنابراین می دهند. W j زیرفضای برای یکه متعامد پایه یک تشکیل

می شود: داده نمایش

f (x) =
∑
k∈Z

c j,kϕ j,k +
∑
n≥ j

∑
k∈Z

dn,kψn,k(x), (١ . ٨)

چند آنالیز یک ،V j زیرفضاهای مجموعه .d j,k = ⟨ f , ψ j,k⟩L٢(R) و c j,k = ⟨ f , ϕ j,k⟩L٢(R) آن در که

مشتقات با دیفرانسیل معادلات جواب های تقریب برای فضاها این می باشند. L٢(R) برای ریزه ساز

گردید. خواهند استفاده گلرکین روش از استفاده با جزئی
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متناهی تفاضلات موجک-گلرکین روش . ١ . ٣

گرفته مشتق است موجکی سری یک که تابع تقریب از معمولا موجک-گلرکین روش در ساده، بیان به

ضرایب صورت این در که می شود داده قرار مجهول تابع مشتق جای به بحث مورد دیفرانسیل معادله در و

آورد بدست می توان اتصال۵ ضرایب روش مانند مختلف، روش های به را موجکی سری این نامشخص

بزرگ کافی اندازه به را j −ام، j سطح موجکی سری در جواب ها دقت و پایداری کنترل جهت البته و [٢]

سری توسیع از استفاده با j بزرگ کافی اندازه به صحیح عدد و شده داده x ∈ R برای می گیرند. نظر در

داریم: x متغیر به نسبت u تیلور

ux(x, t) ≈ u(x + h, t) − u(x, t)
h

+ O(h), (١ . ٩)

مسئله ،u تابع کردن پیدا برای ،(١ . ١) شکل به معادلات در تقریب این از استفاده با .h = ١
٢ j آن در که

می کند: پیدا تقلیل زیر مسئله حل به اصلی

Lu(x, t) + aO(h) = η(x, t), x ∈ (−∞,∞), ٠ ≤ t ≤ T, (١ . ١٠)

اولیه: شرط با

u(x, ٠) = u٠(x), (١ . ١١)

آن در که

Lu(x, t) =
∂u
∂t
+ a

u(x + h, t) − u(x, t)
h

+ bu. (١ . ١٢)

می گردد: تعریف زیر بصورت باقیمانده و

R(x, t) = Lu(x, t) − η(x, t). (١ . ١٣)

5Connection coefficients
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معادله از u(x, t) جواب آن در که است وزنی باقیمانده روشهای خانواده به متعلق گلرکین موجک- روش

می شود: زده تقریب زیر −ام j سطح موجک سری توسط دیفرانسیل

u j(x, t) =
∑
k∈Z

αk(t)ϕ j,k(x), (١۴ . ١)

معادله در تقریبی جوابهای که می شوند برآورد طوری ،(k ∈ Z) αk(t) نامشخص ضرایب آن در که

دامنه در آن صفرکردن هدف با R(x, t) سازی مینیمم وزنی، باقیمانده روش کنند. صدق دیفرانسیل

،k ∈ Z هر برای که گونهای به میپذیرد، انجام ϕ j,k(x) وزنی توابع از استفاده با (−∞,∞)

∫
R

R(x, t)ϕ j,k(x)dx = ٠. (١۵ . ١)

داریم: (١ . ١٣) معادله در u j(x, t) اولیه) (جواب موجکی سری تقریب جایگزینی با

R(x, t) =
∑
k∈Z

α′k(t)ϕ j,k(x)

+a
∑
k∈Z

αk(t)
ϕ j,k(x + h) − ϕ j,k(x)

h
+ b
∑
k∈Z

αk(t)ϕ j,k(x) − η(x, t).

بنابراین و ϕ j,k(x + h) = ϕ j,k−١(x) داریم: h = ١/٢ j چون

R(x, t) =
∑
k∈Z

(α′k(t) − (a٢ j − b)αk(t) + a٢ jαk+١(t))ϕ j,k(x) − η(x, t). (١۶ . ١)

داریم: l ∈ Z هر برای ،(١۵ . ١) معادله در (١۶ . ١) جایگزینی با

α′l(t) = (a٢ j − b)αl(t) − a٢ jαl+١(t) +
∫
R
η(x, t)ϕ j,l(x)dx,
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نوشت: زیر ماتریسی شکل به را آن می توان و است دیفرانسیل معادلات از خطی دستگاه یک فوق سیستم

Ẋ = AX + g(t), (١ . ١٧)

ماتریس یک A و X = [αl(t)]l∈Z ،gl(t) =
∫
R η(x, t)ϕ j,l(x)dx با g(t) = [gl(t)]l∈Z آن در که

است: زیر شکل به ۶ توپلیتز

A =



. . . . . . . . . . . . . . . . . .

· · · c٠ c١ ٠ · · · ٠ ٠ · · ·
· · · ٠ c٠ c١ · · · ٠ ٠ · · ·
· · · ٠ ٠ c٠ c١

... ٠ · · ·
· · · ٠ ٠ ٠ . . . . . .

...
...

...
... · · · . . . c٠ c١ · · ·

· · · ٠ ٠ ٠ · · · ٠ c٠ · · ·
...

...
...

...
. . . . . . . . .



= c٠I + c١N, (١ . ١٨)

اصلی قطر عناصر با جردن ماتریس N و همانی مانریس I ،c١ = −a٢ j ،c٠ = a٢ j − b آن، در که

ساده باعث که است قطری دو توپلیتز ماتریس یک A ماتریس می باشد. یک قطری٧ زبر عناصر و صفر

است: زیر شکل به جواب دارای (١ . ١٧) دستگاه میگردد. دستگاه جواب شدن

X(t) = eAt[X(٠) +
∫ t

٠
e−Asg(s)ds]

= eAtX(٠) +
∫ t

٠
eA(t−s)g(s)ds.

6Toeplitz matrix
7Super diagonal
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می گردد: ساده زیر شکل به eAt ،A ماتریس ساختار به توجه با طرفی از

eAt = e(c٠I+c١N)t = ec٠tI



. . . . . . . . . . . . . . . . . .

· · · ١ c١t (c١t)٢

٢!
(c١t)٣

٣!
(c١t)۴

۴! · · ·
· · · ٠ ١ c١t (c١t)٢

٢!
(c١t)٣

٣! · · ·
· · · ٠ ٠ ١ c١t (c١t)٢

٢! · · ·
...

...
...

...
. . .

...

· · · ٠ ٠ · · · ٠ ١ · · ·
...

...
...

...
. . .



, (١ . ١٩)

می آیند: بدست زیر شکل به ،(k ∈ Z) αk(t) ضرایب صورت این در

⟨u j(x, t), ϕ j,m(x)⟩ = αm(t) = ec٠t
∞∑

l=٠

(c١t)l

l!
αl+m(٠) +G(t,m), (١ . ٢٠)

آن در که

G(t,m) =
∫ t

٠
ec٠(t−s)

∞∑
l=٠

(c١(t − s))l

l!
gl+m(s)ds. (١ . ٢١)

می آیند. دست به (١ . ٢٠) رابطه از که بود (k ∈ Z) αk(t) نامشخص ضرایب کردن پیدا هدف بنابراین

همگرایی آنالیز . ٢

و کرده بررسی را می کند، برآورد را u j تقریبی جواب که شده یاد روش همگرائی آنالیز بخش این در

می آوریم. بدست روش این خطای برای بالا کران یک

همچنین، . f (N) ∈ L∞ و f ∈ CN(R) کنید فرض بگیرید. نظر در را N ∈ N طبیعی عدد :١ قضیه
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که: طوری به باشد، فشرده گاه تکیه با ψ(x) تابع کنید فرض

∫
R

xmψ(x)dx = ٠, ٠ ≤ m ≤ N − ١,

به دارد، وجود است وابسته f و N به فقط که C > ٠ ثابت آنگاه ،
∫
R |ψ j,k(x)|٢dx = ١ هر برای و

: j, k ∈ Z هر برای که طوری

|⟨ f , ψ j,k⟩| ≤ C٢− jN٢− j/٢. (٢ . ١)

کنید. مراجعه [١۴] به اثبات جزئیات مشاهده برای اثبات:

k(x) =
∑m

i=٠ aixi آن در که باشد، (١ . ١٠) رابطه در η(x, t) = k(x)h(t) کنید فرض :٢ قضیه

آن در که u j(x, t) =
∑

k∈Z αk(t)ϕ j,k(x) کنید فرض همچنین است. m درجه از ای جمله چند یک

بخش در ) دوبشی مقیاس تابع ϕ و است V j زیرفضای روی به u(x, t) تصویر u j(x, t) = P ju(x, t)

اندازه به های j برای آنگاه باشد. ϕ j,k(x) = ٢ j/٢ϕ(٢ jx − k) با N مرتبه از گردید) اشاره آن به ١ - ١

داریم: بزرگ کافی

||u − P ju||L٢(R) ≤ C١٢− jN , (٢ . ٢)

.C١ > ٠ آن در که

وابسته u و N به فقط که C > ٠ ثابت ،١ قضیه و (١ . ٨) نمایش معادله از نتیجهای عنوان به اثبات:
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که: طوری به دارد وجود است،

||u − P ju||٢L٢(R)
= ||
∑
l≥ j

∑
k

⟨u, ψl,k⟩ψl,k||٢L٢(R)
=
∑
l≥ j

∑
k

|⟨u, ψl,k⟩|٢

≤
∑
l≥ j

٢l+N
٢ −١∑

k=−N
٢

|⟨u, ψ j,k⟩|٢ ≤
∑
l≥ j

C(٢l + N)٢−٢lN٢−l.

N ≤ ٢l که j ∈ Z بزرگ کافی اندازه به مقادیر برای که طوری به دارد وجود C١ ثابت عدد نتیجه در

داریم:

∥u − P ju∥٢L٢(R)
≤ C١٢− jN . ■

فوق شده معرفی روش از استفاده با را آن و می گیریم نظر در را اولیه مقدار مسئله یک زیر مثال در

می کنیم. حل تحلیلی صورت به

بگیرید: نظر در را زیر اولیه مقدار مسئله ،٠ ≤ t ≤ T و −∞ < x < +∞ برای مثال١:

∂u
∂t
+ ٣

∂u
∂x
+ u = ٠,

اولیه: شرط با

u(x, ٠) = eβx.

این حل برای را خود روش حال می باشد. u(x, t) = e−teβ(x−٣t) مسئله این دقیق جواب که می دانیم
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داریم: (١ . ٢٠) رابطه خصوصا ٢ دربخش شده ارائه ایده از استفاده با می بریم. بکار معادله

⟨u j(x, t), ϕ j,m(x)⟩ = αm(t) = ec٠t
∞∑

l=٠

(c١t)l

l!
αl+m(٠),

صفر مثال این در اصلی معادله دوم طرف که کنید توجه .c١ = −٣× ٢ j و c٠ = ٣× ٢ j − ١ آن، در که

.G(t,m) = ٠ نتیجه در و است

سطح چهار در تقریبی جواب های و دقیق جواب مقایسۀ :١ شکل

زده زیرتقریب شکل به میتواند اصلی، جواب سطح −امین j بعنوان u j(x, t) جواب حالت این در

شود:

u j(x, t) =
∑
m∈Z

ec٠t
∞∑

l=٠

(c١t)l

l!
αl+m(٠)ϕ j,m(x)

=

∞∑
l=٠

ec٠t (c١t)l

l!

∑
m∈Z

e
β l

٢ jαm(٠)ϕ j,m(x)

=

∞∑
l=٠

ec٠t (c١t)l

l!
e
β l

٢ j u j(x, ٠)

= u j(x, ٠)e−t(e٢×٣ jt)١−e
β

٢ j
.
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داریم: ،lims→∞(e٣st)١−e
β
s
= e−٣βt چون

lim
j→∞

u j(x, t) = eβxe−t(e−٣βt).

. j −→ ∞ که وقتی u j(x, t) −→ u(x, t) دیگر عبارت به می باشد، مسئله دقیق جواب همان که

مقایسه j = ١, ٢, ٣, ۴ سطح های برای تقریبی جواب های با ١ مثال معادلۀ دقیق جواب ١ شکل در

سطحهای برای نسبی و مطلق خطاهای همچنین و دقیق و تقریبی های جواب ،١ جدول در شده اند.

همانطور آمده اند. بدست متلب افزار نرم از استفاده با محاسباتی نتایج شده اند. ارائه j = ٠, ١٠, ٢٠, ٣٠

به می گردد، مشخص j وضوح سطح افزایش با ترکیبی روش این از استفاده مزیت می شود مشاهده که

هستند. معقول و منطقی تقریبی، حلهای راه که می دهد نشان مقایسه این دیگر عبارت

٢٫٠ ١٫۵ ١٫٠ ٠٫۵ t
١٫٨٣١۵۶۴e − ٠٠٢ ۶٫٣٩٢٧٨۶e − ٠٠٢ ٢٫٢٣١٣٠٢e − ٠٠١ ٧٫٧٨٨٠٠٨e − ٠٠١ E-Sol
٧٫۵٠٣٩٣۶e − ٠٠٣ ٣٫٢٧٣٧١٢e − ٠٠٢ ١٫۴٢٨٢٠٩e − ٠٠١ ۶٫٢٣٠٧٩٠e − ٠٠١ j=٠ ،A-Sol
١٫٠٨١١٧٠e − ٠٠٢ ٣٫١١٩٠٧۴e − ٠٠٢ ٨٫٠٣٠٩٢۵e − ٠٠٢ ١٫۵۵٧٢١٧e − ٠٠١ j=٠ ،A-Err
١٫۴۴٠٨٠۴e + ٠٠٠ ٩٫۵٢٧۶٣٨e − ٠٠١ ۵٫۶٢٣٠٧۴e − ٠٠١ ٢٫۴٩٩٢٢٩e − ٠٠١ j=٠ ،R-Err
١٫٨٣٠٢٢٣e − ٠٠٢ ۶٫٣٨٩٢٧۵e − ٠٠٢ ٢٫٢٣٠۴٨۴e − ٠٠١ ٧٫٧٨۶۵٨٢e − ٠٠١ j=١٠ ،A-Sol
١٫٣۴١٢٠۵e − ٠٠۵ ٣٫۵١١٢۶٩e − ٠٠۵ ٨٫١٧١١٠۴e − ٠٠۵ ١٫۴٢۶١٢٨e − ٠٠۴ j=١٠ ،A-Err
٧٫٣٢٨٠٩۵e − ٠٠۴ ۵٫۴٩۵۵۶٨e − ٠٠۴ ٣٫۶۶٣٣٧۶e − ٠٠۴ ١٫٨٣١۵٢٠e − ٠٠۴ j=١٠ ،R-Err
١٫٨٣١۵۶٣e − ٠٠٢ ۶٫٣٩٢٧٨٣e − ٠٠٢ ٢٫٢٣١٣٠١e − ٠٠١ ٧٫٧٨٨٠٠۶e − ٠٠١ j=٢٠ ،A-Sol
١٫٣١٠٠٣۶e − ٠٠٨ ٣٫۴٢٩٣۵٧e − ٠٠٨ ٧٫٩٧٩٧۵۵e − ٠٠٨ ١٫٣٩٢۶٠۴e − ٠٠٧ j=٢٠ ،A-Err
٧٫١۵٢۵۶٠e − ٠٠٧ ۵٫٣۶۴۴١٩e − ٠٠٧ ٣٫۵٧۶٢٧٩e − ٠٠٧ ١٫٧٨٨١۴٠e − ٠٠٧ j=٢٠ ،R-Err
١٫٨٣١۵۶۴e − ٠٠٢ ۶٫٣٩٢٧٨۶e − ٠٠٢ ٢٫٢٣١٣٠٢e − ٠٠١ ٧٫٧٨٨٠٠٨e − ٠٠١ j=٣٠ ،A-Sol
٣٫۴۶٩۴۴٧e − ٠١٨ ٠٫٠٠٠٠٠٠e + ٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠e + ٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠e + ٠٠٠ j=٣٠ ،A-Err
١٫٨٩۴٢۵۴e − ٠١۶ ٠٫٠٠٠٠٠٠e + ٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠e + ٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠e + ٠٠٠ j=٣٠ ،R-Err

x = ٢ و j = ٠, ١٠, ٢٠, ٣٠ سطوح :١ جدول
A-Sol تقریبی: جواب های ،E-Sol دقیق: جواب های

R-Err نسبی: خطاهای ،A-Err مطلق: خطاهای

گیری نتیجه . ٣

مرتبه دیفرانسیل معادلات ریاضی مدل بررسی به موجک-گلرکین روش از استفاده با مقاله این در

همچنین و داده ارائه را موجکی روشهای از نظری تحلیل یک معادلات، اینگونه حل برای پرداختیم. اول
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معادلات حل برای می تواند همچنین روش این آوردیم. بدست موجک-گلرکین روش برای را خطایی برآورد

برگر، معادله شبیه غیرخطی، حالت های و متغیر ضرایب با اما شده گرفته بکار معادله شبیه جالب تری

نشان را عددی و تحلیلی روش این کارائی و دقت عددی، نتایج همراه به بالا شده ارائه مثال شود. استفاده

می گردد. تر نزدیک مسئله اصلی جواب به جواب مقدار j افزایش با زیرا می دهد
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