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٧١ - ٧٢٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

مقدمه . ١

می نامید، وارون شبه را آن او ١٩٠٣که سال در ١ فردهلم توسط اولین بار یافته تعمیم وارون های مفهوم
٢ هورویتز توسط ١٩١٢ سال در وارون ها شبه همه رده شد. برده کار به انتگرالی عملگر یک برای

نمایش برای است، متناهی فردهلم عملگرهای پوچی فضای بعد که این از او گردید. مشخصه سازی

به مشتق عملگرهای یافته تعمیم وارون های مفهوم از ١٩٠۴ سال در می کرد. استفاده جبری ساختارهای

ریاضیدانانی کارهای در فراوانی به که می شد استفاده هیلبرت فضای مباحث در عمومی گرین توابع عنوان

وارون های می شود. دیده (١٩٣١) ۶ رید و (١٩٢٨) ۵ ایلیوت ،(١٩٠٩) ۴ وستفال ،(١٩٠۶) ٣ میلر چون

ها ماتریس یافته تعمیم وارون های از قبل وجود) صورت (در مشتق و انتگرالی عملگرهای یافته تعمیم

او کرد. معرفی دارند، متناهی بعد که ماتریس هایی برای یکتا وارون یک ٧ مور بار اولین شده اند. معرفی

طول در گرفت. قرار جدی توجه مورد مور نتایج بعد سال ٣٠ حدود می نامید. یافته تعمیم وارون را آن

توسط عملگرها برای و ١٩٣٧ سال در ٨ سیگل توسط ماتریس ها برای یافته تعمیم وارون های زمان این

گرفته اند. قرار مطالعه ١٩۵٣مورد سال در ١١ آتکینسون توسط و ١٩٣۶ سال در ١٠ مورای و ٩ تسنگ

فضاهای به ماتریسی فضای از معادله یک حل روش تعمیم عملگری، معادلات در جالب مباحث از یکی

هیلبرت ∗C-مدول یا هیلبرت فضای به معادلات حل روش نیز اخیر مطالعات در است. نامتناهی بعد با

و شده اند ماتریسی معادلات حل بحث وارد یافته تعمیم وارون های پیش مدت ها از شده اند. داده تعمیم

داشتن شرط گرفته اند. عهده بر هیلبرت ∗C-مدول و هیلبرت فضاهای در را نقش همان نیز ادامه در

مسئول ∗نویسنده
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٧١ - ٧٣٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

پس است، برقرار همواره شرط این ماتریس ها در که است عملگر برد بودن بسته یافته، تعمیم وارون

بالاتر فضاهای مورد در اما رسد می نظر به طبیعی کاملا امری ماتریس ها بحث در وارون این از استفاده

کرد. حاصل اطمینان عملگر برد بودن بسته از ابتدا باید وارون این از استفاده موقع نیست. برقرار لزوما

در هرچند دارند، مشابهی خواص اتفاقاً که هستند هیلبرت فضاهای از توسیعی هیلبرت -مدول های C∗

به مجهز هیلبرت فضای مشابه هیلبرت ∗C-مدول یک واقع در دارند. آن ها با نیز تفاوت هایی مواردی

C مختلط اعداد جای به را خود مقادیر داخلی ضرب اینجا در که تفاوت این با است داخلی ضرب یک

با رده ی که هستند عملگرها نظریه    ی در مفیدی ابزار هیلبرت ∗C-مدول های می کند. انتخاب ∗C-جبر از

از هیلبرت فضای مشهور خواص از برخی اینجا در البته می شوند. تعریف آن ها روی عملگرها از اهمیتی

در می دهیم. دست از را متعامد مکمل زیرفضاهای تجزیه ی حتی و دوگانی خود فیثاغورث، اتحاد جمله

[١۴] و [٧]–[۴] به بیشتر جزئیات برای است. شده ارائه فضاها این از جذابی کاربردهای اخیر دهه های

کنید. مراجعه

،زو [١٧] در همکاران و مصلحیان ، [١٣] در همکاران و محمدزاده کاریزکی ، [٣] در ژورژویچ اخیراً

∗C-مدول فضای روی مور-پنروز وارون  کمک به عملگری معادلات حل به و...اقدام [٢٠] در شنگ و

کلی ساختار دارند. ... و دینامیکی سیستم های کنترل، نظریه در فراوانی کاربردهای که نموده اند، هیلبرت

است: ذیل شرح به مقاله این

دارد. اختصاص بعدی بخش های در استفاده مورد قضایای و پیش نیاز تعاریف برخی مقدمه، به ١ بخش

پرداخته ایم. آن ها مور-پنروز وارون های و AB ،B ،A مدولی عملگرهای بین روابط از برخی به ٢ بخش در

نمادهای و تعاریف ادامه، در کرده ایم. ارائه نرمال مدولی عملگرهای برای مشخص سازی یک ٣ بخش در

می کنیم. بیان را نیاز مورد

گوئیم چپ هیلبرت پیش A-مدول یک را A یکدار) لزوماً (نه ∗C-جبر روی X مثل A-مدول یک

شود. تعریف زیر خواص با آن روی ⟨., .⟩ : X × X −→ A مثل A-مقدار داخلی ضرب یک هرگاه

است. مزدوج-خطی دوم مؤلفه ی به نسبت و خطی اول مؤلفه ی به نسبت نگاشت این الف)

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗, ⟨ax, y⟩ = a⟨x, y⟩ ب)

می افتد. اتفاق صفر در فقط تساوی و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ ج)

A-مدول را X هیلبرت پیش A-مدول می شود. تعریف مشابهاً نیز راست هیلبرت پیش A-مدول



٧۴٧١ - ٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

باشد. کامل ∥x∥ = ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ نرم به نسبت هرگاه می گوئیم هیلبرت

هیلبرت یکA-مدول ،a, b ∈ A هر برای ⟨a, b⟩ = ab∗ تعریف Aبا مثل ∗C-جبر هر مثال به عنوان

هستند. هیلبرت C-مدول یک ،C به ویژه و هیلبرت فضای هر همچنین می باشد.

دهیم قرار اگر باشد، آن از زیرمدول یک Y و هیلبرت A-مدول یک X کنید فرض

.X = Y⊕Y⊥ هرگاه گوئیم مکمل متعامد این صورتYرا ⊥Yدر := {y ∈ X : ⟨x, y⟩ = ٠ ∀x ∈ Y}
یک نیز بردبسته عملگر هر برد لذا است. مکمل متعامد بسته، زیرفضای هر هیلبرت فضای در می دانیم

هیلبرت -مدول C∗ از بسته مدول زیر هر اینکه علی رغم است. مکمل متعامد بنابراین و بسته زیرفضای

نیز هیلبرت -مدول C∗ در بردبسته عملگر یک برد که دید می توان اما نیست، مکمل متعامد لزوما

برد بودن مکمل متعامد شرط حقیقت در شود. مراجعه [٩] به بیشتر اطلاعات برای است. مکمل متعامد

باشد، X از بسته) لزوماً (نه مدول زیر یک Y اگر است. آن برد بودن بسته شرط از ضعیف تر عملگر یک

.Y ⊆ Y⊥⊥ بعلاوه و است X از بسته مدول زیر یک Y⊥

کرده ایم اشاره آن ها به نیز ١ . ٢ لم در که خاصی مکمل متعامد مدول های زیر که کرد ثابت [٩] در ١٢ لنس

مراجع و [١٩ ،١٨ ،١٠ ،٩] به بیشتر مطالعه ی برای دارند. وجود همواره مدولی عملگر یک به وابسته

کنید. مراجعه آن ها در موجود

A : X → Y مثل عملگرهایی همه ی مجموعه ی باشند، هیلبرت A-مدول های ،Y و X کنید فرض

موجود ⟨A∗y, x⟩ = ⟨y, Ax⟩ تعریف با A∗ : Y → X خطی عملگر یعنی آن الحاقی عملگر که

L(X) نماد از L(X,Y) نماد به جای ، X = Y وقتی می دهیم. نمایش L(X,Y) با را باشد

یعنی: باشد A-خطی و کراندار باید A ∈ L(X,Y) عملگر هر که می شود ثابت می کنیم. استفاده

.A(ax) = a(Ax) x ∈ X, a ∈ A
نمادهای از می گیریم. نظر در هیلبرت A-مدول را X و یکدار) لزوماً (نه ∗C-جبر یک Aرا مقاله این در

می کنیم. استفاده عملگر یک برد و هسته برای ترتیب به ran(·) و ker(·)

باشیم داشته و A, X ∈ L(X) کنید فرض .١ . ١ تعریف

AXA؛ = A (١)

XAX؛ = X (٢)

12Lance



٧۵٧١ - ٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

∗(XA)؛ = XA (٣)

.(AX)∗ = AX (۴)

بیرونی وارون را X باشد، صادق (٢) شرط اگر و A درونی وارون را X باشد، برقرار (١) شرط اگر

A عملگر α-وارون را X عملگر این صورت در باشد، {١, ٢, ٣, ۴} از مجموعه ای زیر α اگر می گوییم. A

به ویژه کند. صدق ١ . ١ تعریف از α شرایط در X هرگاه می دهیم، نمایش A{α} نماد با را آن و نامیده

واقع در می دهیم. نشان A† با و نامیده A مور-پنروز وارون را X آن گاه باشند، برقرار شرط چهار هر اگر

است. زیر خواص دارای مور-پنروز وارون .A† = A{١, ٢, ٣, ۴}

شود. مراجعه آن به بیشتر اطلاعات برای است، شده اقتباس [١٨] از غالبا زیر مطالب

A∗AA† = A∗ = A†AA∗, (A∗A)† = A†(A∗)†, ran(A†) = ran(A∗) (١ . ١)

(A†)† = A, (A†)∗ = (A∗)†, ran(A) = ran(AA†), ran(A†) = ran(A†A) (١ . ٢)

و

ker(A∗) = ker(A†) = ker(AA†) (١ . ٣)

و برد کار به خطی سیستم های در بیشتری سرعت با را آمده دست به نتایج ١٣ پنروز ١٩۵۵ سال در

پیدا برای ابزارها مهم ترین از یکی است. شده نوشته مور-پنروز وارون مورد در زیادی مقالات کنون تا

شد اشاره که همان طور البته، هستند. تعمیم یافته وارون های عملگری، یا ماتریسی معادلات جواب کردن

می شود. تعریف آن ها برای وارون ها این شرایطی داشتن با و نیستند وارون ها این دارای همیشه عملگرها

برای کافی و لازم شرایط زیر لم در است. مدولی عملگر یک برد بودن بسته شرایط این از یکی جمله از

است. شده بیان عملگر یک برد بودن بسته

13Penrose



٧۶٧١ - ٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

مجموعه های از یک هر بودن بسته این صورت در .A ∈ L(X,Y) کنید فرض [ ٣ . ٢ قضیه ،٩] .١ . ٢ لم
می کند. ایجاب را مجموعه ها سایر بودن بسته زیر

ran(A) ، ran(A∗) ، ran(AA∗) و ran(A∗A).

برقرار زیر تجزیه های و ran(A∗) = ran(A∗A) ،ran(A) = ran(AA∗) آن گاه باشد، بسته ran(A) اگر

هستند

X = ker(A) ⊕ ran(A∗) و Y = ran(A) ⊕ ker(A∗).

اگر کرد. ارائه زیر به صورت ماتریسی نمایش یک می توان A ∈ L(X,Y) مدولی عملگر هر برای

Y = N⊕N⊥ Xو =M⊕M⊥ که X,Yباشند از بسته ای مکمل متعامد زیرفضاهای M,Nبه ترتیب
٢ × ٢ ماتریس یک به صورت را A این صورت در

A =

 A١ A٢

A٣ A۴


A۴ ∈ و A٣ ∈ L(M,N⊥), A٢ ∈ L(M⊥,N), A١ ∈ L(M,N) آن در که می دهیم، نمایش

و A٣ = (١ − PN)APM, A٢ = PNA(١ − PM), A١ = PNAPM واقع در ، L(M⊥,N⊥)

ماتریسی نمایش Yمی توان یا X تجزیه ی نوع به توجه با بعد قضیه ی در .A۴ = (١−PN)A(١−PM)

است. آمده [١۶ ،١٢ ،١١] مراجع در احکام این همه ی اثبات نمود. مشخص دقیق تر را A

باشد. داشته بسته برد A ∈ L(X,Y) کنید فرض .١ . ٣ قضیه
آن گاه Y = ran(A) ⊕ ker(A∗) و X = ran(A∗) ⊕ ker(A) اگر الف)

A =

 A١ ٠

٠ ٠

 :

 ran(A∗)

ker(A)

 7→
 ran(A)

ker(A∗)


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این حالت در به علاوه و است وارون پذیر A١ آن در که

A† =

 A١
−١ ٠

٠ ٠

 :

 ran(A)

ker(A∗)

 7→
 ran(A∗)

ker(A)


Y = ran(A) ⊕ ker(A∗) و شود تجزیه X = X١ ⊕ X٢ به صورت دلخواه فضای زیر دو به X اگر ب)

آن گاه

A =

 A١ A٢

٠ ٠

 :

 X١

X٢

 7→
 ran(A)

ker(A∗)


این حالت در و

A† =

 A١
∗D−١ ٠

A٢
∗D−١ ٠

 :

 ran(A)

ker(A∗)

 7→
 X١

X٢


است. وارون پذیر D = A١A∗١ + A٢A∗٢ ∈ L(ran(A)) آن در که

آن گاه X = ran(A∗) ⊕ ker(A) و شود تجزیه Y = Y١ ⊕ Y٢ فضای زیر دو به Y اگر ج)

A =

 A١ ٠

A٢ ٠

 :

 ran(A∗)

ker(A)

 7→
 Y١

Y٢


این حالت در و

A† =

 D−١A١
∗ D−١A٢

∗

٠ ٠

 :

 Y١

Y٢

 7→
 ran(A∗)

ker(A)


است. وارون پذیر D = A∗١A١ + A∗٢A٢ ∈ L(ran(A∗)) آن در که

نمود. ملاحظه نیز [١٢] در را آن برهان می توان و دارد راحتی اثبات بعدی گزاره ی

.(AA∗)† = (A∗)†A† آن گاه باشد، داشته بسته برد A ∈ L(X,Y) مدولی عملگر اگر .۴ . ١ گزاره



٧١ - ٧٨٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

هیلبرت ∗C-مدول فضای روی بسته برد با عملگرهای . ٢

-جبر C∗ در به خصوص .(ab)−١ = b−١a−١ داریم a, b وارون پذیر عنصر دو برای یکدار، جبر هر در

وارون های به ویژه و تعمیم یافته وارون های خصوص در رابطه این اما است. برقرار رابطه این نیز L(X)

حالت در باشند، بسته برد با عملگرهایی A, B ∈ L(X) اگر دیگر به عبارت نیست. برقرار مور-پنروز

مرتب قانون می گوئیم ،(AB)† = B†A† چنانچه ندارد. وجود B† و A† با (AB)† بین ارتباطی کلی

برای C(AB)†D = CB†A†D رابطه ی اگر به علاوه است. افتاده اتفاق مور-پنروز وارون برای معکوس

است. داده رخ آمیخته معکوس مرتب قانون می گوئیم باشد برقرار D و C دیگر دلخواه مدولی عملگرهای

شود. برقرار معکوس مرتب قانون که می کنیم فراهم را شرایطی بخش این در

در باشد. خودالحاق B عملگر و باشند بسته A, B ∈ L(X) عملگرهای برد کنید فرض .٢ . ١ قضیه
برقرارند: زیر احکام آن گاه AB = AA∗ اگر اینصورت

است. خودالحاق A الف)

است. برقرار B و A برای معکوس مرتب قانون ب)

.(ABA∗B∗)† = B†A†B†A† ج)

عبارت آن ها حاصل ضرب ماتریسی نمایش ،B و A عملگرهای ماتریسی نمایش به توجه با الف) اثبات.

از: است

AB =

 A١ ٠

٠ ٠


 B١ B٢

B٣ B۴

 :

 ran(A)

ker(A∗)

 7→
 ran(A∗)

ker(A)

 7→
 ran(A)

ker(A∗)

 ,

.AB =

 A١B١ A١B٢

٠ ٠

 اینصورت در

بنابراین .AB = AA∗ قضیه فرض به توجه با طرفی از

 A١B١ A١B٢

٠ ٠

 =
 A١A١

∗ ٠

٠ ٠

 ,



٧١ - ٧٩٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

نتیجه در و
A١B١ = A١A∗١

A١B٢ = ٠

و (B خودالحاقی به (بنا B٣ = ٠ نتیجه در و B٢ = ٠ است، وارون پذیر A١ اینکه به توجه با

می کند. تمام را (الف) قسمت برهان این و است خودالحاق A اینرو از .B١ = A∗١ بعلاوه

ماتریسی نمایش به توجه با دوباره ب)

B†A† =

 B١ ٠

٠ B۴


†  A١

−١ ٠

٠ ٠


=

 A١
∗−١ ٠

٠ B۴
†


 A١

−١ ٠

٠ ٠


=

 A١
∗−١A١

−١ ٠

٠ ٠


= (AA∗)†

= (AB)†.

می آید. بدست (ب) و (الف) قسمت های به توجه با ج)

.A†B = BA† آنگاه AB = BA و باشد داشته بسته برد A اگر .A, B ∈ L(X) کنید فرض .٢ . ٢ لم

شود. مراجعه [١١] مرجع از ٢ − ١ قضیه به اثبات.

C و A, B اگر .AB = C و باشند بسته برد با عملگرهایی A, B,C ∈ L(X) کنید فرض .٢ . ٣ قضیه
.B†A† ∈ AB{١, ٢, ٣} آنگاه باشند خودالحاق عملگرهای



٧١ - ٨٠٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

AB = C که آنجا از اثبات.

 A١B١ A١B٢

٠ ٠

 =
 C١ C٢

C٣ C۴

 =
 C١

∗ C٣
∗

C٢
∗ C۴

∗

 ,
.A١B١ = C١ و C٢ = C٣ = C۴ = ٠ بنابراین

اینکه به توجه با کنیم. بررسی را ١ . ١ تعریف (١)-(٣) شرایط کافیست اکنون

B†A† =

 (A١
−١C١)† ٠

٠ B۴
†


 A١

−١ ٠

٠ ٠

 =
 (A١

−١C١)†A١
−١ ٠

٠ ٠

 .
لذا و B†A†ABB†A† = B†A† همچنین است. برقرار (١) شرط یعنی .ABB†A†AB = AB بنابراین

قبل، لم به توجه با بعلاوه است. برقرار نیز (٢) شرط

(ABB†A†)∗ = A†∗B†∗B∗A∗ = A†∗B†∗BA = ABB†A†

است. برقرار نیز (٣) شرط یعنی

.A†B† = ٠ آن گاه BA = ٠ اگر باشند. بسته برد با عملگرهایی A, B ∈ L(X) کنید فرض .۴ . ٢ قضیه

بنابراین .A∗B∗ = ٠ که می شود نتیجه BA = ٠ اینکه به توجه با اثبات.

ran(B†) = ran(B∗) ⊆ ker(A∗) = ker(A†)

.A†B† = ٠ می دهد نتیجه که

و است دیگری برد مجموعه ی زیر یکی برد که باشند تصویر عملگرهای q و p کنید فرض .۵ . ٢ قضیه
.(pAq)† = q†A†p† آنگاه شوند جابه جا A با q و p اگر باشد. بسته برد با عملگری A ∈ L(X)

qA†p دهیم نشان کافیست هستند، خود مور-پنروز وارون تصویر عملگرهای این که به توجه با اثبات.



٧١ - ٨١٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

است. pAq مور-پنروز وارون 

١) pAq(qA†p)pAq = pAqA†pAq

= pqAA†Apq

= pqApq

= pAq.

٢) qA†p(pAq)qA†p = qA†pAqA†p

= qpA†AA†qp

= qA†p.

٣) ((pAq)(qA†p))∗ = (pAqA†p)∗

= (pqAA†p)∗

= pAA†pq

= pAqA†p

= (pAq)(qA†p).

۴) ((qA†p)(pAq))∗ = (qA†pAq)∗

= (qpA†Aq)∗

= qA†Aqp

= qA†pAq

= (qA†p)(pAq).



٧١ - ٨٢٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

هستند هم مجموعه ی زیر دو به دو آن ها بردهای که باشند تصاویری r و q ،p کنید فرض .۶ . ٢ نتیجه
آن گاه ،Br = rB و Aq = qA ،Ap = pA اگر باشند. بسته برد با عملگرهایی A, B ∈ L(X) و

.(pAqBr)† = r†B†q†A†p†

کنیم. بررسی pAqBr عملگر برای را مور-پنروزی شرایط کافیست قبل قضیه مشابه اثبات.

نرمال مدولی عملگرهای مشخص سازی . ٣

برای معادلی شرایط هیلبرت، ∗C-مدول در EP و نرمال عملگرهای مفاهیم مرور ضمن بخش این در

می دهیم. ارائه مدولی عملگر یک بودن نرمال

را A ∈ L(X) عملگر باشد. هیلبرت ∗C-مدول یک X کنید فرض .٣ . ١ تعریف

.A∗A = AA∗ هرگاه گوئیم نرمال الف)

.ran(A∗) = ran(A) هرگاه گوئیم EP ب)

لازم ،EP عملگرهای خصوص در مطلوب نظریه یک حصول برای هیلبرت، ∗C-مدول فضای در

اینجا در هیلبرت فضای مشابه که، دید می توان راحتی به کنیم. اضافه هم را برد بودن بسته شرط که است

معادلند: زیر شرایط نیز

دارد. بسته برد A عملگر الف)

دارند. یکسان هسته های A∗ و A ب)

دارد. ker(A) مثل مکمل متعامدی A برد ج)

و اگر AA∗ = A†A این صورت در باشد، داشته بسته برد A ∈ L(X) عملگر کنید فرض .٣ . ٢ گزاره
.∥A∗BA†∥ = ∥A†ABA†∥ باشیم: داشته B ∈ L(X) عملگر هر برای اگر تنها



٧١ - ٨٣٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

این صورت در باشد، X روی دلخواه عملگری B ∈ L(X) کنید فرض (⇐) اثبات.

∥A∗BA†∥٢ = ∥⟨A∗BA†, A∗BA†⟩∥

= ∥⟨BA†, AA∗BA†⟩∥

= ∥⟨BA†, A†ABA†⟩∥

= ∥⟨A†ABA†, A†ABA†⟩∥

= ∥A†ABA†∥٢.

می گیرد. صورت سادگی به گزاره این دیگر سمت بررسی

معادلند: زیر گزاره های صورت این در باشد. داشته بسته برد A ∈ L(X) کنید فرض .٣ . ٣ قضیه

است. نرمال عملگر یک A الف)

می شود. جابه جا A∗ + A† عملگر با A عملگر ب)

می شود. جابه جا A + A∗ عملگر با A† ج)

زیر صورت به ماتریسی نمایش دارای A کنید فرض ،١ . ٣ قضیه ی به توجه با (ب): ← (الف) اثبات.

باشد:

A =

 A١ ٠

٠ ٠

 :

 ran(A∗)

ker(A)

→
 ran(A)

ker(A∗)

 ,



٨۴٧١ - ٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

بنابراین .A١
∗A١ = A١A١

∗ پس است، نرمال A چون است. پذیر وارون A١ آن در که

A(A∗ + A†) =

 A١ ٠

٠ ٠


 A١

∗ + A١
−١ ٠

٠ ٠


=

 A١(A١
∗ + A١

−١) ٠

٠ ٠


=

 A١A١
∗ + ١ ٠

٠ ٠


=

 A١
∗A١ + ١ ٠

٠ ٠


=

 A١
∗A١ ٠

٠ ٠

 +
 A١

−١A١ ٠

٠ ٠


=

 A١
∗ + A١

−١ ٠

٠ ٠


 A١ ٠

٠ ٠


= (A∗ + A†)A.

می شود. نتیجه راحتی به بلوکی ماتریس های تکنیک از استفاده با قبل، قسمت مشابه ←(ج): (ب)

است. نرمال A روشنی به A†(A + A∗) = (A + A∗)A† چون ←(الف): (ج)

می آید. به دست قبل قضیه ی از فوراً زیر نتیجه

نرمال A ∈ L(X) عملگر این صورت در باشد هیلبرت ∗C-مدول فضای یک X کنید فرض .۴ . ٣ نتیجه
شود. جابه جا (AA∗A)† با A اگر تنها و اگر است بسته برد با

معادلند: زیر احکام اینصورت در باشد. داشته بسته برد A ∈ L(X) عملگر کنید فرض .۵ . ٣ قضیه

است. نرمال A الف)

است. AA† داخلی وارون A∗A ب)



٨۵٧١ - ٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

است. A†A بیرونی وارون AA∗ ج)

. AA†(A∗A)AA† = AA∗AA† لذا A∗A = AA∗ پس است نرمال A چون (ب): ← (الف) اثبات.

عملگرها ماتریسی نمایش به توجه با

AA†(A∗A)AA† = AA∗AA† =

A١A∗١ ٠

٠ ٠


A١A−١

١ ٠

٠ ٠


=

 A١A١
∗ ٠

٠ ٠


 ١ ٠

٠ ٠


=

 A١A١
∗ ٠

٠ ٠


= A∗A.

.A∗A ∈ AA†{١} می دهد نتیجه که ،AA†(A∗A)AA† = A∗A بنابراین

A =

 A١ A٢

٠ ٠

 :

X١

X٢

 −→
 ran(A)

ker(A∗)

 ،١ . ٣ قضیه ی به بنا ←(الف): (ب)

بنابراین .A∗ =

 A١
∗ ٠

A٢
∗ ٠

 این صورت در

AA∗ =

 A١ A٢

٠ ٠


 A١

∗ ٠

A٢
∗ ٠


=

 A١A١
∗ + A٢A٢

∗ ٠

٠ ٠

 .

این در D = A١A∗١ + A٢A∗٢ آن در که A† =

 A١
∗D−١ ٠

A٢D−١ ٠

 ماتریسی نمایش به توجه با طرفی از



٨۶٧١ - ٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

صورت

A∗A = AA†A∗AAA† =

 A١A١
∗ + A٢A٢

∗ ٠

٠ ٠

 = AA∗.

صورت این در ،A∗A = AA∗ لذا است، نرمال A چون ←(ج): (الف)

A†A(AA∗)A†A = A†AA∗AA†A = A†AA∗A = A†AAA∗.

ماتریسی نمایش به توجه با طرفی از

(A†A)(AA∗) =

A−١
١ A١ ٠

٠ ٠


A١A∗١ ٠

٠ ٠


=

 ١ ٠

٠ ٠


 A١A١

∗ ٠

٠ ٠


=

 A١A١
∗ ٠

٠ ٠


= A∗A.

می شود. انجام A† و A ماتریسی نمایش کمک به و ←(الف) (ب) قسمت مشابه ←(الف): (ج)

که دید می توان باشد. طول پا ker(U)⊥ روی هرگاه گوییم، جزئی ایزومتری را U ∈ L(X,Y) عملگر

تجزیه ی تجزیه، این به . A = U |A| که دارد وجود U مثل جزئی ایزومتری یک A ∈ L(X,Y) هر برای

کنید. مراجعه [١۵] به باره این در بیشتر اطلاعات برای می گوییم. قطبی

به صورت قطبی تجزیه ی با بردبسته عملگر یک A ∈ L(X,Y) اگر [ ۵ . ٣ قضیه ،١١] .۶ . ٣ لم
.A† = |A|†U∗ آن گاه باشد، A = U |A|

معادلند: زیر احکام آنگاه باشد، بسته برد با EP عملگر یک A ∈ L(X) اگر .٣ . ٧ قضیه

است. نرمال A الف)



٧١ - ٨٧٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

.∥ABA†∥ + ∥A†AB∥ = ∥A∗BA†∥ + ∥A†BA∗∥ ،B ∈ L(X) عملگر هر برای ب)

.∥ABA†∥ + ∥A†AB∥ ≥ ٢∥AA†BA†A∥ ،B ∈ L(X) عملگر هر برای ج)

صورت این در باشد، دلخواه عملگر یک ،B ∈ L(X) کنید فرض ←(ب): (الف) اثبات.

∥AB∥٢ = ∥⟨AB, AB⟩∥

= ∥⟨A∗AB, B⟩∥

= ∥⟨AA∗B, B⟩∥

= ∥⟨A∗B, A∗B⟩∥

= ∥A∗B∥٢,

بنابراین .∥BA∥ = ∥BA∗∥ که دید می توان مشابه طور به .∥AB∥ = ∥A∗B∥ بنابراین

∥ABA†∥ = ∥A(BA†)∥

= ∥A∗(BA†)∥

= ∥A∗BA†∥,

و

∥A†BA∥ = ∥(A†B)A∥

= ∥(A†B)A∗∥

= ∥A†BA∗∥,

می دهد. نتیجه را (ب) حکم این که

داریم مثلث نامساوی و قبل لم کمک به ←(ج): (ب)



٧١ - ٨٨٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

∥ABA†∥ + ∥A†AB∥ = ∥A∗BA†∥ + ∥A†BA∗∥ ≥ ∥A∗BA† + A†BA∗∥ ≥ ٢∥AA†BA†A∥.

داریم: ماتریسی نمایش به توجه با ←(الف): (ج)

ABA† =

 A١ ٠

٠ ٠


 B١ B٢

B٣ B۴


 A١

−١ ٠

٠ ٠


=

 A١ ٠

٠ ٠


 B١A١

−١ ٠

B٣A١
−١ ٠


=

 A١B١A١
−١ ٠

٠ ٠

 ,
طرفی از .B١A١ = A١B١ درنتیجه و B١ = A١B١A١

−١ می دهد نتیجه که

A†BA =

 A١
−١ ٠

٠ ٠


 B١ B٢

B٣ B۴


 A١ ٠

٠ ٠


=

 A١
−١ ٠

٠ ٠


 B١A١ ٠

B٣A١ ٠


=

 A١
−١B١A١ ٠

٠ ٠

 ,



٧١ - ٨٩٩١ (١۴٠١) (٣)٨ جبرخطی و موجک ها استاد/ فرخی جانفدا،

به علاوه .B١A١ = A١B١ نتیجه در و A١
−١B١A١ = B١ که دید می توان

AA†BA†A =

 A١ ٠

٠ ٠


 A١

−١ ٠

٠ ٠


 B١ B٢

B٣ B۴


 A١

−١ ٠

٠ ٠


 A١ ٠

٠ ٠


=

 B١ B٢

٠ ٠


 ١ ٠

٠ ٠


=

 B١ ٠

٠ ٠

 .
اکنون .∥AA†BA†A∥ = ∥B١∥ و ∥A†BA∥ = ∥A١

−١B١A١∥ ،∥ABA−١∥ = ∥A١B١A١
−١∥ بنابراین

برهان مشابه این رو از ∥A١B١A١
−١∥ + ∥A١

−١B١A١∥ ≥ ٢∥B١∥ که گرفت نتیجه توان می (ج) به بنا

است. نرمال A نتیجه در و A∗١A١ = A١A∗١ یعنی است. نرمال A١ ، [١] مرجع از ۵ گزاره ی
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