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مقدمه . ١

که هستند توابعی آن ها است. تحلیلی توابع فضای مختلط، توابع نظریه ی در مباحث مهم ترین از یکی

دارند. مختلط مشتق نقطه هر در و شده اند تعریف C مختلط صفحه ی از باز زیرمجموعه ی یک روی بر

توابع نظریه ی بحث گردید. تک ارز توابع معرفی باعث تحلیلی توابع کاربردی و جالب هندسی ویژگی های

تیلور بسط با تک ارز توابع شد. آغاز زمینه این در ١ کوبه مطالعات با بیستم قرن اوایل از تقریباً تک ارز

f (z) = z +
∞∑

k=n+١
akzk,

نمایش S نماد با را ٢ اسشلیت آلمانی ریاضیدان افتخار به f (٠) = f ′(٠)−١ = ٠ نرمالیزه ی شرایط و

f ∈ S تابع هر ضرایب آن طبق بر که کرد بیان مهمی بسیار حدس ٣ بایبرباخ ١٩١۶ سال در می دهیم.

حالت f (z) = z
(١−z)٢

کوبه تابع ازای به و می کنند صدق n = ٢, ٣, . . . ازای به |an| ⩽ n نامساوی در

سال در اینکه تا کرد مواجه چالش با را ریاضیدانان سال ها تا حدس این .[۴ ،٢] است، برقرار تساوی

ضرایب کران .[٣] گشود، تک ارز توابع نظریه ی در تازه ای دریچه ی و رسید اثبات به ۴ برنگز توسط ١٩٨۵

توابع کلاس های هندسی خواص بررسی برای نیرومند بسیار ابزاری عنوان به کسری دیفرانسیلی تبدیلات

ابتدا تک ارز، توابع از جدیدی کلاس معرفی از پس مقاله این در لذا می گیرند. قرار استفاده مورد تک ارز

توابع رد ه ی داد. خواهیم قرار مطالعه مورد را آن هندسی خواص سپس و آورده دست به را ضرایب کران

زیر فرم به

f (z) = z −
∞∑

k=n+١
akzk, (ak ⩾ ٠, k ∈ N\{١}, n ∈ N), (١ . ١)
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است: شده تعریف زیر باز یکه  ی قرص روی که

U = {z ∈ C : |z| < ١},

می دهیم. نمایش T (n) نماد با را

توسط Eα,β(z) تعمیم یافته ی تابع و [٨] و [٧] مراجع در میتاگ-لفلر توسط Eα(z) میتاگ-لفلر تابع

شده اند: معرفی زیر صورت به [۶] در همکاران و جورنفلو

Eα(z) =
∞∑

k=٠

zk

Γ(α + ١)
, (١ . ٢)

و

Eα,β(z) =
∞∑

k=٠

zk

Γ(αk + β)
, (α ⩾ ٠), (١ . ٣)

و Re{β} > ٠ و Re{α} > ٠ ،α, β ∈ C که

Γ(z) =
∫ ∞

٠
tz−١e−tdt, (Re z > ٠),

است. گاما تابع

،T (n) رده ی به متعلق ،g(z) = z − ∑∞k=n+١bkzk و f (z) = z − ∑∞k=n+١akzk توابع برای

می کنیم: تعریف زیر صورت به را g و f پیچشی) (یا هادامارد حاصل ضرب

( f ∗ g)(z) = z −
∞∑

k=n+١
akbkzk = (g ∗ f )(z). (۴ . ١)

صورت به را خطی دیفرانسیلی تبدیل یک ،[۵] همکاران و الحداد پیچشی، حاصل ضرب از استفاده با
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کرده اند: معرفی زیر

Dm
λ (α, β) : T (n)→ T (n),

D٠
λ(α, β) f (z) = f (z) ∗ Qα,β(z), (۵ . ١)

آن در که

Qα,β(z) = zΓ(β)Eα,β(z), (۶ . ١)

و

D١
λ(α, β) f (z) = (١ − λ)( f (z) ∗ Qα,β(z)

)
+ λz
(
f (z) ∗ Qα,β(z)

)′
, (١ . ٧)

کلی حالت در و

Dm
λ (α, β) f (z) = D١

λ(α, β)
(
Dm−١
λ (α, β) f (z)

)
, (١ . ٨)

است. اول مرتبه ی مشتق «′» نماد و λ ⩾ ٠ ،m ∈ N٠ = N ∪ {٠} آن در که

،(١ . ٨) و (١ . ٧) روابط از استفاده با آنگاه باشد، شده داده (١ . ١) رابطه ی شکل به f تابع اگر

می گیریم: نتیجه زیر فرم به را Dm
λ (α, β) ضابطه ی

Dm
λ (α, β) f (z) = z −

∞∑
k=n+١

(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ
(
α(k − ١) + β

)akzk. (١ . ٩)

همچنین شده اند. تعریف [١٠] سالاجن و [١] العبودی توسط که است تبدیلاتی تعمیم یافته ی تبدیل، این

نمایید. ملاحظه نیز را [١١] مرجع

است f مانند توابعی شامل و می دهیم نشان Dm
λ (γ, σ, δ) نماد با را T (n) از رده ای زیر .١ . ١ تعریف
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کنند: صدق زیر نامساوی در که

∣∣∣∣∣∣Dm
λ (α, β) f (z) + z٢(Dm

λ (α, β) f (z)
)′′ − z

٢γ
(
Dm
λ (α, β) f (z)

)′ − (١ + σ)γ

∣∣∣∣∣∣ < δ, (١ . ١٠)

.٠ ⩽ γ ⩽ ١ و ٠ ⩽ σ < ١ ،٠ ⩽ δ < ١ آن در که

اصلی نتایج . ٢

نشان و کرده تعیین را Dm
λ (γ, σ, δ) رده ی زیر به متعلق توابع برای ضرایب کران بخش، این در

است. محدب مجموعه ی یک رده، زیر این که می دهیم

اگر: تنها و اگر f ∈ Dm
λ (γ, σ, δ) صورت این در ، f ∈ T (n) کنیم فرض .٢ . ١ قضیه

∞∑
k=n+١

(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ
(
α(k − ١) + β

)(١ + k٢ + k(٢γδ − ١)
)
ak ⩽ γδ(١ − σ). (٢ . ١)

داریم: صورت این در باشد. U مرز به متعلق z و بوده برقرار (٢ . ١) نامساوی کنیم فرض اثبات.

∣∣∣∣∣١z Dm
λ (α, β) f (z) + z

(
Dm
λ (α, β) f (z)

)′′ − ١
∣∣∣∣∣ − δ ∣∣∣٢γ(Dm

λ (α, β) f (z)
)′ − (١ + σ)γ

∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣−
∞∑

k=n+١

(
١ + k(k − ١)

)(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ
(
α(k − ١) + β

)akzk−١

∣∣∣∣∣∣∣
− δ
∣∣∣∣∣∣∣٢γ − ٢γ

∞∑
k=n+١

k
(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)akzk−١

Γ
(
α(k − ١) + β

) − (١ + σ)γ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∞∑
k=n+١

(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ
(
α(k − ١) + β

)(١ + k٢ + k(٢γδ − ١)
)
ak − γδ(١ − σ) ⩽ ٠.

در بود. خواهد صفر مساوی یا کوچک تر فوق، عبارت لذا است، برقرار (٢ . ١) نامساوی که آنجایی از

. f (z) ∈ Dm
λ (γ, σ, δ) داریم [٩] ماکسیمم مدول قضیه ی بنابر نتیجه
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Dm
λ (γ, σ, δ) رده ای به متعلق (١ . ١) فرم به f تابع کنیم فرض قضیه، عکس اثبات بررسی برای

نتیجه: در است. برقرار (١ . ١٠) شرط صورت این در ∣∣∣∣∣∣∣باشد.
١
z
(
Dm
λ (α, β) f (z)

)′
+ z
(
Dm
λ (α, β) f (z)

)′′ − ١
٢γ
(
Dm
λ (α, β) f (z)

)′ − (١ + σ)γ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+١

(
١ + k(k − ١)

)(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ(α(k − ١) + β)

akzk−١

٢γ −
∞∑

k=n+١
٢γk
(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ(α(k − ١) + β)

akzk−١ − (١ + σ)γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ < δ.

نتیجه: در ،|Re z| < |z| ،z ∈ C هر ازای به که آنجایی از

Re


∞∑

k=n+١

(
١ + k(k − ١)

)(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ(α(k − ١) + β)

akzk−١

γ(١ − σ) − ٢γ
∞∑

k=n+١
k
(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ(α(k − ١) + β)

akzk−١

 < δ.
داریم: حقیقی محور روی z→ ١ فرض با

∞∑
k=n+١

(
١ + k(k − ١)

)(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ(α(k − ١) + β)

ak

⩽ γδ(١ − σ) − ٢γδ
∞∑

k=n+١
k
(
١ + (k − ١)λ

)m Γ(β)
Γ(α(k − ١) + β)

ak,

می شود. تکمیل برهان نتیجه، در و بوده (٢ . ١) معادل فوق، نامساوی

است: دقیق زیر، تابع ازای به (٢ . ١) نامساوی .٢ . ٢ نکته

F(z) = z − γδ(١ − σ)Γ
(
α(k − ١) + β

)(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)zk. (٢ . ٢)
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می کنند: صدق زیر نامساوی در f ضرایب آنگاه ، f (z) ∈ Dm
λ (γ, σ, δ) اگر همچنین،

ak ⩽
γδ(١ − σ)Γ

(
α(k − ١) + β

)(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

) , (k ⩾ n + ١). (٢ . ٣)

برهان از بنابراین است. ٢ . ١ قضیه ی مستقیم نتیجه ی زیر، قضیه ی در Dm
λ (γ, σ, δ) تحدبی خاصیت

می کنیم. نظر صرف آن

رده ی به متعلق f j(z) = z − ∑∞k=n+١ak, jzk توابع ، j = ١, ٢, . . . , t ازای به کنیم فرض .٢ . ٣ قضیه
طوری به است رده همین به متعلق نیز h(z) =

∑t
j=١d j f j(z) تابع صورت این در باشند. Dm

λ (γ, σ, δ)

است.) محدب مجموعه ی یک ،Dm
λ (γ, σ, δ) دیگر، عبارت (به .

∑t
j=١d j = ١ و d j ⩾ ٠ آن در که

پیچشی ضرب و شعاعی ساختارهای . ٣

رده ی برای سپس کرده، ارائه را تحدبی و ستاره گونی شعاع های هندسی تعبیر ابتدا بخش، این در

می دهیم نشان ضمن در می آوریم. دست به را محدبی به نزدیک شعاع و شعاع ها این Dm
λ (γ, σ, δ)

مجموعه ی است. بسته پیچشی ضرب به نسبت پارامترها، روی محدودیت هایی تحت فوق، رده ی که

E داخل تماماً مبدأ و E نقطه ی هر واصل پاره خط هرگاه گوییم، ستاره گون مبدأ به نسبت را E ⊂ C

دیگر، عبارت به گوییم. محدب را آن باشد، ستاره گون نقطه اش هر به نسبت E صورتیکه در گیرد. قرار

٠ < ρ < ١ شعاع کوچک ترین اما باشد. E داخل تماماً کند، وصل بهم را E نقطه ی دو هر که پاره خطی

را شود نگاشته (محدب) ستاره گون مجموعه ی یک به f تابع تحت ρ شعاع و مبدأ مرکز به دایره ای که

تصویر هندسی خواص محدبی و ستاره گونی شعاع های بنابراین، می نامیم. (محدبی) ستاره گونی شعاع

تابع هرگاه گوییم، محدب به نزدیک را واحد دیسک در f تحلیلی تابع طرفی، از می کنند. مشخص را f

که: طوری به باشد موجود g مانند محدبی

Re
{ f ′(z)
g′(z)

}
> ٠, (z ∈ U).
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زیر در g و f تابع دو اگر .٣ . ١ قضیه

f (z) = z −
∞∑

k=n+١
akzk, g(z) = z −

∞∑
k=n+١

bkzk,

طوری به است، Dm
λ (γ, σ∗, δ) رده ی به متعلق ( f ∗ g)(z) آنگاه باشند، Dm

λ (γ, σ, δ) رده ی به متعلق

که:

( f ∗ g)(z) = z −
∞∑

k=n+١
akbkzk = (g ∗ f )(z), (٣ . ١)

و

σ∗ ⩽ ١ − Γ
(
α(k − ١) + β

)
γδ(١ − σ)٢(

١ + (k − ١)λ
)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

) , (k ⩾ n + ١). (٣ . ٢)

کنیم: ثابت را زیر نامساوی که است کافی ،٢ . ١ قضیه ی طبق اثبات.

∞∑
k=n+١

(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)
Γ
(
α(k − ١) + β

)
γδ(١ − σ∗) akbk ⩽ ١.

داریم: (٢ . ١) رابطه ی و کشی-شوارتز نامساوی از استفاده با

∞∑
k=n+١

(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)
Γ
(
α(k − ١) + β

)
γδ(١ − σ)

√
akbk ⩽ ١.

باشد: برقرار زیر نامساوی که طوری به بیاوریم دست به را σ∗ مقدار بزرگ ترین بایستی بنابراین،

∞∑
k=n+١

(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)
Γ
(
α(k − ١) + β

)
γδ(١ − σ∗) akbk
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⩽
∞∑

k=n+١

(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)
Γ
(
α(k − ١) + β

)
γδ(١ − σ)

√
akbk,

معادل: طور به √یا
akbk ⩽

١ − σ∗
١ − σ , (k ⩾ n + ١).

باشیم: داشته که است برقرار زمانی بالا نامساوی

Γ
(
α(k − ١) + β

)
γδ(١ − σ)(

١ + (k − ١)λ
)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

) ⩽ ١ − σ∗
١ − σ ,

معادل: طور به یا

σ∗ ⩽ ١ − Γ
(
α(k − ١) + β

)
γδ(١ − σ)٢(

١ + (k − ١)λ
)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

) ,
می آید. دست به نظر مورد نتیجه ی دقیقاً که

می دهیم. ارائه برهان بدون را زیر قضیه ی ،٣ . ١ قضیه ی برهان مشابه روش بردن بکار با

که: طوری به است Dm
λ (γ∗, σ, δ) رده ی به متعلق ( f ∗ g)(z) ،٣ . ١ قضیه ی مفروضات با .٣ . ٢ قضیه

γ∗ ⩽ k٢ − k + ١
Γ
(
α(k−١)+β

)
γ٢δ(١−σ)(

١+(k−١)λ
)m
Γ(β)
(
١+k٢+k(٢γδ−١)

)٢ − ٢kδ
, (k ⩾ n + ١).

صورت: این در ، f (z) ∈ Dm
λ (γ, σ, δ) کنیم فرض .٣ . ٣ قضیه

که: طوری به است (٠ ⩽ θ١ < ١) θ١ مرتبه ی از ستاره گون ،|z| < R١ قرص روی f (z) الف)

R١ = inf
k

[(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)
(١ − θ١)

Γ
(
α(k − ١) + β

)
γδ(١ − σ)(k − θ١)

] ١
k−١
, (k ⩾ n + ١).



١٨٢١٨۴ - ١٧٣ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها زاده/ نجف

که: طوری به است، (٠ ⩽ θ١ < ١) θ٢ مرتبه ی از محدب ،|z| < R٢ قرص روی f (z) ب)

R٢ = inf
k

[(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)
(١ − θ٢)

k(k − θ٢)γδ(١ − σ)Γ
(
α(k − ١) + β

) ] ١
k−١
, (k ⩾ n + ١).

که: طوری به است، (٠ ⩽ θ٣ < ١) θ٣ مرتبه ی از محدب به نزدیک ،|z| < R٣ قرص روی f (z) ج)

R٣ = inf
k

[(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)
(١ − θ٣)

kγδ(١ − σ)Γ
(
α(k − ١) + β

) ] ١
k−١
, (k ⩾ n + ١).

  اثبات.

که: دهیم نشان است کافی ٠ ⩽ θ١ < ١ هر ازای به الف)

∣∣∣∣∣z f ′(z)
f (z)
−
∣∣∣∣∣ < ١ − θ١.

که: دهیم نشان باید دیگر، عبارت به

∣∣∣∣∣z f ′(z)
f (z)

− ١
∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∑∞

k=n+١(k − ١)akzk−١

١ −∑∞k=n+١akzk−١

∣∣∣∣∣∣
⩽
∑∞

k=n+١(k − ١)ak|z|k−١

١ −∑∞k=n+١ak|z|k−١ < ١ − θ,

معادل: طور به یا
∞∑

k=n+١

(k − θ١
١ − θ١

)
ak|z|k−١ < ١.

که است برقرار زمانی فوق، نامساوی که می شود ملاحظه آسانی به (٢ . ٢) و (٢ . ١) روابط بنابر
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باشیم: داشته

|z|k−١ <

(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)
(١ − θ١)

Γ
(
α(k − ١) + β

)
γδ(١ − σ)(k − θ١)

می کند. کامل را (الف) قسمت برهان بالا، نامساوی

از سادگی به (ب) قسمت « باشد ستاره گون z f ′ اگر تنها و اگر است، محدب f » که آنجایی از ب)

می شود. نتیجه (الف) قسمت

داریم: اما .| f ′(z) − ١| ⩽ ١ − θ٣ ،|z| < R٣ ازای به که دهیم نشان باید ج)

| f ′(z) − ١| =
∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+١
kakzk−١

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽ kak|z|k−١.

که: است برقرار زمانی | f ′(z) − ١| < ١ − θ٣ نامساوی بنابراین،

∞∑
k=n+١

k
١ − θ٣

ak|z|k−١ ⩽ ١.

باشیم: داشته که است برقرار زمانی اخیر نامساوی ،(٢ . ٢) و (٢ . ١) روابط بنابر

|z|k−١ ⩽
(
١ + (k − ١)λ

)m
Γ(β)
(
١ + k٢ + k(٢γδ − ١)

)
(١ − θ٣)

kγδ(١ − σ)Γ
(
α(k − ١) + β

) .

می کند. کامل را (ج) قسمت حکم بالا، نامساوی

مراجع

[1] F.M. Al-Oboudi, On univalent functions defined by a generalized Sălăgean operator, Int. J.
Math. Math. Sci., 2004(27) (2004), 1429–1436.

[2] J.B. Conway, Functions of One Complex Variable I, Springer-Verlog, New York, 1978.



١٨۴١٨۴ - ١٧٣ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها زاده/ نجف

[3] L. Branges, A proof of the Bieberbach conjecture, Acta Math., 154(1-2) (1985), 137–152.
[4] P.L. Duren, Univalent functions, Grundlehren Math. Wiss., New York, Springer-verlag,

1983.
[5] S. Elhaddad, H. Aldweby and M. Darus, Neighborhoods of certain classes of analytic func-

tions defined by a generalized differential operator involving Mittag-Leffler function, J.
Math. Anal. Appl., 55 (2018) 1–10.

[6] R. Gorenflo, A.A. Kilbas, F. Mainardi and S.V. Rogosin, Mittag-Leffler Functions, Related
Topics and Applications, volume 2, Springer, 2014.

[7] M.G. Mittag-Leffler, Sur la nouvelle fonction Eα(x), C. R. Acad. Sci. Paris, 137(2) (1903),
554–558.

[8] M.G. Mittag-Leffler, Sur la representation analytique d’une branche uniforme d’une fonction
monogene, Acta Math., 29(1) (1905), 101–181.

[9] W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-hill Education, 3 edition, Series in Higher
Math, 1987.

[10] G.S. Salagean, Subclasses of univalent functions, Complex analysis-fifth Romanian-Finnish
seminar, Part 1 (Bucharest, 1981), Lect. Notes Math., 1013 (1983), 367–372.

[11] H. Srivastava, B. Frasin and V. Pescar, Univalence of integral operators involving Mittag-
Leffler functions, Appl. Math. Inf. Sci., 11(3) (2017), 635–641.


	مقدمه
	نتایج اصلی
	ساختارهای شعاعی و ضرب پیچشی

