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چکیده
حل در (چند قطری) نواری ماتریس های کاربرد و اهمیت به توجه با

یک کوشیده ایم مقاله این در مهندسی، و پایه علوم مختلف مسائل

ارائه قطری r ـ   ماتریس هر معکوس آوردن بدست برای کلی الگوریتم

ماتریس، LU دولیتل تجزیه از استفاده با منظور این برای دهیم.

که می آوریم بدست ماتریس معکوس محاسبه برای روابطی و فرمولها
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مقدمه . ١

مواجه غیرخطی یا خطی دستگاه های با مهندسی و ریاضیات مهم مسائل مدل سازی از پس اغلب

به وجود) صورت (در جواب تخمین برای راهی یا و جواب وجود عدم یا وجود تعیین آنها در که می شویم

امکان، صورت در ضرایب ماتریس معکوس و دترمینان محاسبه است. وابسته ضرایب ماتریس ارزیابی

معادلات به مربوط مسائل این از برخی می باشد. ارزیابی این برای شاخص ها کاربردی ترین از یکی

می گیرند. شکل آماری و فیزیکی مهندسی، پدیده های مفاهیم مدل بندی در که هستند انتگرال و دیفرانسیل

معکوس و دترمینان محاسبه برای سریع حتی الامکان الگوریتم های به دستیابی که کرد ادعا می توان بنابراین

منجر مختلف مسائل مدل سازی است بدیهی می باشد. عددی جبرخطی در مهم بسیار ابزار یک ماتریس ها

الگوریتم های آن ها کاربرد و اهمیت درجه بر بنا و می شود ساختاری نظر از متفاوتی ماتریس های تولید به

ماتریس های جمله از است. کرده پیدا بیشتری گسترش آن ها از خاصی انواع معکوس و دترمینان محاسبه

ظاهر کاربردی مسائل از بسیاری در که برد، نام را نواری ماتریس های می توان زمینه این در معروف

برای الگوریتمی مقاله این در است. برخوردار ویژه ای اهمیت از آنها معکوس تعیین به نیاز و می شوند

است. شده ارائه قطری r ـ   نواری ماتریس  هر معکوس محاسبه

قطرهای تعداد m و (r = ٢m+ ١ : m = ١, ٢, . . . ) آن در که n× n قطری rـ ماتریس یک کلی شکل

است: زیر بصورت می دهد، نشان را اصلی قطر پایین یا بالا ناصفر

Gm,n =



d١ a١,١ a٢,١ · · · am,١ ٠ · · · ٠

b١,١ d٢ a١,٢ a٢,٢ · · · am,٢
. . .

...

b٢,١ b١,٢
. . . . . . . . . . . . . . . ٠

... b٢,٢
. . . . . . . . . . . . . . . am,n−m

bm,١
...
. . . . . . . . . . . . . . .

...

٠ bm,٢
. . . . . . . . . . . . . . . a٢,n−٢

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . a١,n−١

٠ · · · ٠ bm,n−m · · · b٢,n−٢ b١,n−١ dn



. (١ . ١)
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(r = ٢m+١ : m = آن در که قطری ,r)ـ k) ماتریس یک بصورت را قطری r ـ ماتریس یک مقاله این در

این بین فاصله k و اصلی قطر پایین یا بالا ناصفر قطرهای تعداد m می دهیم. نشان است، ١, ٢, . . . )

.r = ٧, m = ٣, k = ١ داریم: معمولی هفت قطری ماتریس برای مثلا می دهد نشان را ناصفر قطرهای

است: (r = ٢m + ١ : m = ١, ٢, . . . ) آن در که قطری ,r)ـ k) و n × n ماتریس یک زیر ماتریس

G(k)
m,n =



d١ ٠ · · · ٠ a١,١ ٠ · · · ٠ a٢,١ ٠ · · · ٠ · · · am,١ · · · ٠

٠ d٢ ٠ · · · ٠ a١,٢ ٠ · · · ٠ a٢,٢ ٠ · · · ٠ · · ·
. . .
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.
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(١ . ٢)

(i = و ( j = ١, ٢, . . . ,m) به ازای هستند غیر صفر اعداد از متناهی دنباله های b j,i و a j,i همچنین

غیراینصورت، در و ١, ٢, . . . , n)

a j,n− jk+١ = a j,n− jk+٢ = · · · = a j,n = ٠,

b j,n− jk+١ = b j,n− jk+٢ = · · · = b j,n = ٠.



٨٢٩۴ - ٧٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها رسولی/ سولاری، شمس

پنج قطری k ـ ماتریس یک m = ٢ به ازای و سه قطری k ـ ماتریس یک m = ١ به ازای G(k)
m,n ماتریس

است. آمده [٨ ،۴] در آنها معکوس تعیین الگوریتم و کاربرد مورد در بحث که است

اصلی نتایج . ٢

ماتریس هر معکوس تعیین برای الگوریتمی [٨ ،٧ ،۴] مراجع و زیر لم از استفاده با بخش این در

می دهیم. ارائه قطری ,r) ـ k)

G(k)
m,n ماتریس پیشرو اصلی کهاد های مرتبه k = ١, ٢, . . . , n برای ،Dk کنید فرض [٩ ،۶] .٢ . ١ لم

تجزیه یک تنها G(k)
m,n ماتریس آنگاه باشند، صفر مخالف k = ١, ٢, . . . , n به ازای ها Dk ـ اگر باشند،

بصورت، LU دولیتل

G(k)
m,n = L(k)

m,nU(k)
m,n (٢ . ١)

شکل به    U و L ماتریس های آن در که دارد
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L(k)
m,n =



١ ٠ · · · · · · ٠
٠ ١ ...
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l٢,١ ٠ ...
. . . . . . . . .

...
. . . . . .

٠ l٢,٢ ٠ ...
. . . . . . . . .

...
. . . . . .

... ٠ l٢,٣
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. . .
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٠ · · · lm,n−mk · · · ٠ · · · ٠ l٢,n−٢k ٠ · · · ٠ l١,n−k ٠ · · · ٠ ١



(٢ . ٢)
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U(k)
m,n =



t١ ٠ · · · ٠ u١,١ ٠ · · · ٠ u٢,١ ٠ · · · ٠ · · · um,١ · · · ٠
٠ t٢ ٠ · · · ٠ u١,٢ ٠ · · · ٠ u٢,٢ ٠ · · · ٠ · · · . . . ...
... t٣ ٠ · · · ٠ u١,٣ ٠ · · · ٠ u٢,٣ ٠ · · · ٠ · · · um,n−mk

. . . . . . · · · . . . . . . . . . · · · . . . . . . . . . · · · . . . ...
. . . . . . · · · . . . . . . . . . · · · . . . . . . . . . · · · ٠
. . . . . . · · · . . . . . . . . . · · · . . . . . . . . . ...
. . . . . . · · · . . . . . . . . . · · · . . . . . . ٠
. . . . . . · · · . . . . . . . . . · · · . . . u٢,n−٢k
. . . . . . · · · . . . . . . . . . · · · ٠
. . . . . . · · · . . . . . . . . . ...
. . . . . . · · · . . . . . . ٠
. . . . . . . . .

. . . u١,n−k
. . . . . . · · · ٠
. . . . . .

...
...

. . . ٠
٠ · · · · · · ٠ tn



(٢ . ٣)

.det(G(k)
m,n) =

n∏
i=١

ti و هستند

می آوریم، بدست را زیر روابط (٢ . ١) در (٢ . ٣) و (٢ . ٢) ،(١ . ٢) جایگذاری با حال

ti =



di i = ١, ٢, . . . , k,

di −
١∑

q=p
lq,i−qkuq,i−qk p = ١, . . . ,m − ١, i = pk + ١, . . . , (p + ١)k,

di −
١∑

q=m
lq,i−qkuq,i−qk i = mk + ١, . . . , n.

(۴ . ٢)
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داریم، j = ١, . . . ,m − ١ برای

(۵ . ٢)

u j,i =



a j,i i = ١, . . . , k,

a j,i −
١∑

q=p
lq,i−qku j+q,i−qk p = ١, . . . ,m − j − ١, i = pk + ١, . . . , (p + ١)k,

a j,i −
١∑

q=p
lq,i−qku j+q,i−qk p = m − j, i = (m − j)k + ١, . . . , n − jk,

um,i = am,i i = ١, . . . , n − mk.

l j,i =



b j,i
ti

i = ١, . . . , k,

b j,i−
١∑

q=p
l j+q,i−qkuq,i−qk

ti
p = ١, . . . ,m − j − ١, i = pk + ١, . . . , (p + ١)k,

b j,i−
١∑

q=p
l j+q,i−qkuq,i−qk

ti
p = m − j, i = (m − j)k + ١, . . . , n − jk,

(۶ . ٢)

lm,i =
bm,i

ti
i = ١, . . . , n − mk.

G(k)
m,n ماتریس LU دولیتل تجزیه به مربوط روابط می توانیم (۶ . ٢) و (۵ . ٢) ،(۴ . ٢) روابط از استفاده با

کنیم. تعیین دلخواه m هر به ازای را

سطر j ـامین ،S j که (G(k)
m,n)
−١
= S = (S ١, S ٢, . . . , S n)t آنگاه باشد ناتکین (١ . ٢) ماتریس اگر حال

است. j = ١, ٢, . . . , n به ازای (G(k)
m,n)
−١

ماتریس

.L(k)
m,n(U(k)

m,nS ) = E داریم، است) n × n همانی ماتریس یک E) G(k)
m,n(G(k)

m,n)−١ = E از استفاده با

دهید، قرار

L(k)
m,nX = E (٢ . ٧)
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آنگاه

U(k)
m,nS = X (٢ . ٨)

.S = (S ١, . . . , S n)t و E = (E١, . . . , En)t ،X = (X١, . . . , Xn)t که

داریم، (٢ . ٨) و (٢ . ٧) از استفاده با ترتیب به

Xi =



Ei i = ١, ٢, . . . , k,

Ei −
p∑

q=١
lq,i−qkXi−qk p = ١, . . . ,m − ١, i = pk + ١, . . . , (p + ١)k,

Ei −
m∑

q=١
lq,i−qkXi−qk i = mk + ١, . . . , n.

(٢ . ٩)

S i =



Xi
ti

i = n, n − ١, . . . , n − k + ١,

Xi−
p∑

q=١
uq,iS i+qk

ti
p = ١, . . . ,m − ١, i = n − pk, . . . , n − (p + ١)k + ١,

Xi−
m∑

q=١
uq,iS i+qk

ti
i = n − mk, . . . , ١.

(٢ . ١٠)

می پردازیم. الگوریتم ساخت به (٢ . ١٠) و (٢ . ٩) ،(۶ . ٢) ،(۵ . ٢) ،(۴ . ٢) از استفاده با اکنون

,r) ـ قطری: k) ماتریس هر معکوس تعیین برای الگوریتمی . ٢ . ١

.G(k)
m,n ماتریس و k مقدار ،m مقدار ورودی: .٢ . ٢ الگوریتم

.W معکوس، ماتریس خروجی:

اول: گام

For p = 0, 1, . . . ,m do
For i = pk + 1, . . . , (p + 1)k do

ti = Gi,i −
1∑

q=p
lq,i−qkuq,i−qk
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If ti = 0 then ti = z end if.
For j = 1, 2, . . . ,m − p do
u j,i = Gi, jk+i −

1∑
q=p

lq,i−qku j+q,i−qk

l j,i =
G jk+i,i−

1∑
q=p

l j+q,i−qkuq,i−qk

ti

end do
if p ≥ 1then
For j = m,m − 1, . . . ,m − p + 1 do
u j,i = Gi, jk+i −

1∑
q=m− j

lq,i−qku j+q,i−qk

l j,i =

G jk+i,i−
1∑

q=m− j
l j+q,i−qkuq,i−qk

ti

end do
end if

end do
end do.

دوم: گام

G(k)
m,n ماتریس det(G(k)

m,n) = ٠ اگر کن جایگذاری zرا = ٠ سپس کن، محاسبه det(G(k)را
m,n) =

n∏
i=١

ti

الگوریتم. توقف و کن چاپ خروجی در را است) تکین (ماتریس عبارت اینصورت در است. تکین

سوم: گام

For p = 0, 1, . . . ,m do
For i = pk + 1, pk + 2, . . . , (p + 1)k do

Xi = Ei −
p∑

q=1
lq,i−qkXi−qk

end do
end do.

چهارم: گام
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For p = 0, 1, . . . ,m do
For i = n − pk, n − pk − 1, . . . , n − (p + 1)k + 1 do

S i =

Xi−
p∑

q=1
uq,iS i+qk

ti

end do
end do.

پنجم: گام

است. W |z=٠ معکوس، ماتریس

عددی مثال های و جدید الگوریتم محاسباتی هزینه . ٢ . ٢

چند سپس و آورده جدول قالب در را (٢ . ٢) الگوریتم از گام هر در محاسباتی هزینه بخش این در

می کنیم. ارائه محاسبات دقت و زمان بیشتر بررسی برای عددی مثال

الگوریتم محاسبات هزینه :١ جدول

۴ ٣ ٢ ١ گام

(m + ١)n٢ − (
m(m + ١)

٢
)nk mn٢ − (

m(m + ١)
٢

)nk n m(m + ١)n − mk(٢m٢ + ٣m + ١)
۶

×, \

mn٢ − (
m(m + ١)

٢
)nk mn٢ − (

m٢ + m − ٢
٢

)nk ٠ (m٢ + ١)n − mk(٢m٢ + ٣m − ۵)
۶

+,−(=)
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بیابید. را زیر ١١ × ١١ یازده قطری ماتریس معکوس .٢ . ٣ مثال

G(٢)
۵,١١ =



٢ ٠ ١ ٠ −٢ ٠ −١ ٠ ٣ ٠ ١

٠ −١ ٠ −١ ٠ ٣ ٠ −١ ٠ −١ ٠

−١ ٠ −١ ٠ −١ ٠ ٢ ٠ ٢ ٠ ٢

٠ ٢ ٠ ٣ ٠ ٢ ٠ ١ ٠ ١ ٠

١ ٠ ٣ ٠ ٢ ٠ ١ ٠ −١ ٠ −١

٠ ١ ٠ ۴ ٠ −٢ ٠ ٢ ٠ ١ ٠

٣ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٢

٠ ٣ ٠ ١ ٠ −١ ٠ ٣ ٠ ١ ٠

۴ ٠ ٢ ٠ −١ ٠ ٣ ٠ −١ ٠ −٢

٠ ١ ٠ ٢ ٠ ١ ٠ ٢ ٠ ٣ ٠

−١ ٠ ١ ٠ ٢ ٠ ١ ٠ ٢ ٠ ٣


داریم: ٢ . ٢ الگوریتم از استفاده حل:با

• det(G(٢)
۵,١١) =

١١∏
i=١

ti = ۵٢۵٠,
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W =



− ٣
٣۵ ٠ −٧٢

٣۵ ٠ −١١
۵ ٠ −٣٢

٣۵ ٠ ٨
۵ ٠ ٨٢

٣۵

٠ −١١
٢۵ ٠ ١١

٢۵ ٠ − ٩
٢۵ ٠ ٢

٢۵ ٠ −١
۵ ٠

٣
٧ ٠ ۴۴

٧ ٠ ٧ ٠ ٢۵
٧ ٠ −۵ ٠ −۵۴

٧

٠ ١
۵٠ ٠ ١١

٧۵ ٠ ١۶
٧۵ ٠ − ٧

۵٠ ٠ − ١
١۵ ٠

−١۶
٣۵ ٠ −٢٧٩

٣۵ ٠ −۴٢
۵ ٠ −١۵٩

٣۵ ٠ ٣١
۵ ٠ ٣۴۴

٣۵

٠ ٧
٢۵ ٠ ۴

٧۵ ٠ − ١
٧۵ ٠ ١

٢۵ ٠ ١
١۵ ٠

− ۶
٣۵ ٠ −٣٩

٣۵ ٠ −٧
۵ ٠ −٢٩

٣۵ ٠ ۶
۵ ٠ ۵٩

٣۵

٠ ٣٣
۵٠ ٠ −٣٧

٧۵ ٠ ٢٨
٧۵ ٠ ١٩

۵٠ ٠ ٢
١۵ ٠

− ٨
٣۵ ٠ −٣٣٢

٣۵ ٠ −۵١
۵ ٠ −٢٠٢

٣۵ ٠ ٣٨
۵ ٠ ۴١٧

٣۵

٠ −٢
۵ ٠ ١

١۵ ٠ − ۴
١۵ ٠ −١

۵ ٠ ١
٣ ٠

١٢
٣۵ ٠ ٣٢٣

٣۵ ٠ ۴٩
۵ ٠ ١٩٨

٣۵ ٠ −٣٧
۵ ٠ −٣٩٨

٣۵



.

با، است برابر ٢ . ٢ الگوریتم نسبی خطای میزان
∥GW − I∥F
∥I∥F

= ٢٫٩٢۴۶ × ١−١٠۵.

بیابید. را زیر ١۶ × ١۶ هفت قطری ماتریس معکوس .۴ . ٢ مثال
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G(٣)
٣,١۶ =



٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

−١ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −٢ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠

٠ ٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠

١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ١

٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٢ ٠

٢ ٠ ٠ −٢ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ −٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١

٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ −٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −٢ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٢ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١


داریم: ٢ . ٢ الگوریتم از استفاده حل:با

• det(G(٣)
٣,١۶) =

١۶∏
i=١

ti = ٧٢٠,
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W =



۴
٩ ٠ ٠ ٢

٩ ٠ ٠ −۵
٩ ٠ ٠ ۴

٩ ٠ ٠ ۵
٩ ٠ ٠ −٢

٣

٠ ٣
۵ ٠ ٠ ٣

۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١
۵ ٠ ٠

٠ ٠ −١
٢ ٠ ٠ ۴ ٠ ٠ ٩

٢ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ −٧ ٠
١٧
٣۶ ٠ ٠ ۴٩

٣۶ ٠ ٠ −٧٣
٣۶ ٠ ٠ ١١

٩ ٠ ٠ ۴١
١٨ ٠ ٠ −٣٧

١٢

٠ −٧
۵ ٠ ٠ −٢

۵ ٠ ٠ −١
٢ ٠ ٠ −٣

٢ ٠ ٠ −۴
۵ ٠ ٠

٠ ٠ −١
٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٣

٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −٢ ٠
١
١٢ ٠ ٠ ۵

١٢ ٠ ٠ − ۵
١٢ ٠ ٠ ١

٣ ٠ ٠ ١
۶ ٠ ٠ −١

۴

٠ ۶
۵ ٠ ٠ ١

۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٢
۵ ٠ ٠

٠ ٠ −١
٢ ٠ ٠ ۴ ٠ ٠ ٧

٢ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ −۶ ٠

− ۵
٣۶ ٠ ٠ −٢۵

٣۶ ٠ ٠ ۴٩
٣۶ ٠ ٠ −٨

٩ ٠ ٠ −٢٩
١٨ ٠ ٠ ٢۵

١٢

٠ −٩
۵ ٠ ٠ −۴

۵ ٠ ٠ −١
٢ ٠ ٠ −٣

٢ ٠ ٠ −٣
۵ ٠ ٠

٠ ٠ ١
٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١

٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −١ ٠

−١١
٣۶ ٠ ٠ −١٩

٣۶ ٠ ٠ ۴٣
٣۶ ٠ ٠ −۵

٩ ٠ ٠ −١٧
١٨ ٠ ٠ ١٩

١٢

٠ −٧
۵ ٠ ٠ −٢

۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ −۴
۵ ٠ ٠

٠ ٠ ١
٢ ٠ ٠ −۵ ٠ ٠ −٩

٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٨ ٠

− ١
١٢ ٠ ٠ ٧

١٢ ٠ ٠ − ٧
١٢ ٠ ٠ ٢

٣ ٠ ٠ ۵
۶ ٠ ٠ −٧

۴


با، است برابر ٢ . ٢ الگوریتم نسبی خطای میزان

∥GW − I∥F
∥I∥F

= ٣٫٢۴٠۵ × ١−١٠۶.

ماتریس درایه های که زمانی متفاوت k-های و m ،n برای را ٢ . ٢ الگوریتم مثال این در .۵ . ٢ مثال
آوردیم: بدست را زیر نتایج و اجرا شوند، انتخاب Matlab نرم افزار توسط تصادفی بصورت
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نسبی خطای محاسبه و Matlab در inv دستور با الگوریتم٢ . ٢ زمان مقایسه :٢ جدول

n m k time(Alg.٢٫٢) time(inv) ∥GW−I∥F
∥I∥F

٣٠٠٠ ٩ ۶ ٠٫٧٠٣٧ ٠٫٧٨۴٢ ٣٫٣۶٨٣ × ١٢−١٠

۴٠٠٠ ١٠ ٧ ١٫١۶٩۴ ١٫٧٨٢١ ۵٫۶٨٣٨ × ١١−١٠

۵٠٠٠ ٢٠ ١٠ ٣٫١٠١٨ ٣٫٣٧۴۶ ٣٫٩٠۵۶ × ١١−١٠

۶٠٠٠ ٢٠ ٨ ۴٫٢٠۵۶ ۵٫۶۶٠٩ ٣٫١٣٩۶ × ١١−١٠

١٠٠٠٠ ٣٠ ١۵ ١٧٫٠٩۶٧ ٣١٫۶۴۴٣ ٢٫٧٣١٣ × ١١−١٠

١٢٠٠٠ ۵٠ ٢٠ ٣۴٫٨٣۴٣ ۵٩٫۴٠۵۴ ١٫١٩٩١ × ١٠−١٠

Matlab (٢٠١٩) نرم افزار با ٢ . ٢ الگوریتم و ثانیه برحسب زمان بالا جدول در که است ذکر به لازم

زمان لحاظ از Matlab نرم افزار در inv دستور عددی نتایج با آمده بدست عددی نتایج و است شده اجرا

برای مقاله این در شده ارائه الگوریتم می دهند نشان بخش این نتایج که همانطور شده اند. مقایسه اجرا

می دهد. نشان را قبولی قابل نتایج باشد، m ≪ n که زمانی خصوصاً بالا بعد با ماتریس هایی
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